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a> 


§  1.  —  Prélimloalres. 

!•  —  Semi-droite.  —  Une  droite  peut  être  décrite  par  un  point  mobile 
suivant  deux  sens  différents.  Une  droite  associée  à  un  sens  déterminé  est 
une  semi-droite. 

Une  semi-'droite  se  désigne  par  deux  lettres  représentant  deux  de  ses 
points;  ces  lettres  se  succèdent  dans  le  même  ordre  que  les  points  qu'elles 
désignent  par  rapport  au  mouvement  du  mobile,  ou  bien  encore  par  une 
seule  lettre  minuscule,  lorsqu'il  n'est  pas  néces- 
saire d'indiquer  explicitement  le  sens  de  la    ^ ~ 

semi-droite.  _^  -^        ^-^ 

Ainsi, onditlasemi-droiteOXjlasemi-droite/.  p.    j 

D'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  la  semi- 
droite  zO  est  directement  opposée  à  la  semi-droite  Ox.  On  convient  aussi 
de  désigner  par  ^  et  —  /  deux  semi-droites  directement  opposées. 

2.  —  Segment.  —  Un  segment  est  la  distance  affectée  de  l'un  des  signes 
plus  ou  moins,  de  deux  points  d'une  semi-droite. 

Vorigine  du  segment  est  le  point  d'où  part  le  mobile  pour  le  décrire, 
Vextrémité  du  segment  est  le  point  d'arrivée  du  mobile. 

Le  sens  d'un  segment  est  la  direction  du  chemin  suivi  par  le  point  mobile 
qui  le  décrit. 

Un  segment  a  le  signe  plus  quand  il  a  même  sens  que  la  semi-droite 
dont  il  fait  partie;  il  a  le  signe  moins  dans  le  cas  contraire. 

Pour  désigner  un  segment,  on  emploie  les  deux  lettres  qui  représentent 
respectivement  son  origine  et  son  extrémité,  la  lettre  qui  représente  l'ori- 
gine étant  toujours  placée  la  première. 
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—  2  — 

Dans  la  figure  ci-contre,  le  segment  AB  de  la  semi-droite  Ox  est  positif, 
le  segment  BA  est  négatif.  Comme  ces  deux  segments  ont  même  longueur, 

.-  on  a 

^  ABC  AB=— BAouAB  +  BA=0. 

^*^"  ^'  Lorsque  le  sens  du  segment 

ne  doit  pas  être  explicitement  indiqué,  on  le  désigne  par  une  seule  lettre 
minuscule  représentant  ordinairement  sa  longueur. 

Ainsi,  le  segment  a  est  une  longueur  a  associée  à  un  certain  sens  et  le 
segment  —  a  est  directement  opposé  au  segment  a  et  a  même  longueur. 

La  connaissance  de  la  valeur  algébrique  du  segment  OA  de  la  semi-droite 
Ox  permet  de  fixer  sans  ambiguïté  la  position  du  point  A  par  rapport  au 
point  0. 

3.  —  Contour  polygonal.  —  On  appelle  contour  polygonal  une  suite  de 
segments  appartenant  à  des  semi-droites  difierentes  et  tels  que  Yorigine  de 
Tun  soit  y  extrémité  de  celui  qui  le  précède.  Le  contour  est  fermé  quand 
Torigine  du  premier  segment  coïncide  avec  l'extrémité  du  dernier. 

4.  —  Théorème.  —  Entre  les  segments  déterminés  par  trois  points  A, 
B,  C  d'une  semi-droite,  on  a  toujours 

AB  +  BG  -f  CA  =  0. 

En  eflfet,  cette  relation  se  vérifie  pour  la  figure  ci-dessus.  Quand  on 

permute  deux  points  quelconques  A  et  B,  le  premier  membre  de  l'égalité 

devient 

BA  +  AG  +  GB        ou        —  (AB  -f  BG  +  GA), 

et  reste  par  conséquent  nul.  Quelles  que  soient  les  positions  relatives  des 
trois  points,  la  relation  ci-dessus  est  donc  toujours  satisfaite. 

6.  —  Détermination  d'un  point  au  moyen  de  son  paramètre.  —  Un 

point  A  de  la  semi-droite  joignant  les  deux  points  P  et  B  est  complètement 
déterminé  quand  on  connaît  la  valeur  algébrique  du  rapport  k  des  segments 
PA  et  BA  ;  car  des  relations 

PA  :  BA  ==  A:        et        PA  -4-  AB  +  BP  =  0, 

on  tire,  lorsque  k  n'est  pas  égal  à  l'unité, 

PA^ — r^.-PR.     RA^ — ^.PR. 

On  peut  donc  fixer  la  position  du  point  A  par  rapport  à  P  ou  par  rap- 
port à  B. 
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Le  rapport  k  est  appelé  paramètre  du  point  A  par  rapport  aux  points 
origines  P  et  R;  il  est  négatif  lorsqu'il  s*agit  d'un  point  compris  entre 
P  et  R  et  positif  pour  les  autres  points  de  la  semi-droite  PR;  les  segments 
PA  et  RA  sont,  en  effet,  de  signes  contraires  dans  le  premier  cas  et  de 
même  signe  dans  le  second. 

En  faisant  varier  k  depuis  Tunité  exclusivement  jusqu'à  zéro,  on  obtient 
tous  les  points  situés  à  gauche  de  P;  le  point  P  a  pour  paramètre  zéro. 
Aux  valeurs   de   k  comprises 
entre   zéro   et   Vinfini  négatif 
correspondent  les  points  situés 


entre  P  et  R  ;  le  point  milieu  de       0        B         PAR  -^ 

PR  correspond  à  la  valeur  de  k  Fig.  3. 

égale  à  moins  un.  Enfin,  on 

obtient  les  points  situés  à  droite  de  R  en  faisant  varier  k  depuis  l'infini 

jusqu'à  plus  un  exclusivement.  On  obtient  le  point  R  en  remplaçant  dans 

les  formules  ci-dessus  l'inverse  de  k  par  zéro  ;  le  point  R  correspond  donc 

à  la  valeur  infinie  du  paramètre. 

6.  —  Point  Situé  à  l'infini.  —  De  l'égalité 

.  _  PA  _PRJ-JIA_      .    PR  _i_P5: 
^  ""  RA  ~       RA      ~  ^  "*"  RA  ~         AR' 

on  conclut  que  lorsque  le  point  A  s  éloigne  indéfiniment  dans  un  sens  ou 
dans  l'autre,  son  paramètre  k  tend  vers  la  valeur  positive  unique  plus  un, 
qu'il  ne  peut  du  reste  jamais  atteindre.  Le  paramètre  plus  un  ne  corres- 
pond donc  à  aucun  point  de  la  semi-droite  PR.  Cependant,  pour  géné- 
raliser les  résultats  et  les  énoncés  de  certains  théorèmes,  on  convient  de 
dire  que  ce  paramètre  correspond  à  un  point  situé  à  Vinfini  sur  la 
droite  PR.  Le  point  situé  à  l'infini  n'existe  donc  pas  géométriquement,  et 
l'énoncé  :  une  droite  a  un  point  à  Vinfini  est  purement  conventionnel. 

7.  —  Relation  entre  les  paramètres  de  deux  points  symétriques  par 
rapport  à  l'une  des  origines.  —  Lorsque  les  points  A  et  B,  ayant  respec- 
tivement pour  paramètres  k  et  k'  par  rapport  aux  origines  P  et  R,  sont 
symétriques  par  rapport  au  point  P,  on  a  la  relation 

PA PB        ou        ^-A-^  +  ^,  =  0, 

OU  encore 

^kk'  ^k  —  k'  =  0. 

Si  B  coïncide  avec  R,  cette  relation  devient 

2/f,  —  4  =  0. 
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8.  —  Distance  de  deux  points  en  fonction  de  leurs  paramètres.  — 

Quelles  que  soient  les  positions  des  points  A  et  B  par  rapport  à  Tune  des 
origines  P,  on  a  toujours 

PA-hAB-fBP  =  0        ou        AB=PB  — PA; 

par  suite,  si  k  et  k'  sont  les  paramètres  des  deux  points  A  et  B,  on  a 

AB  =  PB  -  PA  =  (^^  -  ^,)  PR  =  ^^  _\-/l  ^,^ .  PR. 

Cette  formule  est  encore  vraie  quand  Tun  des  points,  B  par  exemple, 
coïncide  avec  le  point  R,  car  en  y  remplaçant  alors  le  rapport  1  :  /c'  par 
zéro,  on  obtient 

AR  =  ;j-^.PR       ou     RA  =  -^..m, 

formule  trouvée  directement  ci-dessus  (5). 

9.  —  Projection.  —  On  appelle  projections  des  points  A,  B,  C,  ..., 
sur  une  semi-droite  /,  les  points  A',  B',  G',  ...,  de  rencontre  de  cette 
droite  avec  les  parallèles  à  une  droite  donnée,  menées  par  les  différents 
points  A,  B,  G,  ....  La  semi-droite  l  est  Taxe  de  projection. 

Les  projections  sont  dites  orthogonales^  lorsque  la  droite  parallèlement 
à  laquelle  on  projette,  est  perpendiculaire  à  Taxe  de  projection. 

Les  points  A',  B',  G'  ...  sont  alors  les 
pieds   des   perpendiculaires   abaissées   des 
points  A,  B,  G,  ...  sur  Taxe. 
On  projette  un  segment  AB  sur  un  axe  l, 


jf 


0  A'  N'  B'  M'  ^  en  projetant  son  origine  et  son  extrémité. 
Fig.  4.  En  désignant  par  A'  et  B'  les  projections  des 

points  A  et  B,  la  projection  du  segment  AB  sur  Vaxe  1  est  le  segment  A'B'. 
La  projection  d'un  segment  est  donc  également  une  quantité  algébrique. 
Elle  est  positive  si  son  sens  est  le  même  que  celui  de  Taxe  de  projection, 
elle  est  négative  dans  le  cas  contraire. 

Son  origine  A'  et  son  extrémité  B'  sont  respectivement  les  projections  de 
Torigine  A  et  de  Textrémité  B  du  segment  AB.  De  sorte  que  dans  la 
figure  ci-contre 

Projection  de  AB  sur  Ox  =  A'B'  =  —  B'A', 
Projection  de  MN  sur  Ox  =  M'N'  =  —  N'M'. 

Corollaire,  —  La  projection  d*un  segment  d'une  semi-droite  sur  un  axe 
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de  projection  qui  lui  est  parallèle  est  égale  au  segment,  et  de  même  signe 
ou  de  signe  contraire,  suivant  que  la  semi-droite  et  Taxe  ont  même  sens 
ou  des  sens  contraires. 

10.  —  Théorèwe.  —  Le  rapport  de  deux  segments  d'une  semi-droite, 
ou  de  deux  semi-droites  parallèles  et  de  même  sens,  est  égal  en  grandeur 
et  en  signe  à  celui  de  leurs  projections  sur  un  axe  quelconque. 

En  effet,  considérons  les  segments  a  eX  b  de  la  semi-droite  /,  et  soient 
a'  et  b'  leurs  projections  sur  un 
axe  Ox. 

Les  rapports  égaux  a  :  ^  et 
a'  :  b'  ont  évidemment  le  même 
signe,  car  on  reconnaît  aisément 
que  si  a  et  ^  ont  le  même  sens 
on  des  sens  différents,  il  en  est 
de  même  de  leurs  projections  a'  Pîg.  s. 

et  b\  Par  suite,  quels  que  soient  les  sens  des  semi-droites  et  des  segments, 
on  a  toujours  en  grandeur  et  en  signe 

a  :  b  =  a'  :  b\ 

Considérons  maintenant  les  segments  a,  et  ^  des  semi-droites  m  et  l 
parallèles  et  ayant  même  sens,  et  désignons  par  a  et  a'  les  projections  du 
premier  sur  les  semi-droites  /  et  Ox,  par  b'  celle  de  b  sur  Oa;. 

D'après  le  corollaire  du  n*  précédent,  on  a  toujours  en  grandeur  et 
en  signe 

comme  on  a  aussi,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire, 

a  :  b  =  a'  :  b\ 

ttj  :  ft  =  a'  :  b\ 


on  en  conclut 


11.  —  Théorème.  —  Les  projections  de  deux  contours  polygonaux 
ayant  même  origine  et  même  extrémité  sont  identiques. 

En  effet,  la  projection  sur  Taxe  Ox,  de  le 

la  somme  des  segments  ^ 

AB  +  BC  +  CD  -f  ...  +  KL 

est  la  somme  algébrique 
A'B'  +  B'C  -h  CD'  +  ...  +  K'L'. 
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Mais  de  ce  que  l'on  a  toujours  (8) 
A'B'  =  OB'  —  OA',     B'C  =  OC  —  OB',     . . . ,     K'L'  =  OL'  —  OK', 
on  conclut,  en  ajoutant  ces  égalités  membre  à  membre, 

A'B'  +  B'C  +  CD'  +  ...  +  K'L'  =  OL'  —  OA'  =  A'L', 

résultat  indépendant  de  la  forme  du  contour  entre  ses  extrémités  A  et  L. 

Corollaire,  —  Lorsque  le  contour  est  fermé,  le  point  L' coïncide  avec  A' 
et  le  segment  A'L'  est  nul.  Donc 

La  projection  sur  un  axe  quelconque  (Tun  contour  polygonal  fermé 
est  nulle. 

12.  —  Angle  de  deux  semi-droites.  —  On  appelle  faisceau  de  semi- 
droites,  les  diverses  positions  d'une  semi-droite  tournant  autour  de  l'un 
de  ses  points.  La  rotation  de  la  semi-droite  mobile  peut  avoir  lieu  dans 
deux  sens  différents,  appelés,  l'un,  le  sens  direct  ou  positif,  l'autre,  le 
sens  inverse  ou  négatif.  Le  premier  est,  le  plus  souvent,  le  sens  inverse 
de  celui  du  mouvement  des  aiguilles  d'une  montre. 

On  désigne  par  angle  de  deux  semi-droites  l  ou  Ox,  m  ou  Oy  d'un 
faisceau,  l'angle  affecté  d'un  signe  convenable,  dont  la  première  semi- 
droite  l  ou  Ox  doit  tourner  pour  venir  coïn- 
cider avec  la  seconde. 

L'angle  a  le  signe  plus  si,  pour  amener  la 
coïncidence  correspondante,  la  rotation  de  l 
ou  de  Ox  a  lieu  dans  le  sens  positif;  le  signe 
moins,  dans  le  cas  contraire. 
Si  Ton  désigne  par  a  l'angle  positif  ou  négatif  décrit  pour  amener  une 
coïncidence  quelconque  des  deux  semi-droites,  par  k  un  nombre  entier 
positif,  négatif  ou  nul,  l'angle  que  nous  venons  de  définir  est  évidemment 
compris  dans  la  formule  générale  S/cti  -+■  a  ;  l'angle  de  deux  semi-droites 
n'est  donc  connu  qu'à  un  multiple  de  27t  près. 

Il  se  désigne  par  la  notation  (/,  vi)  ou  (Ox,  Oy)  ;  il  a  pour  côté  origine 
l  ou  Ox  et  pour  côté  extrême  m  ou  Oy  ;  le  côté  origine  est  le  côté  mobile. 
On  voit  donc  que 

Lorsque  la  valeur  algébrique  de  l'angle  (/,  m)  est  donnée,  on  peut  fixer 
sans  ambiguïté  la  position  de  la  semi-droiie  m  par  rapport  à  la  semi-droite 
donnée  /. 

Corollaire.  —  Les  angles  que  fait  une  semi-droite  avec  deux  autres 
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Fig.  8. 


semi-droites  parallèles  et  ayant  même  sens  ou  des  sens  différents  sont 
égaux  entre  eux  ou  diffèrent  de  tt. 

13.  —  Théorème.  —  Si  1,  m,  n  sont  trois  semi-droites  quelconques 
d'un  faisceau,  on  a  toujours,  quelU'S  que  soient  leurs  positions  relatives, 

(/,  m)  +  (m,  n)  +  (w,  /)  =  0. 

Supposons  les  trois  semi-droites  Ox,  Oy,  Oz.  On  voit  immédiatement 
que,  pour  la  figure  ci-contre,  la  relation 

(Ox,  Oy)  +  (Oy,  Oz)  +  (Oz,  Ox)  =  0 

est  vérifiée.  Si  l'on  permute  les  semi-droites  Oy, 
Oz,  le  premier  membre  de  cette  égalité  devient 

(Ox,  Oz)  -h  (0^,  Oy)  +  (Oy,  Ox), 

ou  encore 

-  [(Ox,  Oy)  +  (Oy,  Oz)  +  (0^5,  Ox)], 

et  reste  par  conséquent  nul.  Quelles  que  soient  donc  les  positions  relatives 
des  trois  semi-droites  Ox,  Oy,  Oz,  l'égalité  précédente  est  toujours  vérifiée. 
On  peut  donc,  dans  cette  égalité,  remplacer  une  semi-droite  par  son 
opposa,  et,  par  conséquent,  quelles  que  soient  les  directions  des  semi- 
droites  /,  m,  ?/,  on  a 

(/,  m)  +  (m,  n)  +  (n,l)  =  0. 

Cette  égalité  n'est  évidemment  vraie  qu'à  un  multiple  de  2r:  près. 

Ce  théorème  existe  encore  pour  trois  semi-droites  quelconques;  pour  le 
prouver,  il  suffit  de  mener  par  un  point,  des  semi-droites  parallèles  aux 
semi-droites  données,  et  ayant  mêmes  sens  que  celles-ci.  Les  angles  formés 
étant  égaux  à  ceux  que  font  ces  dernières  entre  elles,  la  démonstration  est 
évidente. 

14,  —  Théorème.  —  La  projection  orthogonale  d'un  segment  sur  une 
semi-droite  est  égale  en  grandeur  et  en  signe  au  produit  du  segment  par 
le  cosinus  de  Vangle  que  la  semi-droite  dont 

il  fait  partie,  fait  avec  l'axe  de  projection. 
Désignons  par  m  la  semi-droite  com- 
prenant le  sèment  considéré  a,  et  par  l 
l'axe  de  projection.  Par  le  point  0  de 
cette  semindroite,  menons  une  semi-droite  z 
parallèle  à  m  et  ayant  même  sens  que  cette 
dernière,  et  prenons  ensuite  sur  ^  un  segment  positif  OM  égal  à  l'unité  de 
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longueur.  Si  OP  et  a'  sont  les  projections  orthogonales  des  segments  OM 
et  a  sur  la  semi-droite  /,  on  a  (10) 

o  :  OM  =  a'  :  OP      ou      a'  =  a  (OP  :  OM). 

Le  rapport  OP  :  OM  des  segments  OP,  OM  représentant  toujours  le 

cosinus  de  l'angle  (/,  z)  ou  (/,  m)  que  Taxe  de  projection  /  fait  avec  la 

semi-droite  m  comprenant  le  segment  considéré,  Tégalité  ci-dessus  peut 

encore  s'écrire 

a'  =  a  cos(/,  m)  =  a  cos(m,  l). 

Corollaire,  —  Lorsque  les  deux  semi-droites  /  et  m  sont  parallèles  et  de 

sens  contraires,  on  a 

a'  =ia  cos(/,  —  /)  ==  —  a. 

Si  elles  sont  rectangulaires,  on  a 

a'  =  acosf±  ^)  =  ^- 

§  9.  —  doordonnées  cartésiennes. 

16.  —  Abscisse  d'un  point  d'une  semi-droite.  —  On  a  vu  que  si  0  est 

un  point  fixe  de  la  semi-droite  Ox,  on  détermine  sans  ambiguïté  un  point  A 
de  la  même  semi-droite  au  moyen  du  segment  OA;  ce  segment  est  nommé 
abscisse  du  point  A  par  rapport  au  point  0  appelé  origine  des  abscisses. 
Un  autre  point  B  de  la  semi-droite  est  de  même  déterminé  par  le 
segment  OB,  et  comme  on  a  toujours  (8) 

AB  =  OB  —  OA, 

on  en  conclut  que  le  segment  AB  est  déterminé  en  grandeur  et  en  signe 

par  la  différence  algébrique  OB  —  OA  des  abscisses  des  points  B  et  A  ;  de 

sorte  que,  si  x'^  et  x'  sont  les  abscisses  de  ces  points,  on  a  pour  la  valeur 

du  segment  AB, 

AB  =  x"  —  x\ 

16.  —  Abscisse  d'un  point  d'une  semi-droite  en  fonction  de  son 
paramètre.  —  En  désignant  par  x,  x'  et  x"  les  abscisses  des  points  A, 
P  et  R  d'une  semi-droite  et  par  k  le  paramètre  (5)  de  A  par  rapport  aux 
origines  P  et  R,  on  a 

PA  :  RA  =  A:      ou      x  —  x'  :  x  —  x"  =  k. 

On  tire  de  cette  dernière  relation  lorsque  1  —  k  n'est  pas  nul, 

_x'  —  kx"' 
^~    l  —  k' 

Cette  formule  subsiste  encore  quand  les  abscisses  x'  et  x"  sont  identiques. 


9  — 


0 


p 

Fig.  10. 


17.  —  Coordonnées  d'un  point.  —  Un  point  M  da  plan  est  complè- 
tement déterminé  par  ses  projections  P  et  R  sur  deux  semi-droites  Oo;,  Oj/, 
ces  projections  étant  faites  respectivement  sur  Tune 
des  semi-droites  parallèlement  à  Tautre. 

Les  points  P  et  R,  à  leur  tour,  sont  déter- 
minés, comme  il  vient  d'être  dit  plus  haut,  par  les 
segments  OP  de  Oa;,  OR  de  Oy  ;  de  sorte  que  Ton 
peut  dire  que  ces  segments  déterminent  sans 
ambiguïté  le  point  M. 

Les  segments  OP,  OR  sont  encore,  comme  on  le 
voit,  les  projections  sur  Ox,  Oy,  du  segment  OM.  On  les  appelle  respecti- 
vement abscisse  et  ordonnée  du  point  M. 

La  semi-droite  Ox  est  Yaxe  des  abscisses  ou  des  x,  la  semi-droite  Oy 
est  Vaxe  des  ordonnées  ou  des  y. 

Les  segments  OP,  OR  ou  PM  sont  encore  appelés  coordonnées  carté- 
siennes du  point  M,  les  semi-droites  Ox,  Oy,  axes  de  coordonnées,  et  le 
point  0  origine  des  coordonnées. 

Les  coordonnées  de  Torigine  sont  nulles. 

Si  les  axes  de  coordonnées  sont  obliques,  comme  dans  le  cas  de  la 
figure,  les  coordonnées  de  M  sont  dites  obliques;  lorsque  les  axes  sont 


t: 


deux  semi-droites  perpendiculaires  telles  que  (Oa;,  Oy)  =  ^kn  +  -^, 

les  coordonnées  sont  dites  rectangulaires. 

Les  coordonnées  OP,  PM  du  point  M  se  désignent  souvent  par  x  çX  y\ 
le  point  est  aussi  très  souvent  désigné  par  la  notation  {x,  y). 

18.  —  Coordonnées  d'un  point  en  fonction  de  son  paramètre.  — 

Désignons  par  k  le  paramètre  d'un  point  A  de  la  semi-droite  PR  par 
rapport  aux  origines  P  et  R,  et  par  x  ^\  y,  x'  eX  t/',  x"  et  y"  les  coor- 
données cartésiennes  de  ces  points. 

Par  rapport  aux  projections  P'  et  R'  des  points  P  et  R  sur  Ox,  le 
point  k!  projection  de  Â,  a  aussi  pour 
paramètre  k  (10);  par  conséquent,  on  a, 
lorsque  la  différence  1   —  k  n'est  pas 
nulle. 


X 


x'  —  kx 


// 


y  = 


y'  -  ky" 


\—k'      ^         i—k' 
Ces  formules  sont  encore  vraies  quand 


Fig.    11. 


X  =  X 


ou 


n 


y  =y  » 
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c'est-à-dire  quand  la  droite  PR  est  parallèle  à  l'une  des  droites  Oy 
ou  Oa;  (16). 

19.  —  Distance  de  deux  points  en  fonction  de  leurs  coordonnées.  — 

Soient  les  deux  points  différents  P  et  R  ayant  respectivement  pour 

coordonnées  x'  et  y\  x"  et  y";  désignons  par  d  leur  distance. 

Menons  par  Torigine  des  coordonnées  une  parallèle  à  la  droite  PR; 

associons-la  à  un  sens  déterminé  et  soit  d  la  semi-droite  ainsi  obtenue. 

Posons 

{Ox,  d)  =  «,      (Oy,  d)  =  (3,      (Oa-,  Oy)  =  0, 

et  projetons  sur  un  axe  quelconque  z,  le  contour  fermé  P'R'RPP';  on  a 

(x*'  —  x')  cos  (»,  Ox)  +  t/" cos  (Zy  Oy)  i  ^  cos  {z,  d)  —  y'  cos  [z,  Oy)  =  0, 

ou  encore 

[x"  —  x')  cos  (2,  Ox)  +  (y"  —  y')  cos  (z,  Oy)  =  ±  d  cos  [z,  d). 

En   faisant  coïncider  successivement  l'axe  de  projection  z  avec  les 

semi-droites    Ox,   Oy,  d,   on    a   les    trois 
égalités 

x"  —  x'         +(2/" — y')cosB=  ±  (îcosa, 
ix"  —  x')  cos 9  -h  y"  —  1/'  =  ±  5  cos|3, 

(x"  —  iC')  cos  a  +  (y"  —  t/')  cos  |3  =  rb  (î. 

Multipliant   ces  relations   respectivement 
^^K-  ï*-  par  x"  —  x',  y"  —  y',  q\  ±  à  quantités  qui 

ne  sont  pas  toutes  trois  nulieis,  et  ajoutant  on  a  : 

rj2  =  (x"  —  xj  +  2(x"  —  x')(y"  —  yYcos  e  +  [y"  —  y')^. 

Cas  particuliers.  —  I.  Lorsque  les  axes  sont  rectangulaires,  le  cosinus 
de  leur  angle  est  nul,  et  l'on  a  pour  le  carré  de  la  distance  de  deux 
points,  dans  ce  cas, 

52  =  (x"  —  x')^  +  (î/"  -  y')\ 

II.  Si  l'un  des  points  R  coïncide  avec  l'origine  0,  ses  coordonnées  x" 
et  y"  sont  nulles,  et  Ton  a  pour  le  carré  de  la  distance  de  l'origine  à  un 
point  quelconque  P(x',  y'), 

Ôp2  =  x'2  +  2x'i/'  cos  ô  +  y'^ 
dans  le  cas  des  axes  obliques,  et 

ÔP^  =  a;'2  +  y'z 
dans  le  cas  des  axes  rectangulaires. 


i, 

cose. 

COS  a 

cosO, 

i, 

C08|3 

COS  a, 

C08|3, 

i 

—  H  - 

Corollaire.  —  Éliminant  x"  —  x\  y"'  —  y'  et  ±  B  entre  les  équations 
homogènes  précédentes,  on  obtient  la  relation 


=  0, 


laquelle  étant  développée,  prcQd  la  forme 

C0S2  a  —  2  COS  a  COS  p  cos  0  +  cos^  j3  =  sin*  ô. 

Dans  le  cas  des  axes  rectangulaires,  cette  relation  devient 

cos^a  +  cos2|3  =  i. 

Exercices.  —  1.  Trouver  les  coordonnées  du  milieu  de  la  droite  qui  joint  les 
milieux  des  diagonales  d'un  quadrilatère. 

2.  Les  droites  qui  joignent  les  milieux  des  côtés  opposés  d'un  quadrilatère  se 
coupent  en  leur  point  milieu. 

3.  Trouver  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  d'un  triangle. 


§  3*  —  Représeotation  dle«  lieux.  §;éoinétrl(iiiee< 


20.  —  Équation  d'un  lieu  géométrique.  —  On  appelle  lieu  géomé- 
trique une  ligne  dont  tous  les  points  jouissent  d'une  propriété  commune. 

Soit  un  lieu  géométrique  AB.  Traçons  dans  le  plan  de  celte  ligne 
deux  axes  Ox,  Oy,  et  soient  OA',  A'A  les  coordonnées  d'un  point  A  du 
lieu.  Si  le  point  A  varie  sur  la  ligne  AB,  les  coordonnées  de  ce  point 
varient  également.  Si  Ton  donne  Tune  des  deux  coordonnées  du  point  A, 
Tabscisse  OA'  par  exemple,  Tautre,  l'ordonnée,  sera  déterminée,  puisque, 
pour  la  trouver,  il  suffit  de  mener  par  l'extrémité 
A'  de  l'abscisse  une  parallèle  A'A  à  Oy,  et  de  la 
prolonger  jusqu'à  sa  rencontre  avec  la  courbe. 
Il  en  résulte  que  le  lieu  géométrique  étant  connu, 
les  coordonna  de  chaque  point  dépendent  l'une 
de  l'autre.  Il  existe  donc  entre  elles  une  certaine 
relation  qu'on  appelle  éqtiation  du  lieu  géométrique. 

L'équation  d*un  lieu  géométrique  est  donc  la  relation  qui  existe  entre 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  ligne.  Cette  relation  s'obtient 
le  plus  souvent  en  traduisant  algébriquement  la  définition  géométrique 
du  lieu. 
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Applications.  —  I.  Trouver  V équation  du  lieu  géométrique  des  points  dont  les 
distances  à  deux  points  fixes  F  et  F'  sont  entre  elles  dans  un  rapport  donné. 

Soit  M  un  point  du  lieu  défini  géométriquement 
par  la  proportion 

FM:F'M  =  rn:n    ou  par    n.FM  =  m.Fll. 

Prenons  la  semi-droite  F'F  comme  axe  des  x 

le    et  la  semi-droite  0^  perpendiculaire  au  milieu 

de  F'F  comme  axe  des  y.  Soient  c  et  —  c  les 

p.     j^  abscisses  des  points  F  et  F'.  En  exprimant  les 

longueurs  FM,  F'M  au  moyen  des  coordonnées 
X  Gi  y.  c  et  Oj  —  c  ei  0  des  points  M,  F  et  F',  la  relation  précédente  devient 

nl^(x  —  c)^  +  y^  ==  ml^ix  +  cf  +  y\ 
ou,  en  faisant  les  calculs, 

(m2  —  n2)  {x^  +  y2)  +  2c(m2  +  n^)x  +  (^(m^  —  n^  =  0. 

II.  Trouver  Véquation  du  lieu  géométrique  du  point  M  tel  que  la  somme  de 
ses  distances  à  deux  points  fixes  soit  constante. 

En  désignant  par  F  et  F'  les  points  fixes  (fig.  préc),  par  2a  la  somme  constante 
des  distances  FM,  F'M,  et  en  prenant  les  mêmes  axes  de  coordonnées  que  dans 
Texercice  précédent,  on  a,  en  représentant  par  xeiy  les  coordonnées  de  M, 

FM  +  F'M  =  2a,    rÛ^  =  (x  +  c)^  +  y\    m^  =^  {x  -  cf  +  y^. 

Retranchant  membre  à  membre  les  deux  dernières  relations,  il  vient 


rW  —  ¥W^  (F'M  +  FM)  (F'M  -  FM)  «  icx. 
D'où,  à  cause  de  la  première  relation, 

F'M  — FM=— . 
a 

Par  conséquent 

F'M  =  a  +  -  »       FM  =  a  -  ^. 
a  a 

Portant  celte  valeur  de  F'M  dans  Téquation 

Fm^^(x  +  c)2  +  y^ 
on  obtient 

.2 


(fl+f)  =(a:  +  c)2  +  2/2, 


pour  l'équation  demandée.  Elle  peut  encore  s'écrire 

(û2  _  c2)^2  +  fl2y2  =  aHa^  —  C2). 

L'équation  du  lieu  du  point  M  tel  que  F'M  —  FM  «=  2a  s'obtient  de  la  même 
manière. 
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III.  Par  Vextrémité  A  du  diamètre  AB  d'un  cercle,  on  mène  la  sécante  AD 
rencontrant  le  cercle  et  sa  tangente  en  B,  aux  points  C  etD;  sur  AD  on  porte 
la  longueur  AM  égale  à  CD;  trouver  l* équation  du  lieu  géométrique  de  M. 

Prenons  AB  comme  axe  des  x  et  la  tangente  A^ 
en  A  au  cercle  comme  axe  des  y;  soient  AP  ou  x, 
PM  ou  y  les  coordonnées  du  point  M,  a  le  rayon  du 
cercle  donné. 

Abaissons  sur  AB  la  perpendiculaire  CR,  nous 
aurons  A  P  =  RB,  et  par  suite 

Cff*  =  AR  X  BR  =  (2a  —  x)x. 

Mais  les  triangles  AMP,  ACR  donnent 

/2 


^ 

P 

/     3r 

h 

rC  p 

' 

B 

X 

CR^  =  ^(2a-a:)2. 
Par  conséquent,  on  a  pour  Téquation  du  lieu, 

i2 


Fig.  15. 


{U''X)x=^&a^xf 


ou     a^—f/^{!^  —  x)=^0. 


21.  —  Réciproquement,  une  équation  entre  les  coordonnées  \ety  d'un 
point  détermine  un  lieu.  En  effet,  pour  une  valeur  particulière  réelle  a 
que  Ton  donne  à  a;,  on  déduit  de  l'équation  une  ou  plusieurs  valeurs 
déterminées  pour  y,  suivant  le  degré  et  la  nature  de  Téquation.  Soit  b 
Tune  de  ces  valeurs  et  supposons-la  réelle;  les  deux  coordonnées  a  et  ^ 
déterminent  un  poinjt  P.  En  donnant  à  x  une  valeur  a',  peu  différente 
de  a,  on  obtient  pour  la  valeur  de  y  considérée 
une  quantité  généralement  peu  différente  de  b, 
et,  par  conséquent,  un  point  P'  voisin  de  P. 
On  détermine  de  même  d'autres  points  P", 
P'"  ...;  en  les  joignant  par  un  trait  continu, 
on  obtient  un  arc  de  courbe.  On  voit  donc 
qu'à  chaque  couple  de  valeurs  réelles  de  x  et 
de  y  satisfaisant  à  l'équation  donnée,  corres- 
pond un  arc  de  courbe.  L'ensemble  de  ces  arcs  constitue  une  courbe 
qui  est  intimement  liée  à  l'équation  donnée.  On  dit  que  la  courbe  est 
représentée  par  cette  équation. 

La  courbe  obtenue  comme  on  vient  de  le  dire  est  donc  telle  que  les 
coordonnées  de  l'un  quelconque  àe  ses  points  satisfont  à  l'équation  donnée. 

Application.  —  Construire  la  ligne  représentée  par  V équation 

y  —  a^  —  x  +  Q^-Q, 

Choisissons  deux  axes  de  coordonnées  quelconques  Ox  et  0^  et  une  longueur 
que  nous  prenons  comme  unité;  donnons  ensuite  à  a;  différentes  valeurs. 


Kig.  16. 
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Nous  reconnaissons  immédiatement  que,  pour  toute  valeur  réelle  de  x,  on  trouve 

une  valeur  réelle  de  y  et  par  suite  un  point. 
Les  points  correspondant  aux  abscisses 

a:  =  -3, -2,  — 1,  0,  1,2,3, ...  oo, 

ont  pour  ordonnées 
y  =  0,  —  4,  —  6,  —  6,  -  4, 0,  6, ...  oo. 

En  joignant  les  points  A,  B,  G,  D,  E,  F, 
G, ...  ainsi  obtenus,  on  a  la  courbe  ci-contre 
qui  se  prolonge  indéfiniment. 

L'équation  donnée  pouvant  s'écrire 

Pi^.  17.  y  =  (a:  -  2)  (o:  +  3), 

on  voit  que  l'ordonnée  d'un  point  est  positive  quand  l'abscisse  n'est  pas  comprise 
entre  2  et  —  3,  racines  du  trinôme  x^  +  x  —  6,  et  négative  quand  l'abscisse 
est  comprise  entre  ces  limites. 

On  peut  encore  voir  que  le  minimum  de  l'ordonnée  ou  de  x'^  +  x  —  6,  qui 
correspond  au  maximum  de  —  af^  —  x  +  6  ou  —  x{{  +  x)  +  6  a  lieu  pour 

X  ^^  2* 

L'ordonnée  minimum  vaut  donc  —  ". 

Exercices.  —  1.  La  somme  des  carrés  des  distances  d'un  point  M  à  deux  points 
fixes  est  constante  ;  trouver  l'équation  du  lieu  géométrique  de  M. 

2.  Trouver  l'équation  du  lieu  des  points  situés  à  égale  distance  d'un  point 
donné  et  d'une  droite  donnée. 

3.  On  donne  une  droite  AB  et  un  point  0.  d'où  l'on  abaisse  une  perpendi- 
culaire OC.  On  mène  ensuite  par  le  point  0  une  sécante  OD  qui  rencontre  AB 
au  point  D,  et  on  porte  sur  cette  sécante  deux  longueurs  DM,  DM'  égales  à  DC. 
Trouver  les  équations  du  lieu  des  points  M  et  M'. 

4.  Construire  les  courbes  représenté/Cs  par  les  équations 

2/  —  2a:2  —  &r  +  3  =  0,       ^y  +  3x!^  —  Ix -\- i  =  0. 
§  4.   —   TrcmsroraiAtion   des   coordonnées. 


22.  —  Le  présent  chapitre  a  pour  but  de  chercher  des  formules  per- 
mettant de  passer  d'un  système  d'axes  de  coordonnées  à  un  autre, 
c'est-à-dire  de  résoudre  le  problème  suivant  : 

Étant  donnée  Véquation  d'une  courbe  rapportée  à  deux  axes  de  coor- 
données,  chercher  l'équation  de  la  même  courbe  rapportée  à  un  autre 
système  d'axes  de  coordonnées. 

Nous  examinerons  d'abord  deux  cas  particuliers  :  le  cas  où  le  second 
système  d'axes  de  coordonnées  est  parallèle  au  premier,  et  le  cas  où,  les 
origines  des  deux  systèmes  coïncidant,  les  directions  des  axes  sont 
différentes. 
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23.  —  Premier  cas.  —  Désignons  par  ox,  oy  les  axes  de  coordonnées 
primitifs,  et  par  oV,  o'y'  les  nouveaux;  ceux-ci  étant  parallèles  aux 
premiers,  sont  complètement  déterminés  quand  leur  origine  o'  est  connue. 
Soient  donc  c  et  c'  les  coordonnées  de  ce  point. 

Appelons  x  et  ^  les  coordonnées  d'un 
point  M  de  la  courbe  par  rapport  aux  anciens 
axes,  x'  et  y'  les  coordonnées  du  même  point 
par  rapport  aux  nouveaux. 

Projetons  sur  Taxe  ox,  parallèlement  à 
Taxe  oy,  le  contour  fermé  oo'Mo,  on  a 

c  +  x'  —  X  =  0     ou     X  =  c  +  x'. 


Pig.  18. 


Les  projections  sur  oy  des  mêmes  segments  donneront 

c'  +  y'  —  y  =  0      ou      y  =  c  +  y\ 

Il  suffira  donc,  pour  résoudre  la  question,  de  remplacer  les  coordonnées 
X  et  y  dans  l'équation  donnée  par  les  binômes  x'  +  c,  j/'  +  c'. 

éi4t.  —  Deuxième  cas.  —  Supposons  maintenant  que  les  nouveaux  axes 
de  coordonnées  soient  deux  semi-droites  ox',  oy'  telles  que 

(OX,  ox')  =  a,  (ox,  oy')  =  a'. 

Dans  ce  cas,  Torigine  des  coordonnées  ne  changeant  pas,  les  directions 
seules  des  axes  sont  modifiées. 

Désignons  toujours  par  x  et  t/  les  coordonnées  d'un  point  M  de  la 
courbe  par  rapport  aux  anciens  axes,  par  x'  et  y'  celles  du  même  point  par 
rapport  aux  nouveaux  et  par  0  l'angle  (ox,  oy)  des  axes  primitifs. 

Projetons  orthogonalement  les  contours  oPM,  oP'M  qui  ont  mêmes 
extrémités  sur  un  axe  oz  déterminé  par  l'angle  (ox,  oz)  ou  X  qu'il  fait 
avec  ox.  Les  points  P  et  P'  étant  les  pieds  des  ordonnées  de  M  par 
rapport  aux  anciens  et  aux  nouveaux  axes,  on  a  (1 1  ) 

X  cos  (ox,  oz)  +  y  cos  (oy,  oz)  =  x'  cos  (ox',  oz)  +  y'  cos  (oy\  oz). 

Si  l'on  remarque  que  ' 

(oy>  oz)  =  (ox,  oz)  —  (ox,  oy)  =  \  —  6, 
(ox',02»)  =  (ox,  oz)  — [ox,ox')  =  X  —  a, 
(oy\  oz)  =  (ox,  oz)  —(ox,  oy')=  X  —  «', 

l'égalité  précédente  devient 

X  cos  X  +  y  cos  (X  —  8)  =  x'  cos  (X  —  y)  +  y'  cos  (X  —  a'). 
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TT     .    TT 


Faisons-y  successivement  X  égal  à  0  —  ^  et  -5,  et  il  vient 


_  a;^  sin  (Q  —  «)  +  y'  sin  (9  —  a) 

sin  6 


rc'  sin  a  +  y'  sin  a' 

^  smG 


Cas  particuliers.  —  I.  Passer  d'un  système  d'axes  rectangulaires  à 

TT 

un  système  d'axes  obliques.  Dans  ce  cas  Tangle  [ox,  oy)  est  égal  à  ^;  les 

formules  précédentes  deviennent  donc 

a;  =  x'  COS  a  +  y'  COS  a',         y  =  x'  sin  a  +  y'  sin  a'. 

II.  Passer  d'un  système  d'axes  rectangulaires  à  un  autre  système  d'axes 
rectangulaires.  Ce  cas  est  caractérisé  par  les  égalités 

^  =  {ox\  oy')  =  (ox,  oy')  —  (ox,  ox')  =  a'  —  a, 

Les  formules  générales  deviennent  donc,  dans  ce  cas  particulier, 
X  =  x  COS  a  —  y'  sin  a,        y  =x'  sin  a  +  !/'  cos  a. 

26.  —  Cas  général.  —  Les  nouveaux  axes  de  coordonnées  sont  deux 
semi-droites  o'x\  o'y'  se  coupant  en  un  point  0'  ayant  pour  coordonnées 
c  et  c'  et  faisant  avec  Taxe  ox,  les  angles 

(ox,  o'x')  =  (o'X,  oV)  =  a,         (ox,  o'y')  =  (o'X,  o'y')  =  a', 

la  semi-droite  o'X  étant  parallèle  à  ox  et  ayant  même  sens. 

Rapportons  d'abord  la  courbe  à  un  système  d'axes  o'X,  o'Y  parallèles 
aux  anciens,  et  soient  X  et  Y  les  coordonnées  du  point  M  par  rapport  à  ce 
système.  L'équation  de  la  courbe  correspondant  à  ces  axes  s'obtient  en 
remplaçant  dans  l'équation  donnée  x  et  y  par  les  binômes  X  +  c,  Y  +  c'. 

Pour  passer  maintenant  au  système  des  axes  o'x',  o'y',  il  faut  remplacer 
dans  l'équation  en  X  et  Y  ainsi  obtenue,  les  coordonnées  X  et  Y  par  les 
expressions 

x'  sin(0  —  a)  +  î/'  sin(0  —  a)      x'  sin  a  4-  y'  sin  a' 


sin  9 


sin  9 

x'  et  y'  étant  les  coordonnées  de  M 
par  rapport  aux  axes  o'x',  o'y'. 
L'équation  en  x'  et  y'  que  Ton 
obtiendra  de  cette  manière  repré- 
sentera la  courbe  donnée  rapportée 
à  ces  axes  de  coordonnées. 


Fig.  20. 
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On  arrive  évidemment  au  même  résultât  en  remplaçant  immédiatement 
dans  Téquation  primitive  x  et  y  par  les  valeurs 

,   X*  sin  (6  —  g)  H-  y'  sin  (6  —  a^)        ,   ,  x'  sin  a  +  y'  sin  cf! 

smG  ^  smG 

Telles  sont  les  formules  qui  servent  à  passer  d*un  système  d'axes 
quelconques  à  un  autre  système  d'axes  également  quelconques. 
Remarque.  —  En  posant 

sin  (G  —  a) sin(0  —  a!) ,      sin  a ,      sin  a' ., 

sine      ~^'  sin 9      ""    '     sînô~^'.   "sînl  ""    ' 

les  formules  qui  lient  les  anciennes  coordonnées  d'un  point  aux  nouvelles 

sont  : 

x  =  ax'  +  by'  +  c,        y  =  a'x'  +  Vy'  +  c', 

avec  la  relation 

/  -^  sin  (a'  —  a)  __  1/        /i 

a  —  oL^o        ou       — -r—2 —  ^  0,       ou  encore        ab  —  ab  ^  o, 

sm  9 

Par  conséquent,  remplacer  x  et  y  dans  l'équation  d'un  lieu  géométrique 
par  des  fonctions  ax  -\-  by  +  c,  a'x  +  b'y  +  c',  telles  que  la  diffé- 
rence aV  —  db  ne  soit  pas  nulle,  c'est  rapporter  la  courbe  à  un 
nouveau  système  d'axes  de  coordonnées.  La  nouvelle  équation,  quoique 
n'ayant  pas  la  même  forme  que  l'équation  primitive,  représente  néanmoins 
la  même  courbe. 

Exercices.  —  i.  Que  deviennent  les  équations 

a:2  +  y2  _  4a.  +  4y  +  2  =  0,      Sa:®  _  3^2  _  g^:  -  6y  +  6  =  0, 

quand  les  courbes  qu'elles  représentent  sont  rapportées  à  de  nouveaux  axes 
parallèles  aux  anciens  et  se  coupant  en  un  point  ayant  pour  coordonnées  2  et  —  1? 
S.  Que  devient  l'équation 

d'une  courbe  rapportée  à  deux  axes  rectangulaires,  quand  on  choisit  pour  nouveau 
système  d'axes  deux  droites  o'x\  o'y'  se  coupant  en  un  point  o'(l,  —  i),  et  faisant 
avec  Taxe  ox  des  angles  de  45<*  et  de  Î35o? 

§  2S.  —  Classiflcatioii  clee  lieux  séométriques* 

26.  D'après  ce  que  nous  avons  dit  précédemment,  la  transformation 
de  l'équation  d'un  lieu  correspondant  au  changement  le  plus  général 
d'axes  de  coordonnées,  consiste  dans  le  remplacement  dans  l'équation 

2 


—  18  — 

de  la  courbe,  des  coordonnées  x  et  y  d'un  point  de  celle-ci  par  les 
expressions  du  premier  degré 

ax'  +  by'  -h  c,     a'x'  +  b'y'  +  c\        où        ab'  —  a'b  ^  o. 

Cette  transformation  ne  modifie  pas  la  nature  de  l'équation.  En  effet, 
si  l'équation  est  transcendante,  c'est-à-dire  si  elle  contient  une  ligne  trigo- 
nométrique  ou  un  logarithme  par  exemple,  elle  sera  encore  transcendante 
après  la  transformation.  Ainsi  l'équation 

y  =  s\ï\x 

ne  change  pas  de  nature  si  l'on  remplace  x  ei  y  par  les  fonctions  du 
premier  degré  ci-dessus. 

Si,  au  contraire,  l'équation  est  algébrique,  elle  ne  pourra  devenir  trans- 
cendante par  la  transformation;  celle-ci  ne  pourra,  en  effet,  y  introduire 
une  ligne  trigonométrique,  ni  un  logarithme. 

27.  —  Dans  le  cas  d'une  équation  algébrique  ramenée  à  la  forme 
rationnelle  et  entière,  le  changement  d'axes  de  coordonnées  n'a  pas  d'in- 
fluence sur  le  degré  de  l'équation.  En  effet,  l'équation  que  l'on  obtient 
en  remplaçant  x  et  y  par 

ax'  +  by'  +  c,      aV  4-  b'y'  +  c\ 

dans  l'équation  de  la  courbe,  ne  peut  évidemment  avoir  un  degré  supérieur 
à  celui  de  cette  équation. 

Elle  ne  peut  pas  non  plus  avoir  un  degré  inférieur  à  celui  de  cette 
dernière,  car  il  faudrait  pour  cela,  qu'en  faisant  l'opération  inverse,  c'est- 
à-dire  en  repassant  du  nouveau  système  d'axes  au  premier,  le  degré  de 
l'équation  pût  augmenter,  ce  qui  n'est  pas  possible,  car  x'  et  y'  sont  aussi 
des  fonctions  du  premier  degré  des  coordonnées  x  et  y.  Le  degré  d'une 
équation  algébrique,  ramenée  à  la  forme  entière  et  rationnelle,  caractérise, 
par  conséquent,  le  lieu  qu'elle  représente,  puisque,  quel  que  soit  le  système 
d'axes  adopté,  il  ne  change  pas;  tandis  que  la  forme  de  l'équation  varie 
en  même  temps  que  les  axes. 

La  classification  des  lieux  géométriques  repose  sur  ces  considérations. 
On  les  a  d'abord  divisés  en  courbes  iranscendantes  et  en  courbes  algé- 
briques. Les  premières  sont  celles  qui  sont  représentées  par  des  équations 
transcendantes,  les  secondes  sont  celles  qui  sont  représentées  par  des  équa- 
tions algébriques. 

Parmi  ces  dernières,  celles  qui  sont  représentées  par  des  équations 
entières,  rationnelles  et  du  premier  degré,  s'appellent  lieux  géométriques 
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du  premier  ordre  ;  celles  qui  sont  représentées  par  des  équations  entières, 
rationnelles  et  du  second  degré  s'appellent  lieux  géométriques  du  second 
degré  et  ainsi  de  suite. 

Le  cercle  appartient  au  groupe  des  lieux  géométriques  du  second  ordre. 

Nous  étudierons  spécialement  dans  la  suite  les  lieux  du  premier  et  du 
deuxième  ordre,  aussi  appelés  lignes  du  premier  et  du  deuxième  degré, 

28.  —  Quand  le  premier  membre  de  l'équation  d'un  lieu  géométrique 
se  décompose  en  deux  facteurs  en  x  et  y,  le  lieu  comprend  deux  lignes 
ayant  respectivement  pour  équation  chacun  des  facteurs  égalés  à  zéro. 

Car  l'équation  du  lieu,  ayant  alors  la  forme 

¥ix,y)8{x,y)  =  0, 
est  vérifiée  par  les  valeurs  de  xeXAey  qui  satisfont  à  chacune  des  équations 

F(x,  i/)  =  0  et  S(a:,  t/)  =  0. 

Un  lieu  géométrique  de  degré  m  +  n  peut  donc  parfois  se  composer  de 
deux  courbes  de  degré  m  et  n.  En  particulier,  un  lieu  du  second  degré  peut 
quelquefois  comprendre  deux  lignes  du  premier  ordre. 

Réciproquement,  deux  lieux  géométriques  peuvent  être  représentés  par 
l'équation  que  l'on  forme  en  multipliant  membre  à  membre  les  équations 
des  deux  lieux  ramenées  à  la  forme  ci-dessus. 

Ainsi,  deux  lieux  du  premier  ordre  peuvent  toujours  être  représentés  par 
une  seule  équation  du  second  degré. 


CHAPITRE  IL 

LIGNES  DU  PREMIER  DEGRE. 

§  1*  —  Formes  de  Fé<]iicition  die  1a  droite. 

29.  —  Théorème.  —  Une  équation  du  premier  degré  représente  une 
droite. 
Les  lieux  du  premier  ordre  sont  représentés  par  une  équation  de  la  forme 

ax  +  by  ■\-  c  =  0, 

dans  laquelle  les  coefficients  a  et  6  ne  sont  pas  nuls  en  môme  temps. 
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Désignons  par  x'  et  y\  x"  et  y",  les  coordonnées  de  deux  points  diffé- 
rents P  et  R  du  lieu  représenté  par  Téquation  ci-dessus.  On  a  les  relations 

ax'  +  by'  +  c  =  0,        ax"  +  by"  -h  c  =  0, 
ou  encore 

aix  —  x')  4-  b{y  —  y')  =  0,       a(x' —  x")  -h  b{y'  —  y")  =  0.   (1) 

Quand  a  et  ^  sont  différents  de  zéro,  ces  égalités  montrent  qu'il  en  est 
de  même  de  x'  —  x"  et  de  y'  —  y";  car,  si  Tune  de  ces  dernières  quantités 
était  nulle,  l'autre  le  serait  également,  ce  que  Ton  ne  peut  admettre,  les 
deux  points  P  et  R  étant  différents. 

Les  relations  ci-dessus  donnent  donc  les  relations 


X  —  x 


_  y  —  y 


X  —  X        y  —  y 


X  —  X        y  —  y        , 

ou        „  =  ^ %  =  A-, 

X  —  X        y  —  y 


ou  encore,  A  n'étant  pas  égal  à  l'unité,  les  suivantes 

x'  —  kx"  y'  —  ky 


X  = 


1  — A: 


y 


1  — fc 


lesquelles  montrent  que  les  coordonnées  x  et  y,  qui  satisfont  à  l'équation 
donnée,  représentent  un  point  A  de  la  droite  PR  qui  joint  deux  points  du 
lieu.  Celui-ci  est  donc  la  droite  PR. 
Quand  l'un  des  coefficients  a  oub^a  par  exemple  est  nul,  les  égalités  (1) 

donnent  immédiatement 


jf 


y  =  y  =y  , 

et  comme  alors  x'  ^  x'\  les  deux 
points  P  et  R  étant  différents,  on  a 
aussi 


-  =  fr      OU     X  = 


tt 


Fig.  21. 


X  —  X 


\  —  k 


k  n'étant  pas  égal  à  l'unité. 
Les  coordonnées  x  %\y  qui  vérifient  l'équation  du  lieu  désignent  donc 
encore  un  point  quelconque  de  la  droite  PR  parallèle  à  l'axe  des  abscisses 
(18),  et  par  suite  cette  droite  PR  est  le  lieu  représenté  par 

^j^  +  c  =  0. 

On  montrerait  de  la  même  manière  que  l'équation 

ax  +  c  =  Q 


représente  une  parallèle  à  l'axe  des  ordonnées. 
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Lorsque  le  coefficiçnt  c  est  nul,  Torigine  est  un  point  de  la  droite  repré- 
sentée par  réquation  ;  car  celle-ci  est  vérifiée  quand  on  remplace  x  eX  y 
par  les  coordonnées  nulles  de  ce  point. 

30.  —  Réciproquement  toute  droite  est  représentée  par  une  équation 
du  premier  degré  en  x  et  en  y. 

En  effet,  désignons  comme  précédemment  par  x'  et  y\  x"  et  y"  les  coor- 
données de  deux  points  différents  P  et  R  de  la  droite  donnée  rapportée 
à  des  axes  quelconques.  Un  point  A  de  cette  droite  ayant  pour  coordonnées 

_  x'  —  kx"  _  y'  —  ky" 

^—    \  —  k  '        y~    \  —  k  ' 

on  obtiendra  une  relation  entre  ces  coordonnées,  c'est-à-dire  Téquation  de 
la  droite  donnée  PR  (20),  en  éliminant  k  entre  les  équations  ci-dessus.  On 
en  tire  d'abord 

(1  -k)(x-  x'O  =x'-  x\       (4  -  k) (y  —  y")  =  y' -  y'\ 

par  suite,  les  binômes  x  —  x'\  y  —  y"  n'étant  pas  constamment  nuls 
à  la  fois,  l'équation  de  la  droite  est 

iy'  -  yl  {X  -  x")  -  (x'  -  x")  {y  -  y'')  =  0. 

Elle  est,  comme  on  le  voit,  du  premier  degré  en  x  et  en  y. 

Cas  particuliers.  —  Si  la  droite  est  parallèle  à  l'axe  des  x,  on  a  i/'=  y'\ 
et  l'équation  ci-dessus  devient  y  —  y'  =  0  ;  la  droite  coïncide  avec  l'axe 
des  X  quand  y'  =  y"  =  0,  celui-ci  a  donc  pour  équation  y  =  0. 

Une  parallèle  à  Caxe  ox  a  donc  une  équation  ne  contenant  pas  de  terme 
en  X,  et  réciproquement. 

On  montre  de  la  même  manière  qu'une  parallèle  à  Taxe  des  t/,  a  une 
équation  de  la  forme  x  —  x'  =  0,  et  que  l'équation  x  =  0  représente  l'axe 
des  y  lui-môme  ;  de  sorte  que  une  parallèle  à  Vaxe  des  -^  a  une  équation 
dépourvue  de  terme  en  y,  et  réciproquement, 

31.  —  Droite  passant  par  deux  points.  —  Il  résulte  de  ce  qui  précède 
qu'une  droite  passant  par  deux  points  différents  P(x',  y')  et  R(x",  t/")  a 
pour  équation 

(y'  -  y")  (x  -  x")  -  (x  -  x")  (y  -  2/")  =  0, 
ou 

(y"  -  y')  {X  -  x')  -  (x"  -  x')  {y-y')  =  0. 

En  la  développant,  on  obtient 

(y"  -y')x-  [x"  —  x')  y  +  x"y'  -  x'y"  =  0, 
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ou  encore,  sous  forme  de  déterminant  égalé  à  zéro, 


^y      y 


X, 


X 


fl 


y\ 
y'\ 


1 
i 
1 


=  0. 


Celte  dernière  forme  résulte  immédiatement  de  Télimination  des  para- 
mètres a,  b,  c  entre  les  équations 

ax  +  by-^c  =  0,      ax'  +by'-^  c  =  0,      ax"  +  by"  +  c  =  0. 

Cas  particuliers.  —  I.  Si  Tun  des  points  est  l'origine  des  coordonnées, 

x''  et  y"  sont  des  quantités  nulles.  L'équation  de  la  droite  qui  joint  l'origine 

au  point  (x'  y')  est  donc  : 

y'x  —  x'y  =  0. 

II.  Lorsque  les  points  donnés  sont  respectivement  situés  sur  les  axes 
de  coordonnées,  on  a 

et  l'équation  générale  devient 

(3x  +  ai/  — ai5  =  0,      ou      ~  +  |.  =  l. 

Les  points  donnés  s'appellent  alors  traces  de  la  droite  sur  les  axes  de 
coordonnées. 


32.  —  Condition  pour  que  trois  points  soient  en  ligne  droite.  —  Il 

suffit  d'exprimer  que  les  coordonnées  x'"  et  y'"  de  l'un  vérifient  l'équation 

i 


'     y\ 
y 


x'\ 


II 


4 

\ 


=  0 


de  la  droite  qui  joint  les  deux  autres  ;  on  obtient  ainsi 


R  = 


a:, 
x". 


X 


ttt 


y 

y 
y 


n 


nr 


1 
1 
1 


=  0. 


Ce  déterminant  est  encore  nul  quand  deux  des  points  coïncident.  Donc 
l'égalité  R  ^  0  exprime  que  les  trois  points  donnés  sont  différents  et  non 
en  ligne  droite,  qu'ils  forment  par  conséquent  un  triangle. 

33.  —  Coefficient  angulaire.  —  Lorsque  l'équation  générale 
[y"  —  y')x  —  (x"  —  X)  y  +  xy  —  x'y"  =  0 
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représente  une  droite  PR,  non  parallèle  à  Vaxe  des  ordonnées,  elle  peut 


.»i 


S  écrire 


y 
y  =  - 


rf 


X    —  X 


V       ,  X  y  —  xy 


^x 


n 


OU 


X 


y  =  tX  +  S, 


la  différence  x"  —  x'  n'étant  en  effet  pas  nulle  dans  ce  cas. 

Le  coefficient  t  de  x  dans  Téqualion  de  la  droite  ramenée  à  cette  dernière 
forme  est  appelé  coefficient  angulaire  de  la  droite. 

On  peut  facilement  en  trouver  la  valeur. 

Par  Torigine,  menons  une  parallèle  à  PR, 
associons-la  à  un  sens  déterminé  et  soit  d 
la  semi-droite  ainsi  obtenue. 

Posons  comme  au  n°  19 

(Ox,rf)  =  a,    (Oî/,d)=(3,     (0.x,Oi/)  =  G, 

et   projetons  orthogonalement  sur  un  axe 
quelconque  z  le  contour  fermé  P'R'RPP',  on  a  (19) 

(.x"  —  x')  cos  (z,  Ox)  +  (y"  —  y')  cos  [z,  Oy)  =  PR  cos  {z,  d),     (2) 

Comme  on  a  aussi  les  égalités  (13) 

(z,  Ox)  +  {Ox,  d)  +  (d,  z)  =  0     ou      (z,  Ox)  +  (Ox,  d)  =  {z,  d), 

i^,  Oy)  +  {Oy,  d)  =  (z,  d), 

on  voit  que,  si  les  semi-droites  z  eX  d  sont  rectangulaires,  les  angles 

{Ox,  d)  ou  a  et  {z,  Ox),      {Oy,  d)  ou  (3  et  {z,  Oy) 

sont  complémentaires  ;  dans  ce  cas,  la  relation  (2)  devient 

{x"  —  x')sin  a  +  (2/"  —  î/')sin  /3  =  0. 

Comme  on  a  également 

{Ox,  d)  +  {d,  Otj)  +  {Oy,  Ox)  =  0    ou    —  /3  =  6  —  a, 

elle  peut  encore  s'écrire 


.'f 


y  —y  _ 


sm  a 


sm  a 


sm  a 


x"  —  x'       —  sin  (3       sin  ( — (3)       sin  (0  —  a)' 

Le  coefficient  angulaire  d'une  droite  est  donc  égal  au  rapport  des  sinus 
des  angles  qu'elle  fait  avec  les  axes  de  coordonnées, 

7T 

Dans  le  cas  des  axes  rectangulaires,  l'angle  ô  vaut  ^  et  l'on  a 

sin  a 


cos  1^— a 


=  tga. 
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Le  coefficient  angulaire,  dans  ce  cas,  est  égal  à  la  tangente  trigonomé- 
trique  de  Tangle  que  la  droite  fait  avec  Taxe  Ox. 
Remarque.  —  Lorsque  la  droite  a  une  équation  de  la  forme 

ax  +  by  -\-  c  =  0, 

où  h  n'est  pas  nul  (30),  son  coefficient  angulaire  a  pour  expression  le  rap- 
port —  a  :  b. 

34.  —  Coefficients  angulaires  de  droites  parallèles.  —  Il  résulte  de  ce 
qui  précède  que  deux  droites  parallèles  ont  le  même  coefficient  angulaire. 
Ainsi,  si  les  droites  représentées  par  les  équations 

ax  -^  by  +  c  =i  0,        a'x  +  ft'y  +  c'  =  0 

sont  parallèles,  on  a  la  relation 

—  a  :  b  =  —  a'  :  y    ou    ab'  —  a'b  =  0. 

Cette  dernière  relation  est  générale,  car  elle  convient  encore  au  cas  où, 

les  droites  étant  parallèles  à  Taxe  des  ordonnées,  b  et  b'  sont  nuls. 

La  condition 

ab'  —  a'b^O 

exprime  donc  que  les  droites  représentées  par  les  équations  ci-dessus  ne 
sont  pas  parallèles. 

36.  —  Coefficient  angulaire  des  droites  parallèles  à  Taxe  des  ordonnées. 

—  Quand  une  droite  est  parallèle  à  l'axe  Ox,  le  coefficient  a  de  son 
équation  est  nul  (30);  il  en  est  donc  de  même  de  son  coefficient  angulaire. 
Pour  une  pareille  droite  et  pour  ses  parallèles,  on  a  donc 

sin  a  =  0         ou         a  =  0  ou  tt. 

Les  droites  parallèles  à  l'axe  Oy  n'ont  pas  de  coefficient  angulaire, 
puisque  les  équations  de  ces  droites  ne  contenant  pas  de  terme  en  y,  le 
rapport  —  a  :  b  ne  saurait  exister. 

.Cependant,  comme  le  rapport  sin  a  :  sin  (0  —  a)  croît  indéfiniment 
lorsque  a  tend  vers  la  valeur  G,  c'est-à-dire  lorsque  la  droite  correspondante 
tend  à  devenir  parallèle  à  Taxe  Oy,  on  dit  ordinairement  que  cet  axe,  ainsi 
que  les  droites  qui  lui  sont  parallèles,  ont  pour  coefficient  angulaire  l'infini. 
Cette  manière  de  parler  signifie  évidemment  que  le  coefficient  angulaire 
d'une  droite  qui  tend  à  devenir  parallèle  à  l'axe  Oy  a  pour  limite  Tinfini. 

Du  reste,  la  limite  de  l'inverse  du  coefficient  angulaire  d'une  telle  droite 
est  nulle;  cette  limite  est,  en  efiet,  égale  à  ce  que  devient  le  rapport 
b  :  —  a  quand  b  est  égal  à  zéro. 


—  SS- 
II résulte  de  ce  que  nous  venons  de  dire  que  nous  pourrons  toujours 
mettre  l'équation  d*une  droite  sous  la  forme 

y  =  tx  -^  s, 

où  t  pourra  recevoir  toutes  les  valeurs  finies  ou  infinie. 
Le  paramètre  s  s'appelle  encore  ordonnée  à  V origine  de  la  droite. 

36.  —  Coordonnées  du  point  d'intersection  de  deux  droites.  —  Les 

coordonnées  cherchées  sont  évidemment  les  valeurs  de  x  et  de  j/  qui 
satisfont  à  la  fois  aux  équations 

flx  +  ^  +  c  =  0,        a'x-\'  b'y  -^  c'  =^Q 

des  droites.  Dans  le  cas  où  ab'  —  a'b  ^  0,  c'est-à-dire,  dans  le  cas  où  les 
deux  droites  ne  sont  pas  parallèles  (34),  ce  sont 

bd  —  b'c         a'c  —  ac' 

^  —  ab'  —  a'b'     y  ~  ab'  —  a'b' 

Dans  le  cas  où  le  binôme  ab' —  a'b  est  nul,  c'esl-à-dire  quand  les  droites 
sont  parallèles,  les  deux  équations  ne  sont  vérifiées  par  aucun  couple  de 
valeurs  de  x  et  de  y;  donc  pas  de  point  d'intersection. 

Lorsque  l'on  a  en  même  temps 

ab'  —  a'b  =  0,        bc'  —  b'c  =  0, 

les  deux  équations  sont  identiques  et  sont  vérifiées  par  une  infinité  de 
couples  de  valeurs;  on  dit  alors  que  le  point  d'intersection  des  deux  droites, 
qui  sont  coïncidantes,  est  indéterminé. 

37.  —  Coordonnées  du  point  où  la  droite  joignant  deux  points  donnés 
coupe  une  droite  donnée.  —  En  désignant  par  x'  et  y',  x"  et  y"  les  coor- 
données des  deux  points  P  et  R  donnés,  celles  que  l'on  cherche  sont  de  la 

forme  (18) 

_x'  —  kx"         _y'  —  ky" 
^—    i  —  k'     y~    1  —  A;- 
Si,  de  plus, 

ax  -\-  by  -\-  c  =  0 

est  l'équation  de  la  droite  donnée,  on  a  la  relation 

ax  +by'  +  c  —  k  (ax"  +  by"  4-  c)  =  0. 
Dans  le  cas  où 
a  [x"  —  x')-^b  {y"  —  t/')  =  0    ou    ax"  +  by"  =  ax'  +  by\ 
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la  droite  donnée  est  parallèle  PR  à  (34),  et  la  relation  ci-dessus  devient 

ax'  +  by'  ^-c    —  k  (ax'  +  by'  -{-  c)  =  0, 
ou  encore 

(ax'  +  by'  +  c)[i  —  k)=  0, 

et  montre  que  le  paramètre  k  est  égal  à  l'unité. 

On  peut  donc  dire  que  la  droite  PR  et  la  droite  donnée  qui  lui  est  paral- 
lèle ont  un  point  commun  situé  à  l'infini  sur  PR  (6).  Comme  ce  point  ne 
dépend  pas  de  la  position  de  la  droite  parallèle  à  PR,  on  en  conclut  que 
des  droites  parallèles  ont  un  point  commun  situé  à  l'infini  sur  Vune  d'elles. 

A  chaque  direction,  correspond  donc  un  point  situé  à  l'infini. 

Cet  énoncé  n'a  évidemment  aucune  signification  géométrique;  comme  la 
définition  du  point  situé  à  l'infini,  il  est  purement  conventionnel. 

Il  en  est  de  même  du  suivant  : 

Deux  droites  ont  toujours  un  point  commun  situé  à  distance  finie  ou 
infinie. 

38.  —  Droite  de  l'infini.  —  Si  l'on  joint  l'origine  0  des  coordonnées  au 
point  P  (x\  y')  d'une  droite  AB  représentée  par  l'équation 

ax  -\-  by  -\-  c  =sO, 

le  point  M  de  OP  ayant  pour  para- 
mètre, par  rapport  aux  points  0  et  P, 
une  quantité  constante  k,  décrit  une 
droite  CD  parallèle  à  AB,  et  dont 
l'équation  est  le  résultat  de  l'élimina- 
tion de  x'  et  de  y'  entre  les  égalités 
^*s*  ^-  suivantes 

x  =  YZirj^     y  =  r^'    ax' -f  ^î/' +  c  =  0, 

c'est-à-dire 

(i—k)  {ax  +  by)  +  c  =  0. 

Lorsque  le  paramètre  k  tend  vers  l'unité,  le  point  M  correspondant 
s'éloigne  indéfiniment  ainsi  que  la  droite  CD  qu'il  décrit.  A  la  limite,  on 
dit  que  le  point  de  OP,  situé  à  IHnfini,  décrit  une  droite  située  tout  entière 
à  l'infini  et  ayant  pour  équation 

0  (ax  +  %)  +  c  =  0        ou        0  .  X  +  0  .  2/  +  1  =  0, 

c'est-à-dire  ce  que  devient  l'équation  de  CD,  quand  on  y  fait  k  égal  à 
l'unité. 
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D'après  cette  définition,  une  droite  située  à  l'infini  est  la  limite  d'une 
droite  quelconque  s'éloignant  indéfiniment  tout  en  restant  parallèle  à  elle- 
même.  A  chaque  direction  correspond  donc  une  droite  située  à  Tinfini; 
mais  comme  leurs  équations  se  confondent  et  que,  dans  les  applications, 
il  n'est  jamais  nécessaire  de  les  distinguer,  toutes  ces  droites  sont  dési- 
gnées sous  le  nom  général  de  droite  de  Vinfini.  On  peut  donc  dire  que 

Deux  droites  parallèles  se  coupent  sur  la  droite  de  IHnfini,  car  leur 
point  commun  étant  situé  à  Tinfini  sur  la  parallèle  à  Tune  d'elles,  menée 
par  l'origine  des  coordonnées,  fait  partie  de  la  droite  de  l'infini .  La  réci- 
proque est  évidemment  vraie. 

Ces  considérations  sont  toutes  théoriques,  comme  tout  ce  qui  concerne 
l'infini;  géométriquement,  elles  n'ont  pas  de  sens,  elles  ne  servent  qu'à 
généraliser  certains  théorèmes  et  à  simplifier  quelques  énoncés. 

39.  —  Équation  d'une  droite  passant  par  ie  point  commun  de  deux 
droites  données.  —  En  désignant  par 

ax  -i-  by  +  c=0,      a'x  +  b'y  +  c'  =  0, 

les  équations  des  deux  droites  données,  nous  voyons  immédiatement  que  k 
étant  quelconque,  l'équation  cherchée  est 

ax  +  by  -r  c  —  k{a'x  H-  b'y  +  c')  =  0. 

Elle  est,  en  effet,  vérifiée  par  les  coordonnées  x'  et  y'  du  point  d'inter- 
section des  droites  données,  puisque  les  relations 

ax'  4-  ^î/'  -f  c  =  0,      a'x'  +  b'y'  -f  c'  =  0 

entraînent  la  suivante  : 

ax'  H-  62/'  +  c  —  k(a'x'  +  b'y'  +  c')  =  0. 

Comme  cette  équation  renferme  encore  un  paramètre  variable  k,  elle 
représente  une  droite  quelconque  passant  par  le  point  d'intersection  des 
deux  droites  données. 

Lorsque  l'inverse  de  k  est  nul,  c'est-à-dire  lorsque  le  paramètre  k  a  une 
valeur  infinie,  on  obtient  pour  l'équation 

a'x  +  Vy  H-  c'  =  0, 

représentant  l'une  des  droites  données;  lorsque  k  est  nul,  on  obtient  l'autre. 
Si  les  deux  droites  données  ont  respectivement  pour  équations 

î/  —  t/'  =  0,      a;  —  x'  =  0, 

une  droite  qui  passe  par  leur  point  commun  est  représentée  par 

i/-i/'-A-(x-x')  =  0. 
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Comme  les  deux  droites  données  ont,  dans  ce  cas,  pour  point  commun  le 
point  ayant  [pour  coordonnées  x'  et  y\  on  peut  dire  que  Téquation  ci- 
dessus  représente  une  droite  passant  par  le  point  (x',  i/')  et  ayant  pour 
coefficient  angulaire  le  paramètre  k  (33). 

Les  équations  que  nous  venons  de  trouver  conviennent  encore  au  cas  où 
les  droites  donnée  sont  parallèles;  car  si 

ah'  —  a'fr  =  0,      on  a  aussi      (a  —  ko!)b  —  [b  —  kb') a  =  0, 

ce  qui  montre  que  la  droite 

ax  -\"  by  -\-  c  —  k[a'x  +  ^t/   +  c')  =  0, 

dans  le  cas  qui  nous  occupe,  est  parallèle  aux  deux  droites  données;  elle 
passe  par  conséquent  par  leur  point  commun. 

40.  —  Applications.  —  I.  Trouver  réquation  d*une  droite  passant  par  le 
point  commun  à  deux  droites  données  et  par  un  point  donné,  —  En  désignant 
par  x'  et  y'  les  coordonnées  du  point  donné  P,  l'équation  demandée  est 

ax  +  by  +  c  —  kia'x  +  b'y  +  c')  =  0 
avec  la  condition 

ax'  +  %'  +  c  -  k{a'x'  +  b'y'  +  c')  =  0, 

qui  donne  la  valeur  finie  ou  infinie  de  k,  à  moins  que  le  point  P  n'appartienne 
aux  deux  droites.  Dans  le  cas  où  Ton  n*a  pas 

ax'  +  %'  +  c  =  0      et       a'x'  +  b'y'  +  c'  =  0, 

le  résultat  de  l'élimination  de  k  ou  l'équation  demandée  est 

{a'x'  +  b'y'  +  €')  {ax  +  by  +  c)  —  (ax'  +  by'  +  c)  (a'x  +  b'y  +  c')  =  0. 

Lorsque  P  coïncide  avec  l'origine,  cette  équation  devient 

c'(ax  +  by  +  0  —  c(a'x  +  b'y  +  c')  =  0, 

ou  encore, 

c'(ax  +  by)'-  c(a'x  +  b'y)  «  0. 

Le  point  commun  aux  deux  droites  peut  être,  dans  cette  question,  situé  à 
distance  finie  ou  infinie. 

II.  Trouver  Véqvation  d'une  droite  passant  par  le  point  commun  à  deux 

droites  données  et  parallèle  à  une  troisième  droite,  —  L'équation  demandée 

est  de  la  forme 

ax  +  by  +  c  —  k(a'x  +  b'y  +  c')  =  0. 

Cette  droite  devant  être  parallèle  à  la  droite 

a"x  +  b"y  +  c"  =  0, 
on  a  la  relation  (34) 

(a  —  a'k)  b"  —  (b-  b'k)a"  =  0     ou     ab"  -  a"b  —  k(a'b"  —  a"b')  =  0. 
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L'équation  de  la  droite  satisfaisant  aux  conditions  de  l'énoncé  s'obtient,  quand 
les  trois  droites  données  ne  sont  pas  parallèles,  en  éliminant  k;on^  ainsi 

{a'b"  -  a" à') {ax  +  by  +  c)  —  {ab"  -  a''b)(a'x  +  b'y  +  c')  =  0. 

41.  —  Théorème.  —  Toute  équation  du  premier  degré  en  \  et  y  dont 
les  coefficients  sont  des  foliotions  du  premier  degré  d*un  paramètre 
variable,  représente  une  droite  passant  par  un  point  fixe  situé  à  distance 
finie  ou  infinie. 

L'équation  donnée 

(a  —  a'k)x  +  (b  —  b'k)y  +  c  —  c'k  =  0 
peut,  en  effet,  s'écrire 

ax  +  by  +  C"  k{a'x  +  Vy  +  c')  =  0. 

On  voit  donc  qu'elle  représente  une  droite  passant  par  le  point 
commun  aux  deux  droites  fixes 

ax  +  ^y  +  c  =  0,      a'x  +  h'y  +  c'  =  0, 

lesquelles  peuvent  être  concourantes  ou  parallèles. 

42.  —  Condition  pour  que  trois  droites  soient  concourantes.  — 

I.  Condition  algébrique.  —  Représentons  les  trois  droites  par 

ax  +  by  +  c  =  0,       a'x  +  b'y  -\-  c'  =  0,       a"x  +  V'y  +  c"  =  0. 

On  cherche  les  coordonnées  du  point  d'intersection  des  deux  premières 
droites,  par  exemple,  lesquelles  ne  peuvent  être  parallèles  et  on  exprime 
que  ces  coordonnées 

bc*  —  Vc  ,       ca'  —  c'a 


^  —  «!.'     ^'k'      y  — 


fLi 


ab'  —  ab'        ^        aV  —  a'b 

vérifient  l'équation  de  la  troisième.  On  obtient  ainsi 

a"[bc'  —  Vc)  +  V\ca'  -  c'a)  +  c"  (aV  —  a'b)  =  0, 

avec  l'une  des  inégalités 

a'^"  —  a!'V  ^  0,      a"b  —  ab"  ^  0,      aV  —  a'b  ^  0. 

La  relation  ci-dessus  peut  encore  s'écrire 


E  = 


a. 

b. 

c 

a'. 

b'. 

c' 

a", 

b", 

c" 

=  0. 
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Pour  que  les  trois  droites  soient  concourantes,  il  faut  donc  que  Ton  ait  : 

E  =  0,       ab'  —  a'b  ^  0. 

Mais  ces  conditions  n'indiquent  pas  que  ces  droites  sont  toutes 
distinctes;  ces  relations  sont,  en  effet,  encore  satisfaites  quand  deux  des 
trois  droites  coïncident,  c'est-à-dire  quand  on  a,  par  exemple, 

a:  a"  =  b  :  b"  =  c:  c'\ 
ou  bien  lorsque 

c"  =  V  =  c"  =  0, 

c'est-à-dire  quand  l'une  d'elles  est  indéterminée. 

La  première  des  deux  conditions  E  =  0,  est  encore  vérifiée  quand  les 
trois  droites  sont  parallèles,  ou  bien  quand  deux  des  trois  droites  sont 
parallèles  et  la  troisième  située  à  l'infini.  On  a,  en  effet,  dans  le 
premier  cas 

a'b"  —  a"b'  =  0,       a"b  —  ab"  =  0,      ab'  —  a'b  =  0, 

et  dans  le  second  (38) 

ab'  —  a'b  =  0,       a"  =  0,       b"  =  0. 

On  peut  donc  dire  que  l'inégalité  E  ^  0  exprime  que  les  trois  droites 
sont  distinctes,  non  concourantes  et  non  parallèles.  Deux  des  droites 
peuvent  être  parallèles,  mais  la  troisième  ne  peut  l'être  à  l'infini,  elle  doit 
donc  couper  les  deux  premières  en  des  points  non  situés  à  l'infini.  Dans 
le  cas  où  deux  droites  se  coupent,  la  troisième  pourra  se  trouver  à  l'infini. 
L'inégalité  ci-dessus  exprime  donc  encore  que  les  trois  droites  forment  un 
triangle,  dont  un  côté  ou  un  sommet  peut  être  situé  à  l'infini. 

II.  Condition  analytique,  —  Les  trois  droites  précédentes  passent 
encore  par  un  même  point  situé  à  distance  finie  ou  infinie  quand,  X,  a,  v 
étant  des  paramètres  convenables,  non  nuls,  l'équation 

(ax  -\-  by  +  c)\-\-  {a'x  +  b'y  +  c')u.  +  (a"x  +  b"y  +  c")v  =  0 

est  identiquement  nulle.  En  effet,  dans  ce  cas  on  a,  quelles  que  soient  les 
valeurs  de  x'  et  de  y',  l'identité 

{ax'  +  %'  +  c)X  +  ia'x'  +  b'y'  +  c')ij.  +  (aV  +  b"y'  +  c")y  =  0. 

Lorsque  x'  et  y'  sont  les  coordonnées  du  point  P  commun  aux  droites 
flx  -f  %  +  c  =  0,       a'x  -f  b'y  4-  c'  =  0, 
la  relation  ci-dessus  devient 

a"x'  +  //y  +  c"  =  0, 
et  exprime  que  le  point  P  se  trouve  aussi  sur  la  troisième  droite. 
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Si  deux  des  trois  droites  sont  parallèles,  elles  le  sont  tontes  trois;  des 

relations 

aX  +  aV  +  a"v  =  0,        ^X  +  b'a  +  b"v  =  0, 

on  tire,  en  effet, 

X  :  aV  —  a"b'  =  a  :  a"b  —  ab"  =  v  :  ab'  —  a% 
ou  encore, 
û'^"  _-  a"b'  =  0       et       a"6  —  ab''  =  0,      quand      ab'  —  a'b  =  0. 

En  général,  trois  droites  ont  un  point  commun  situé  à  distaiice  finie  ou 
infinie,  quand  l'équation  de  Vune  d'elles  est  une  conséquence  des  équations 
des  deux  autres. 

43.  —  Autre  forme  de  réquation  de  la  droite.  —  Désignons  par  OP  la 
perpendiculaire  menée  de  l'origine  à  la  droite  donnée  AB;  associons  à 
cette  perpendiculaire  un  sens  déterminé,  et  soit  d  la  semi-droite  ainsi 
obtenue.  Posons 

(Ox,  d)  =  «,        (Oy,  d)  =  p,        (Ox,  Oij)  =  G, 

et  soient  p  le  segment  OP,  et  M  un  point  quelconque  (x,  y)  de  la  droite  AB. 
En  projetant  orthogonalement  sur  la  semi- 
droite  d  le  contour  OM'M  et  le  segment  OM, 
on  obtient,  quel  que  soit  le  sens  de  d, 

x  cos  a  +  1/  cos  |3  =  f, 

ou  encore, 

a:  cos  a  +  i/  cos  (G  —  «)  =  p 
à  cause  de  la  relation 

(Ox,  d)  +  (d,  Oy)  =  (Ox,  Oy)       ou       oL  —  ^=:(i,       _  (3  =  ô  _  «. 

Telle  est  la  forme  de  l'équation  en  fonction  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  l'origine  sur  la  droite  et  des  angles  que  forme  cette  perpen- 
diculaire avec  les  axes  de  coordonnées. 

Cas  particulier.  —  Si  les  axes  de  coordonnées  sont  rectangulaires 

cos  jS  =  cos  (0  —  a)  =  cos  I -^  —  aj  =  sin  a, 

et  l'équation  de  la  droite  devient 

X  cos  a  +  1/  sin  a  —  p  =  0. 
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Si  la  droite  est  parallèle  à  l'un  des  axes  de  coordonnées,  elle  a  pour 
équation 

xcos  a  —  p  =  0        ou  bien        y  cos  (6  —  a)  —  jt?  =  0. 

44.  —  L'équation  d'une  droite  étant  donnée,  chercher  la  longueur  de 
la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine,  ainsi  que  les  angles  que  fait  cette 
perpendiculaire  avec  des  axes  de  coordonnées.  Désignons  par 

ax  +  by  -{-  c  =  0 

Téquation  de  la  droite.  £n  appelant  p  la  longueur  et  a  et  j3  les  angles 
demandés,  cette  équation  doit  pouvoir  se  mettre  sous  la  forme 

X  cos  a  +  y  cos  /3  —  p  =  0, 

où  p  désigne  le  segment  OP  de  la  semi-droite  d  (43)  ;  on  doit  donc  avoir 

cos  a cos  |3       —  p 

a  b     ^^    c 

La  première  relation 

cos  a cos  j3 

a  b 

donne  (19) 

cos*  a  —  2  cos  a  cos  (3  cos  0  +  COS*  jS sin*  6 

a2  —  2a6  COS  6  +  ^2  ~  a*  —  2a^  cos  0  +  ^ 

cos*  a COS*  j3 

on  en  tire 

0  sin  0  o  b  sin  0 

cos  a  = =  ;  COS  p  = 


(1) 


±  Va^  —  2a6  cos  0  +  ^*  '  ±  Va^  —  ^ab  cos  0  =b  6*' 

et,  par  conséquent, 

—  c  sin  0 
P  = 


±  |/a2  —  2a6  cos  0  +  b^' 


A  cause  des  relations  (i),  on  voit  que  les  signes  positifs  se  correspondent 
ainsi  que  les  signes  négatifs.  Si  nous  supposons  que  c  soit  négatif,  ce  que 
nous  pouvons  toujours  faire,  puisque  si  cela  n'était  pas,  il  suffirait  de 
changer  tous  les  signes  de  Téquation  de  la  droite,  le  radical  aura  le  signe 
plus  quand  la  semi-droite  d  aura  la  direction  OP,  et  le  signe  moins  dans 
le  cas  contraire;  p  est,  en  effet,  positif  dans  le  premier  cas  et  négatif 
dans  le  second,  et  de  plus  Tangle  0  est  plus  petit  que  tt. 
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On  a  aussi,  en  développant  cos  (3  ou  cos  (ô  —  a) 

b  sin  Q 


cos  0  cos  a  +  sin  9  sin  a 


±  i^a2  —  2o^  cos  G  +  ^2' 
ou  encore 

a  sin  6  cos  6  ....  />  sin  G 

-t-  sin  G  sm  a  = 


±  |/a2  —  2a&  cos  9  -h  a2  ±  J/a»  —  2a^  cos  Q  +  /^^ 

par  suite 

/;  —  a  sin  G 
sm  a  = 


i  I/a2  —  2a/?  cos  G  +  b^ 

Remarquons  également  que 

fl2  —  2a/?  cos  G  +  62  =  (a  —  fc  cos  G)2  +  b^  sin»  G; 

le  dénominateur  des  expressions  précédentes  n*est  donc  jamais  nul. 

Lorsqu'il  s'agit  de  coordonnées  rectangulaires,  les  formules  précédentes 
deviennent 

a  .  b  —  c 

cos  a  ==■ ,      sin  a  = ,      p  = 


±]/a^  -^  b^'  ±)/a^  +  b^'     '^        ±  l/a»  +  b^  ' 

Ces  formules  sont  encore  vraies  quand  l'un  des  coefficients  b  ou  a  est 
nul  ;  car,  dans  le  premier  cas,  on  tire  immédiatement  des  formules  {]  ) 

d'où  l'on  conclut 

.    .  —  c  cos  a       —  c  sin  G 

cos  a  =  db  sin  G,        p  = = ; ; 

'^  a  ±  a 

et  l'on  voit  que  ces  résultats  sont  également  fournis  par  les  formules  précé- 
dentes, quand  on  y  fait  b  égal  à  zéro. 

On  prouve  de  la  même  manière  qu'elles  sont  encore  applicables  quand 
a  est  nul.  Elles  sont  donc  générales. 

Exercices.  —  i.  Donner  les  équations  des  médianes  d'un  triangle;  montrer 
qu'elles  sont  concourantes. 
2.  Démontrer  que  les  droites 

Hax  +  by  +  c)  -\{a'x  +  b'y  +  c')  =  0, 

v(a'x  +  b'y  +  &)  -  !^(a"x  +  b"y  +  c")  =  0, 

X  {a''x  +  b"y  +  c")  —  v(aa;  +  by  +  c)  =  0 

sont  concourantes  ou  parallèles. 
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3.  Les  axes  de  noordonnées  font  entre  eux  un  angle  de  75°:  trouver  l'équation 
do  l'a  droltii  qui  feit  avec  l'axe  ox  un  angle  de  130°  et  qui  soit  distante  de  l'origine 
d'une  longueur  égale  à  i. 

i.  Mi''mo  question,  la  droite  fait  avec  ox  un  angle  de  30". 

n.  IhHcmiiner  l'angle  que  tait  avec  ox,  la  droite  qui  joint  leur  point  d'inlersec- 
llon  il  l'origine  des  coordonnées. 

(I.  Ri^ROudrc  la  question  du  n"  4*  par  la  considération  des  coefficients  angulaires. 

1.  liar  un  point  A,  on  mène  une  sécante  ABC  qui  rencontre  deux  droites  données 
aux  iwinls  B  et  0  par  lesquels  on  mène  des  parallèles  a  ces  droites.  On  demande 
l'i-gimUon  du  lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  parallèles,  ainsi  que  l'équation  du 
iMiint  milieu  du  segment  BC.  .  ,    .   .  „ 

8  Inc  Si^nle  Alt  coupe  le-i  côtés  d'un  angle  fixe  X0\  en  deux  poinU  A  et  B  ; 
cltt'ivher  l'cqualion  du  lieu  du  sommet  C  du  parallélogramme  AOBC  quand  la  dia- 
inmait'  AB  a  une  longueur  constante. 


;  9.  —  Ajigcle  «le  de' 


.  droKee. 


46.  —  Angta  de  deux  droites.  —  Désignons  par 

ax  +  hy  +  c  =  0,         a'x+  b'y  +  c'  =0 
los  (Viuations  des  deux  droites  CB  el  CA.  Associons-les  chacune  à  nn  sens 
.ii'tcnninè  tel  que  le  point  C  puisse  fitre  considéré  comme  le  sommet  d'un 
.-.ituour  polygonal,  et  soient  j  el  m  les  semi-droites  obtenues.  De  l'origine  0 
des   coordonnées,   abaissons  sur  ces 
droites   les  semi-droites  perpendicu- 
laires OL,  OM  faisant  respectivement 
avec  Ox  les  angles  a  et  a'. 
On  a  toujours  à  Stt  près 

;m.  —  n  -I-  (OL,  OM)  =.  ±  - 

dans  le  cas  où  l'angle  (m,  —  /)  ou  G' 
lom prend  V origine. 
Par  conséquent 

sin  C  =  sin  OL,  OM), 
Kis.  «,  cos  C  =  —  cos  (OL,  OM). 

e  que  l'on  a 
,0L,  OM)  -  -  [Oj-,  OMl  —  ^0.r,  0L>  =  a'  —  «, 


3  —  cos  a  cos  a 
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Portant  dans  ces  formules  les  valeurs 

a  sin  G  .  b  —  a  cos  0 

COS  a  = .  ,  ,  Sin  a  = 


\^a-  —  ^ab  cos  0  +-  b^'  ^a^  —  'iab  cos  0  +  ^2 

et  les  deux  valeurs  analogues  de  cos  a',  sin  a'  du  n**  44,  on  a  : 

(ab'  —  a'b)  sin  0 


sinC'  = 


cos  C  =  — 


i^a»  —  2a^  cos  0  +  b^  Va'^  —  3^a'b'  cos  0  +  6'2  ' 
afl'  -i-  6ft'  —  (a'ft  +  ab')  cos  0 


|/a2  __  2a^"cos  0  +  b'^  Va'^  —Wb'  cos  0  +  6'^' 


les  coefficients  c  et  c'  ayant  le  même  signe  (44). 
Divisant  ces  égalités  membre  à  membre,  il  vient  : 

,_ {aV  —  a'b)  sin  0 

^^^—      aa'  +  bb'  —  [a'b  +  ab')  cos  G' 
ou  encore 

(t  -  t')  sin  0 

^  1  +  «'+  (t  H-  Ocos0'  ^^ 

en  désignant  par  (  et  t' les  coefficients  angulaires  des  droites  données. 

Les  sinus  et  cosinus  de  Tangle  C  des  deux  droites,  qui  ne  comprend 
pas  l'origine,  sont  respectivement 

sin  C"  =  sin  C,        cos  C"  =  —  cos  C. 

Dans  le  cas  des  axes  rectangulaires,  les  formules  précédentes  deviennent 

ab'  —  a'b 


sinC'  =  sinC"= 


cosC'  =  — cosC"  =  — 


tgC'  =  -tgC"  = 


j/(a2   +   /^2)(fl'2   ^  ^'2)' 

aa'  +  bb' 


V(a^  -f  ^2)  (a'2  -f  6'2)  ' 

ab'  ^  a'b_  t  —  t' 
aa'  +  bb'~i  +  W 


46.  —  Droites  rectangulaires.  ~  Lorsque  les  deux  droites  sont  rectan- 
gulaires, on  a  les  égalités 

(m,  — /)  =  C'=  i  1^        et       cosG'=0; 

par  conséquent,  dans  ce  cas,  on  a  la  relation 

aa'  +  bb'  —  {ab'  +  a'b)  cos  0  =  0, 
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ou  encore,  si  t  et  t'  sont  les  coefficients  angulaires, 

i  -]-  tr  +  (t-\-  (')  cos  6  =  0.  (2) 

Lorsque  les  axes  sont  rectangulaires,  ces  formules  deviennent 

aa'  -^  bb'  =  0        et        1  +  tt'  =  0. 

47.  —  Remarque.  —  Les  formules  ci-dessus,  ainsi  que  celles  du  n*  4o, 
comprenant  les  coefficients  angulaires  des  droites  données,  ne  sont  évi- 
demment établies  que  pour  autant  que  ces  coefficients  angulaires  existent, 
c'est-à-dire  dans  le  cas  où  b  et  b'  sont  différents  de  zéro.  Mais  on  remar- 
quera que  si,  par  exemple,  b'  est  nul  sans  que  b  le  soit,  les  deux  formules 

p, (ab'  —  a'b)  sin  6 

^     ~"  "~  ââr+  bV  —  (a'b  +  a/^Tcôsl' 

aa'  +  bb'  —  [a'b  +  ab')  cos  0  =  0 

deviennent  respectivement 

p, tt'/?  sin  0       — sin  0 

^     ~  ~aa'  —  a'b  cos  G  ~  i  +  cos  0' 

aa'  —  a'b  cos  0  =  0        ou        t  +  cos  0  =  0. 

Ce  sont  les  formules  (1)  et  (2),  où  Ton  a  remplacé  Tinverse  de  l'  par 
zéro,  c'est-à-dire  où  Ton  a  fait  i'  égal  à  V infini  (35).  Ces  dernières  formules 
sont  donc  aussi  générales. 

Par  suite,  les  coefficients  angulaires  des  droites  perpendiculaires  aux 

axes  de  coordonnées  Ox  et  Oy  faisant  entre  eux  un  angle  0,  s'obtiennent 

1 

en  remplaçant  par  zéro,  respectivement  t'  et  -7,  dans  la  relation 

i  +  /t'  4-  (t  -f  0  cos  0  =  0. 
On  a  ainsi  pour  ces  deux  coefficients  angulaires 

i  = 7; ,        t  =  —  cos  0. 

cos  0' 

48.  —  Sinus  et  cosinus  des  angles  intérieurs  d'un  triangle.  —  Suppo- 
sons le  triangle  rapporté  à  un  système  d'axes  rectangulaires  se  rencontrant 
en  son  intérieur,  et  soient 

flx  4-  %  +  c  =  0,     ax  +  b'y  +  c  =  0,     a"x  -f-  b"y  +  c"  =  0 

les  équations  des  côtés  BC,  GA,  AB. 
Lorsque  les  côtés  du  triangle  sont  associés  à  des  directions  telles  qu'ils 
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forment  un  contour  fermé,  on  a  toujours,  en  désignant  ses  trois  angles 
par  Â,  B,  C,  les  relations 

A  =  zb  (n,  —m),        B=  ±  {l,  —  n),        G  =  ±  (m,  —  /), 

où  les  signes  supérieurs,  ainsi  que  les  signes  inférieurs,  se  correspondent. 
Par  suite, 

sin  A  =  ±  sin  (n,  —  m)  =  ±  sin  k\  cos  A  =  cos  A', 
sin  B  =  ±  sin  (/,  —  n)  =  ±  sin  B',  cos  B  =  cos  B', 
sin  C  =  ±  sin  (m,  —  /)  =  i  sin  C,        cos  C  =  cos  C. 

Dans  le  cas  des  axes  rectangulaires,  on  trouve 

0,0   —  a  0 


sin  A  =  ± 


cos  A  = 


sin  B  =  ±  —~ 


a"b  —  ah" 


cos  B  =  — 


sin  G  =  ± 


o!'a  +  b"h 

aV  —  a'b 


V(a^  +  62)  (tt'2  4-  6'2) 


cos  Cl  = ^ z^ l,,j     2g 

|/(a2  4-  62)  (a'2  +  6'^) 

Ges  formules  ne  sont  exactes  que,  lorsque  l'origine  étant  à  Tintérieur 
du  triangle,  les  coefficients  c,  c',  c"  des  équations  des  droites  ont  le  môme 
signe.  Dans  ces  conditions,  les  binômes 

û'6"  —  a"b',        a"b  —  ab'\        ab'  —  a'b 

ont  aussi  le  même  signe. 

Si  Ton  remarque  que  le  terme  indépendant  de  Téquation  d'une  droite 
qui  se  meut  parallèlement  à  elle-même  change  de  signe  quand  la  droite 
passe  au  delà  de  l'origine,  ainsi  que  le  montre  la  relation 

—  c  sin  G 

^~  ±  V^—^ïabcos.  0  +"62 

du  n®  44,  où  l'angle  (Ox,  rf)  =  a  restant  fixe,  le  segment  p  change  de 


—  as- 
signe, on  voit  que  les  formules  ci-dessus  peuvent  encore  servir  dans  le  cas 
où  l'origine  des  coordonnées  n'est  pas  à  Tintérieur  du  triangle;  il  suffit  de 
donner,  au  terme  indépendant  de  Téquation  du  côté  qui  se  trouve  entre 
l'origine  et  le  sommet  opposé,  un  signe  différent  de  celui  des  termes  corres- 
pondants des  équations  des  deux  autres  côtés. 

49.  —  Équation  d*une  droite  passant  par  un  point  donné  et  perpen- 
diculaire à  une  droite  donnée.  —  En  désignant  par  x'  et  i/'  les  coordonnées 
du  point  donné,  et  par 

flx  +  %  +  c  =  0 

l'équation  de  la  droite  donnée,  on  a  pour  la  droite  demandée  une  équation 

de  la  forme 

a'(x  —  x')  +  6'(y  —  yi)  =  0, 

avec  la  condition  (46) 

aa'  -+-  bV  —  [a'b  +  aV)  cos  0  =  0, 
qui  peut  s'écrire 

a! [a  —  ^  cos  G)  +  b\b  —  a  cos  G)  =  0. 

Les  deux  coefficients  a  —  6  cos  G,  b  —  a  cos  G  n'étant  jamais  nuls  en 
même  temps,  on  obtient,  en  éliminant  a'  et  b\ 


X  —  X  y  —  y 

a  —  6  cos  G,      b  —  a  cos  G 


0, 


ou  encore 

{b  —  a  cos  G)  {x  —  x')  —  {a  —  b  cos  G)  [y  —  y')  =  0. 

Lorsque  la  droite  donnée  n'est  pas  parallèle  à  l'axe  des  y,  et  que  /  est 
son  coefficient  angulaire,  cette  équation  peut  encore  s'écrire 

(x  —  x')  (1  +  (  cos  0)  -h  (y  —  y')  {t  +  cos  G)  =  0. 

En  coordonnées  rectangulaires,  ces  équations  deviennent 

b(x  —  x')  —  a(y  —  y')  =  0,        x  —  x'  +  t(y  —  y')  =  0. 

Exercices.  —  1.  Deux  droites  formant  un  angle  constant  tournent  chacune 
autour  d*un  point  fixe;  trouver  l'équation  du  lieu  de  leur  point  de  rencontre. 

2.  Une  sécante  rencontre  deux  droites  données  aux  points  A  et  B  par  lesquels 
on  mène  des  perpendiculaires  aux  droites.  Donner  l'équation  du  lieu  du  point 
de  rencontre  de  ces  perpendiculaires  quand  la  sécante  AB  tourne  autour  d'un 
point  fixe.  Examiner  le  cas  où  la  droite  AB  se  meut  parallèlement  à  une  droite  fixe. 

3.  On  joint  deux  points  fixes  A  et  B  à  un  point  variable  d'une  droite  fixe  et  on 
mène  les  perpendiculaires  AM,  BM  aux  droites  ainsi  obtenues.  Donner  l'équation 
du  lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  perpendiculaires. 
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§  3.  —  Distance  di'un  point  et  une  droite. 

60.  —  Expression  de  la  distance  d'un  point  à  une  droite.  —  Supposons 
la  droite  AB  donnée  par  l'équation 

X  cos  a  +  1/  cos  (3  —  p  =  0. 

Désignons  par  x'  et  y'  les  coordonnées  d'un  point  M,  et  menons  par  ce 
point  une  parallèle  à  ÂB  ;  cette  parallèle  aura  pour  équation 

ic  cos  a  +  2/  cos  (3  —  p'  =  0, 

en  représentant  par  ;/  le  segment  positif  ou  négatif  ON  de  la  semi-droite  d 
menée  de  l'origine  perpendiculairement  à  la  droite  donnée  (43). 

Quelle  que  soit  la  position  du  point  M  par 
rapport  à  la  droite  donnée,  on  a  toujours 
entre  les  segments  OP,  PN,  ON  de  la  semi- 
droite  d, 

OP  +  PN  +  NO  =  0, 
ou  encore 

PN  =  ON  _  OP  =  p'  -  />.  Fig.  27. 

La  valeur  de  ;/  est  donnée  par  la  relation 

x'  cos  a  +  y'  cos  (3  —  p'  =  0, 

exprimant  que  la  parallèle  MN  passe  par  le  point  donné.  On  en  tire 

p'  =  x'  cos  a  -f  y'  cos  (3, 
et  par  conséquent 

PN  =  x'  cos  «  -f  1/'  cos  (3  —  p. 

Lorsque  la  semi-droite  d  perpendiculaire  k  AB  a  te  sens  OP,  ce  que 
nous  pouvons  toujours  supposer,  le  segment  PN  est  négatif  ou  positif 
suivant  que  le  point  M  et  l'origine  des  coordonnées  sont  ou  ne  sont  pas  du 
même  côté  de  la  droite  ;  donc,  en  désignant  par  d  la  distance  positive  du 
point  à  la  droite  donnée,  on  a  : 

d  =  ±  [x'  cos  a  +  y  cos  j3  —  p). 

Comme  on  a  aussi  dans  ce  cas  (44) 

a  sin  0  ^  b  sin  9 

cos  a  =  =,  cos  p  = 


|/a2  —  ^ab  cos  0  -}-  b^  Va^  —  iab  cos  Ô  +  b^ 

—  c  sin  0 
P  = 


l/a2  —  2a6  cos  Q  -\-  b^ 
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on  obtient  encore  pour  la  distance  MR  ou  o 

[ax'  +  by'  +  c)  sin  G 


MR      ou      5  =  ± 


|/a2  —  2a6  cos  0  -H  ^2' 
la  droite  étant  donnée  par  l'équation 

ax  +  /^î/  +  c  =  0 

dans  laquelle  c  est  une  quantité  négative. 

D'après  ce  qui  précède,  on  voit  que  Ton  doit  prendre  le  signe  plus 
lorsque  le  point  donné  et  l'origine  des  coordonnées  ne  sont  pas  du  même 
côté  de  la  droite,  et  le  signe  moins  dans  le  cas  contraire. 

Dans  le  cas  des  axes  rectangulaires,  la  dernière  formule  devient 

MR       ou       5=i?î:+iL±-^ 

Va^  +  b^ 

61.  —  Remarque.  —  Il  résulte  de  ce  que  nous  venons  de  dire  qu'un 
point  et  l'origine  des  coordonnées  se  trouvent  d'un  même  côté  d'une  droite 
quand,  en  remplaçant  les  coordonnées  courantes  xe\y  par  celles  du  point, 
dans  l'équation  de  la  droite  où  le  terme  indépendant  est  négatifs  on  trouve 
un  résultat  négatif;  les  deux  points  ne  sont  pas  du  même  côté  de  la  droite 
quand  le  résultat  est  positif. 

Ces  considérations  sont  utiles  lorsqu'il  s'agit  de  trouver  les  angles  d'un 
triangle  dont  on  connaît  les  équations  des  côtés,  dans  le  cas  où  l'on  ne 
peut,  par  conséquent,  dire  à  priori  si  l'origine  se  trouve  ou  non  à  l'in- 
térieur du  triangle  (48). 

62.  —  Équations  des  bissectrices  de  l'angle  de  deux  droites.  — -  Tout 
point  de  la  bissectrice  d'un  angle  est  à  égale  distance  des  côtés  de  l'angle; 
si  donc  nous  représentons  par 

X  cos  a  +  !/  cos  |3  —  />  =  0.  X  COS  a'  +  1/  COS  |S'  —  p'  =  0 

les  deux  droites,  et  par  x  et  y  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de 
l'une  des  bissectrices,  les  équations 

.X  cos  a  +  ?/  cos  j5  —  p  =  ±  (x  cos  ol  -\-  y  cos  |3'  —  p)        \\) 

représentent  ces  dernières  droites.  Le  signe  plxis  correspond  à  la  bissec- 
trice de  l'angle  qui  comprend  l'origine,  car,  pour  tous  les  points  de  cette 
droite,  les  deux  quantités 

X  cos  a  +  î/  cos  (3  —  p     et     x  cos  a'  +  y  cos  ,6'  —  p' 
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sont  de  même  signe  (50).  Le  signe  moins  correspond  à  la  bissectrice  de 
l'angle  qui  ne  comprend  pas  l'origine  des  coordonnées. 
Les  deux  bissectrices  ont  encore  pour  équations 

ax  +  by  +  c         a'x  +  b'ij  4-  c'  ^ 

Va^  —  2a&  cos  0  +  iy"  ~       Va'^  —  2a' b'  cos  0  W^' 

lorsque  les  deux  droites  sont  représentées  par 

ax  +  by  +  c  =  0,        ax  +  b'y  -\-  c'  =  0; 

mais  ici  pour  que  le  signe  plus  corresponde  à  la  bissectrice  de  Tangle  des 
droites  comprenant  Torigine  et  le  signe  moins  à  l'autre  bissectrice,  il 
faut  que  c  et  c'  soient  des  quantités  ayant  le  même  signe. 

En  coordonnées  rectangulaires,  les  équations  (i)  et  (2)  deviennent 

a;  cos  a  +  î/  sin  a  —  p  =  ±  (x  cos  a'  -^  y  sin  a'  —  /;'), 

ax  +  by  -r  c a'x  -^  b'y  +  c' 

Remarque.  —•  Les  bissectrices  des  angles  que  font  entre  eux  les  axes 
de  coordonnées  ont  pour  équations,  quelle  que  soit  la  valeur  de  0, 

X  —  î/  =  0,       x  +  î/  =  0. 

Ces  droites  sont  rectangulaires;  les  coefficients  de  leurs  équations 
vérifient,  en  eflTet,  la  relation  du  n**  46. 

Les  bissectrices  des  angles  de  deux  droites  sont  donc  rectangulaires. 

63.  —  Expression  de  la  surface  d'un  triangle  en  fonction  des  coor- 
données des  trois  sommets.  —  Soient  x  et  y\  x"  et  y\  x"'  et  y'"  les 
coordonnées  rectangulaires  des  trois  sommets  A,  B,  C  du  triangle. 

Le  côté  AB  a  pour  longueur 


^{x'  -  xy  +  (y'  -  y")\ 
et  pour  équation 

[y'  -  y")x  -  (x'  —  x")y  —  x"y'  +  x'y"  =  0. 

La  hauteur  du  triangle  relative  à  ce  côté  a  donc  pour  longueur 

{y'  -  y")x'"  -  (V  -  x-)  y';' -J'Y  +  ^y 
V{x'  -  x"f  +  (y'  -  y'r 

En  représentant  par  s  la  surface  du  triangle,  on  a  donc 

'    2s=±  [(y-  -  y")x"'  -  {x'  —  x")y"'  -  xy  -f  x'y"]. 
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L'égalité  ci-dessus  peut  encore  s'écrire 


2s=ib 


x'\    y'\    1 


X 


ttt 


y 


m 


Le  signe  doit  être  choisi  de  manière  à  ce  que  la  quantité  2s  soit  positive.  L'on 
voit  que  le  triangle  a  une  surface  nulle  quand  les  trois  sommets  sont  en  ligne 
droite  ou  quand  deux  sommets  coïncident  (32),  et  réciproquement  trois  points 
différents  sont  en  ligne  droite  quand  le  triangle  qu'ils  forment  a  une  aire  nulle. 

64.  —  Expression  de  Taire  d'un  triangle  dont  on  connaît  les  équations 
des  cOtés.  --  Désignons  par 

ax  +  by  +  c  =  0,    a'x  +  b'y  -f  c'  =  0,    a"x  +  b"y  +  c"  =  0 

les  équations  des  côtés  BC,  GA,  AB  du  triangle  ABC. 
Les  coordonnées  du  point  G  sont 


x"'  = 


bc'  —  b'c 


jff 


ca  —  ca 


ab'  ~  a'b 


'Aï 


y   = 


ub'  —  a'b 


Celles  des  sommets  À  et  B  sont,  par  analogie, 


b'e"  —  b"c' 


'^     -,>!.'/ 


ai)    —  a  0  au    —  a  b 


c  a    —  c  a 

TTTn 


X 


II 


b"c  —  bc" 
a"b  —  ab" 


jt 


y  = 


c"a  —  ca" 
a"b  —  ab" 


En  portant  ces  valeurs  dans  le  déterminant  précédent,  on  a 


'is{a'b"-^a"b'){a"b'-ab"){ab'  -  a'b)=  ± 


b'c"—b"c\  c'a"— d'à!,  a'b"— a'b' 
b"c  —  bc",  c"a  —  ca",  a"b  —  ab" 
bc'  — b'c,  ca'   — c'a,  ab'  —  a'b 


Gomme  les  éléments  de  ce  déterminant  sont  les  mineurs  des  éléments 
du  suivant  (42), 

a,      b,     c 
fl',     b',    c' 

„n        u'f       «" 

a  ,    0  ,  C 


E  = 


on  en  conclut 


25=  ± 


E2 


[a'b"  —  a"b')  {a"b  —  ab")  (ab'  —  a'b)' 


Quand  trois  droites  sont  concourantes,  le  triangle  qu'elles  forment  a  une 
aire  nulle  et,  réciproquement,  quand  trois  droites  distinctes  et  non  parallèles 
forment  un  triangle  d'aire  nulle,  elles  sont  concourantes. 
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Exercices,  —  1.  Quelle  est,  par  rapport  à  l'origine  et  à  la  droite 

X  cos  30»,—  y  sin  30O  +  2  =  0, 

la  position  des  points  (3,  4),  (2, 1)  et  (—  1, 1)? 

2.  Trouver  les  équations  des  bissectrices  des  angles  intérieurs  du  triangle 
dont  les  sommets  ont  pour  coordonnées  (—  a,  o\  (a,  o)  et  {f>,  c). 

3.  Trouver  les  équations  des  bissectrices  des  angles  intérieurs  du  triangle 
formé  par  les  droites  ayant  respectivement  pour  équations 

%  +  ar  —  2  =  0,       y  +  2a;  —  4  =  0,       y  —  rc+l=0. 

4.  Trouver  la  surface  du  triangle  formé  par  les  droites 

2a;  —  y  +  2  =  0,       x+y  —  2  =  0,       3a;  +  y  — 1=0. 

§  4.  —  Points  et  droites  imaginaires. 

66.  —  Poîni  imaginaire.  —  Lorsqu'une  équation  en  a;  et  en  y  est 

vérifiée  par  les  valeurs 


X 


,.  =  p  +  /l/=rï,         y,  =  q  +  qV-  \ 


on  dit  que  la  courbe  qu'elle  représente  'passe  par  un  point  imaginaire 
dont  les  coordonnées  sont  les  valeurs  imaginaires  ci-dessus.  Il  ne  faut 
évidemment  attacher  aucune  signification  géométrique  à  cette  définition 
qui  est  purement  algébrique. 

66.  —  Théorème.   —   Une  droite  réelle  contient   une   infinité  de 
points  imaginaires. 
Car  si  les  coordonnées 


x^.  =  p  -^  p'V —  i ,     yi  =  Q  +  q'y —  1 

vérifient  Téquation 

flx  +  ^2/  -f  c  =  0, 
on  a  la  relation 

a(p  +  pV^i)  +  b{q  +  qV^^)  +  c  =  0, 

ou  les  suivantes 

ap  +  bq  -\-  c  =  ^^      ap'  +  bq'  =  0, 

lesquelles  montrent  que  p  et  q^  jo'  et  q'  sont  les  coordonnées  de  deux 

points  réels  quelconques  appartenant  respectivement  aux  droites  parallèles 

ax  +  in/  4-  c  =  0,      ax  -\-  by  =  0. 
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On  peut  donc  trouver  pour  p  et  q,  p'  et  q'  une  infinité  de  couples  de 
valeurs,  et,  par  suite,  une  infinité  de  points  imaginaires  appartenant  à  la 
droite  donnée. 

67.  —  Coordonnées  de$  points  imaginaires  d'une  droite  joignant 
deux  points  réels.  —  En  daignant  par  z'  et  y\  x'^  et  y''  les  coor- 
données de  deux  points  réels  P  et  R,  les  coordonnées  demandées  sont  les 
expressions 


dans  lesquelles  le  paramètre  k.  est  de  la  forme  m  +  n|/ —  1. 

Ces  valeurs  de  x.  et  de  y.  vérifient,  en  eifet,  comme  on  peut  s'en 
assurer,  Téquation 

iy"  —  y')  (^  -  ^1  -  (x"  -  x'){y  -  y")  =  0 

de  la  droite  PR ;  de  plus,  les  valeurs  de  x.  et  de  y.  sont  des  expressions 
imaginaires  de  la  forme  p  +  qi^ —  1.  Les  formules 

_x'  —  kx"  _y'  —  ky" 

^—    i^k  '      y—    \^k 

établies  au  n°  18  sont  donc  générales;  elles  représentent  un  point  réel 
quand  le  paramètre  k  est  réel,  et  un  point  imaginaire  quand  k  est  imagi- 
naire. Par  suite,  ces  formules  donnent  les  coordonnées  de  tous  les  points 
réels  ou  imaginaires  de  la  droite  PR. 

68.  —  Distance  d'un  point  imaginaire  d'une  droite  réelle  à  un  point 
réel  de  la  même  droite.  —  Dans  le  cas  où  le  point  A  de  la  droite  PR 
est  imaginaire,  c'est-à-dire  quand  son  paramètre  k.  est  imaginaire, 
l'expression 

PA  =  —  j— ^  .  PR 

\  —  k, 

du  n*^  5,  quoique  n'ayant  ici  aucune  signification  géométrique,  est  encore 
appelée  segment  PA  ou  abscisse  du  point  A  par  rapport  à  l'origine  P. 

Si  A'  est  un  second  point  imaginaire  de  PR,  on  a  de  même  pour 
l'abscisse  de  ce  point  par  rapport  à  P 

k' 

PA'  =  -  . '-rj    •    PR. 

1  —  k , 
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Par  œnveinion,  la  formule 

PA  i-  AA'  + A'P  =  0     ou     AA'  =  PA'--PA=-i ^T.   '  m.P«, 

(1— A-.)(l— A- .) 

qui  donne  la  distance  de  deux  points  en  fonction  de  leurs  abscisses  ou  de 
leurs  paramètres,  est  encore  applicable  au  cas  où  les  deux  points  sont 
imaginaires. 

69.  —  Droite  imaginaire.  —  On  appelle  droite  imaginaire  Tensemble 
des  solutions  d'une  équation  du  premier  degré  en  a;  et  en  y  à  coefficients 
imaginaires.  Celte  définition  est  purement  algébrique. 

60.  —  Théorème.  —  Toute  équation  du  premier  degré  en  \  et  y  à 
coefficients  imaginaires,  représentant  par  conséquent  une  droite  imaginaire, 
est  généralement  satisfaite  par  un  système  de  valews  réelles  de  ji  et  de  y. 

En  effet,  l'équation 

(a  -  a'V^^)x  -¥  {h  —  b'V^^)y  -f  c  —  c'V-^  =  0 
d'une  droite  imaginaire  peut  s'écrire 

ax  +  by^-  c  —  ]/^^\  (a'x  +  h'y  4-  c')  =  0. 

Sous  cette  forme,  on  voit  qu'elle  est  satisfaite  par  les  valeurs  réelles  de 
.T  et  de  y  qui  annulent  les  équations 

ax+  by  +  c  =  0,      a'x  4-  b'y  -h  c'  =  0. 

Si  ces  équations  représentent  des  droites  parallèles,  on  a  la  relation 

0  =  fl^  —  a'b  =  y  (a  —  aV^=T:)  —  a(b  —  ^V-=T:), 

laquelle  signifie  que  les  trois  droites  sont  parallèles,  en  considérant 
comme  parallèles  des  droites  représentées  par  des  équations  ayant,  entre 
leurs  coefficients  réels  ou  imaginaires,  la  relation  du  n®  34. 

On  peut  donc  dire  qu'une  droite  imaginaire  a  un  point  réel  ou  passe 
par  un  point  réel  situé  à  distance  finie  ou  infinie. 

De  même,  on  dit  qu'un  point  est  commun  à  deux  droites  imaginaires 
quand  ses  coordonnées  vérifient  les  équations  des  droites.  On  dit  aussi 
qu'une  droite  joint  deux  points  imaginaires  quand  son  équation  est 
vérifiée  par  les  coordonnées  des  deux  points. 

Ces  définitions  s'appliquent  encore  aux  cas  où  l'une  des  droites  ou  l'un 
des  points  seulement  est  imaginaire. 
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61.  —  Équations  des  droites  imaginaires  passant  par  le  point  commun 
à  deux  droites  réelles  données.  —  En  désignant  par 

ax  +  tnf  +  c  =  0,      a'x-{-  b'y  +  c'  =  0, 

les  équations  des  deux  droites  réelles  données,  Téquation  demandée  est 

ax  +  by  +  c  —  k^  (a'x  -f  b'y  +  c')  =  0. 


Cette  équation,  dans  laquelle  k.  =  m  -h  n|/ —  1,  est  en  effet  satisfaite 
par  les  coordonnées  du  point  donné  et  ses  coefficients  sont  imaginaires. 
Elle  convient  encore  au  cas  où  le  point  donné  est  à  Tinfini. 

L'équation 

ax-i-  by  +  c  —  k(a'x  +  b'y  +  c')  =  0 

trouvée  au  n°  39  est  donc  générale  ;  elle  représente  une  droite  imaginaire 
lorsque  k  est  imaginaire. 

Si  x'  et  y'  sont  les  coordonnées  du  point  réel,  situé  évidemment  à 
distance  finie,  Téquation  d'une  droite  imaginaire  qui  y  passe  prend  la 
forme 

y  —  y'  —  Ki^  —  ^')  =  0. 

62.  —  Théorème.  —  Le  point  commun  à  une  droite  réelle  et  à  une 
droite  imaginaire  issue  d*un  point  réel  situé  en  dehors  de  la  droite  réelle, 
est  imaginaire. 

Car,  si  le  point  P  commun  aux  deux  droites  était  réel,  la  seconde  aurait 
deux  points  réels  et  serait  par  conséquent  réelle. 

Réciproquement  la  droite  qui  joint  l'un  des  points  imaginaires  d'une 
droite  réelle  donnée  à  un  point  réel  non  situé  sur  cette  dernière,  est 
imaginaire. 

Car,  si  elle  était  réelle,  elle  ne  saurait  avoir  avec  la  droite  réelle  donnée 
un  point  commun  imaginaire. 

68.  —  Théorème.  —  Le  point  commun  à  deux  droites  imaginaires 
issues  de  deux  points  réels  différents  est  imaginaire. 

Car,  s'il  était  réel,  les  deux  droites  auraient  chacune  deux  points  réels 
et  seraient  par  conséquent  réelles. 

De  même,  la  droite  qui  joint  deux  points  imaginaires  appartenant  à 
des  droites  réelles  différentes  est  imaginaire. 

Car,  si  la  droite  était  réelle,  ses  points  communs  avec  les  deux  droites 
réelles  ne  sauraient  être  imaginaires. 
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64.  —  Points  imaginaires  conjugués.  —  Les  points  imaginaires  dont 
les  coordonnées 


x.  =  p  +  p'V —  i      et      y.  =  q-\-  q'  V —  1 , 
x' .  =  p  —  p'y^—^     et      y\  =  q  —  q'  V^^^ 


diffèrent  par  le  signe  de  l^ —  1  sont  dits  conjugués. 
Par  suite,  si  un  point  imaginaire  de  la  droite  PR  a  pour  paramètre 

m  4-  ?i|/ —  1,  son  conjugué  sera  un  point  de  la  même  droite  ayant  pour 

paramètre  m  —  ni/ —  4. 

Deux  points  imaginaires  conjugués  se  trouvent  donc  toujours  sur  une 
même  droite  réelle. 

Le  produit  et  la  somme  des  paramètres  de  deux  points  imaginaires 
conjugués  sont  des  quantités  réelles. 

La  somme  et   le  produit  des  abscisses  de  deux  points  imaginaires 

conjugués  par  rapport  à  un  point  de  la  droite  qui  les  comprend  sont  des 

quantités  réelles. 

Car  on  a  (58) 

/     k,  k',     \  —  A- ,.  —  k',  +  Uk' . 


I      t 


PA   X  PA'  — LJ PR2 [_J pd2 

FA  X   FA   — .^^  _  ^,_^^^  _  ^.,_^    ^^     —^_  j.^  _  i^r^  ^  f,^,,^  i'ï^^  . 

Dans  le  cas  où  les  deux  points  A  et  A'  sont  imaginaires  conjugués,  les 
expressions,  k.  +  k^!  et  kji\  sont  réelles,  et,  par  suite,  il  en  est  de  même 

des  quantités  PA  +  PA'  et  PA  X  PA'. 

Le  point  milieu  de  la  distatice  de  deux  points  imaginaires  conjugués  est 
réel.  Par  convention,  le  point  M  milieu  de  la  distance  des  deux  points  ima- 
ginaires A  et  A'  est  défini  par  Tégalité 

2PM  =  PA  +  PA'; 

d'après  ce  que  nous  venons  de  dire  le  segment  PM  et,  par  suite,  le  point 
M  sont  réels  quand  A  et  A'  sont  conjugués. 

Le  carré  de  la  distance  de  deux  points  imaginaires  conjugués  est  une 
quantité  réelle  et  négative.  On  a,  en  effet, 

(Pa       PA)  =  AA    =  /| ^^p  i\  ^-  )2  ^^ 


H  -',-*,  +  W 
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Lorsque  A  et  A'  sont  imaginaires  conjugués,  k^  et  A'^.  valent  respective- 
ment m  -\-  n  V —  1  et  m  —  n  V —  1  ;  par  suite,  on  a 

ÂT'2 ^n^  pj2 

66.  —  Droites  imaginaires  conjuguées.  —  Les  droites  représentées 
par  les  équations 

(a  ±  aV— "i)x  +  (/^  db  ftV=^)2/  +  r  ±  cV^H^  =  0, 

ou  plus  généralement  par  les  suivantes 

ax  +  %  +  c  —  (m  +  72  V—  1)  (a'x  +  //i/  +  d)  =  0, 
ao:  -f  %  +  c  —  {m  —  ;i|/— "ï)(a'^  +  ^'y  +  c')  =  0 


ne  différant  que  par  le  signe  de  V —  1,  sont  dites  imaginaires  conjuguées. 

Elles  ont  un  point  commun  qui  peut  être  à  Tinfini  (61). 

Elles  rencontrent  une  droite  réelle,  ne  passant  pas  par  leur  point 
commun,  en  des  points  imaginaires  conjugués,  car  les  paramètres  de  ces 
points  par  rapport  à  deux  points  fixes  P  et  R  de  la  droite  réelle  ne  peuvent 
différer  que  par  le  signe  de  V —  1 . 

Réciproquement,  les  droites  qui  joignent  un  point  réel  à  deux  points 
imaginaires  conjugués  sont  imaginaires  conjuguées,  lorsque  toutefois  Les 
trois  points  n'appartiennent  pas  à  une  même  droite. 

Car  les  coordonnées  de  deux  points  imaginaires  conjugués  ne  différant 
que  par  le  signe  de  |/ —  1,  il  doit  en  être  de  même  des  équations  des 
droites  qui  joignent  chacun  d'eux  au  point  réel. 

66.  —  Droites  isotropes.  —  Les  droites  imaginaires  conjuguées  ayant 
pour  équations 

y  —  y'  +  (cos  0  +  K —  1  sin  0)  {x  —  x')  =  0, 
y  —  y'  -^  (cos  G  —  V—~\  sin  0)  (ît  —  x')  =  0, 

dans  lesquelles  0  est  l'angle  des  axes  de  coordonnées,  sont  appelées  droites 
isotropes. 

Elles  rencontrent  la  droite  de  l'infini  en  deux  points  imaginaires  conju- 
gués nommés  points  cycliques. 

En  coordonnées  rectangulaires,  les  droites  isotropes  ont  pour  équations  : 


y  —y'  -f-  V—  \  [x  —  x')  =0,      y —  y'—  V—  \  (x  —  x')  =  0. 
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67.  —  Généralité  des  formules  du  nM8  et  de  l'équation  du  n''  39.  — 

Quelles  que  soient  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  des  quantités  k,  x! 
et  y\  x"  et  y'\  les  expressions 

1  —  A:    '  '^  ~     1  —  A-    ' 

où  A:  ^  1,  désignent  toujours  les  coordonnées  d'un  point  M  de  la  droite 
qui  joint  les  points  P(x',  y')  et  R  {x'\  y").  Elles  vérifient  toujours,  en  effet, 
réquation 

[y"  -  y)  {X  -  x')  -  [x"  -  X')  {y  -y')  =  0 

de  la  droite  réelle  ou  imaginaire  PR. 

Lorsque  A-,  qui  s'appelle  encore  dans  ce  cas  paramètre  de  M,  est  égal 
à  Tunité,  on  dit  que  le  point  correspondant  est  à  l'infini. 

De  même,  Téquation 

ax  -h  by  +  c  —  k\a'x  4-  h'y  +  c')  =  0, 

dans  laquelle  les  coeflîcients  sont  réels  ou  imaginaires,  représente 
toujours  une  droite  passant  par  le  point  commun  aux  droites  réelles  ou 
imaginaires 

ax  +  hy  +  c  =  0,        a'x  4-  b'y  +  c'  =  0. 

68.  —  Quadrangle  et  quadrilatère.  —  Les  côtés  opposés  AC  ei  BD, 
AD  et  BC  d'un  quadrangle  formé  par  les  deux  couples  de  points  imagi- 
naires conjugués  A  e/  B,  G  ^/  D  sont  deux  couples  de  droites  imaginaires 
conjuguées. 

Car  de  ce  que  AB  et  CD  sont  des  droites  réelles,  on  conclut  que  AC 
et  BD  sont  imaginaires  (63).  De  plus,  les  coordonnées  de  A  et  de  C  ne 
différant  respectivement  de  celles  de  B  et  de  D  que  par  le  signe  de  |/ —  i, 
il  s'ensuit  que  les  équations  des  droites  AC  et  BD  sont  identiques  au  signe 
près  de  ce  radical.  Ces  droites  sont  donc  conjuguées  et  leur  point  commun 
est  réel. 

Il  en  est  de  même  des  droites  AD  et  BC. 

Les  points  de  section  des  trois  couples  de  côtés  opposés  AB  et  CD, 
AC  et  BD,  AD  et  BC,  appelés  points  diagonaux  du  quadrangle  ABCD, 
sont  donc  réels. 

69.  — Le^  sommets  opposés  d'un  quadrilatère ,  formé  par  deux  couples 
de  droites  imaginaires  conjuguées  issues  de  deux  points  réels,  sont  imagi- 
naires conjugués  et  les  diagonales  sont  réelles. 

Désignons  par  a  ei  b,  c  et  d  les  deux  couples  de  droites  imaginaires 

4 
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conjuguées.  I^es  équations  des  droites  a  et  c  ne  différant  des  équations  des 
droites  b  ei  d  que  par  le  signe  ]/ —  i ,  il  résulte  que  les  valeurs  de  x  et 
de  y,  qui  vérifient  les  deux  premic^res,  diffèrent  des  valeurs  de  x  et  de  y, 
qui  satisfont  aux  secondes,  par  le  signe  de  V^ —  1 .  Ces  deux  systèmes  de 
valeurs  de  x  eXdey  sont  donc  les  coordonnées  de  deux  points  imaginaires 
conjugués,  et  la  droite  qui  les  joint  est  réelle. 

On  verrait  de  même  que  les  points  communs  aux  droites  a  et  d,  ^  et  c 
sont  aussi  imaginaires  conjugués. 

70.  —  De  môme,  les  équations  des  côtés  opposés  BC  et  AD  d'un 
quadrangle,  formé  par  un  couple  de  points  réels  A  et  B  et  par  un  couple 
de  points  imaginaires  conjugués  C  et  D,  ne  diffèrent  de  celles  des  côtés  BD 
et  AG  que  par  le  signe  de  l^ —  1  ;  par  conséquent,  les  points  de  section 
de  ces  couples  de  droites  sont  imaginaires  conjugués  et  la  droite  qui  les 
joint  est  réelle. 

D*un  autre  côté,  les  diagonales  qui  joignent  les  couples  de  sommets 
(ad)  et  (bc),  (ac)  et  (bd)  d'un  quadrilatère  formé  par  un  couple  de  droites 
réelles  a  eX  b  e\  par  un  couple  de  droites  imaginaires  conjuguées  c  et  d, 
sont  imaginaires  conjuguées  et  leur  point  de  section  est  réel;  la  troisième 
diagonale  est  aussi  réelle. 


^/%^X<»^/X^     »^^V/-V    ^nr-.    -Xi^j    .^*,4-\^     "^      ^\.f'i^\^^^i.,f^^\^K^\    V^ar^     ■ 


CHAPITRE  m. 

PONCTUELLES  ET  FAISCEAUX. 
§  1*  —  Rapport  aolieinnooiciue. 

71.  —  Rapport  anharmonique  de  quatre  points*  —  Soient  x  et  y\ 
x"  et  y"  les  coordonnées  des  points  P  et  R,  et  désignons  par  A  et  B  deux 
autres  points  de  la  droite  PR,  ayant  pour  paramètres  k  et  k'  par  rapport 
aux  origines  P  et  R.  On  sait  que  Von  a  (5)  : 

""  RA'  ~  RB' 

On  appelle  rapport   anharmonique  des  quatre  points  P,  R,  A,  B,  le 

rapport 

l£_  _PA  .  PB 

k"  ~  RA  •  RB' 
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Ce  rapport  est  positif,  lorsque  k'  et  k"  ont  le  môme  signe,  c'est-à-dire 
lorsque  les  points  À  et  B  sont  tous  deux  au  delà  des  points  P  et  R,  ou 
tous  deux  entre  ces  points,  et  négatif,  quand  l'un  des  points  seulement  est 
situé  entre  P  et  R  (5). 

Le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  P,  R,  A,  B  se  désigne  par 
la  notation  (PRAB)  ;  il  ne  dépend  évidemment  pas  de  la  position  des  axes 
de  coordonnées. 

Les  points  À  et  B  sont  appelés  conjugués  anharmoniques  par  rapport 
aux  points  P  et  R. 

72.  —  Expression  du  rapport  anharmonique.  —  D'après  ce  que  nous 
venons  de  voir,  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  A,  B,  C,  D  de 
la  droite  PR  est  : 

ou,  en  désignant  par  k^  et  /c,  les  paramètres  des  points  C  et  D  (8), 
anrn      (^-fc'>a-fc.)        Jl-fc')a-fe.)  k'-k.  k'-k. 

[ADKjUj —  ,  „  ,  •  ,j, ,  ,,, ,     .  /„       ,    , 

{i~r)(i— A^j'*^""  {{-k"}(\—k,y'^'^ 

expression  qui  s'écrit  encore  {k'k"k^k^). 

Lorsque  le  paramètre  k^  est  égal  à  l'unité,  le  point  D  correspondant  est 
à  l'infini  et  le  rapport  anharmonique  (ABCD)  s'écrit  (ABCoo);  il  a  pour 

valeur 

k'  —  k, 

k'  —  A-,     k'  -  1      (i  — fe')(l  —kl)  AC 

k''  —  k,  '  r  — 1~        k''  —  k,  ^"      BC 

(i-n(i-A-.) 

On  voit  aussi  que,  lorsque  le  rapport  anharmonique  (ABCD)  est  donné, 
si  A:,  tend  vers  k'  ou  k",  il  en  sera  de  même  de  /r,.  Donc  les  points  C  etD 
tendent  en  même  temps  vers  A  ou  B  avec  lesquels  ils  coïncident  à  la  limite. 

Lorsque  tous  les  paramètres  A,',  k'\  /c,,  A-,  ou  quelques-uns  seulement 
sont  imaginaires,  l'expression  ci-dessus  est  encore  appelée  rapport 
anharmœiique  des  quatre  points. 

Le  rapport  anharmonique  des  points  P  et  R  et  de  deux  points  imagi- 
naires de  la  droite  PR  ayant  pour  paramètres,  par  rapport  à  P  et  à  R,  les 
quantités  k.  et  k'.  est  donc  A:^.  :  A'^.. 

Ce  ne  sont  là,  évidemment,  que  de  simples  définitions  qui  n'on  tgéométri- 
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quement  pas  de  sens,  les  distances  entre  les  points  imaginaires  n'étant 
elles-mômes  que  des  définitions. 

73.  —  Propriétés  du  rapport  anharmonique.   -  I.  On  a  visiblement 

(ABCD)  =  1:^1;  =  f^;  =  f^:  :  ^:  =  (CDAB,; 

ce  qui  prouve  que  si  les  points  GetJ)  sont  conjugtiés  an  harmoniques  par 
rapport  à  k  et  B,  réciproquement^  ces  derniers  points  sont  conjugues 
anharmoniques  par  rapport  aux  premiers. 

II.  On  a  aussi  Tégalité 

(ABDC)  =  y^^-jI  '  F^:^  =  (ÂBCD)- 

Donc,  en  permutant  deux  conjugués  anharmoniques,  le  rapport  obtenu 
est  Vinverse  du  premier. 
On  conclut  de  là  la  relation 

(BADC)  =  ^^^^  =  (ABCD). 

Le  rapport  anharmonique  ne  change  donc  pas  quand  on  permute  les 
points  de  chaque  couple. 

III.  En  cherchant  la  différence  (ABCD)  —  1,  on  trouve 

/ARrn  -i  _(A'-^.)(r-fe,)  ,  _(k'^k,)(k"^k,)-{k"--k,)ik'^k,) 
^  '       ~{k''-k,){k'^k,)       -  [k"-k,)  [k'-k,] 

(A*      A-  ')(/r,  —  k^) k        k'  ^  k        k^ /ArRH. 

—  (r— /l-,)(F— Av)"~      A-,— r  •  it,  —  A-,~       IAI.DU). 

Par  conséquent, 

(ABCD)  -h  (ACBD)  =  1       ou       (ABCD)  -f  -r/s^ô-  =  ^  ^ 

en  permutant  les  lettres  on  obtient  deux  autres  relations 

74.  —  Valeurs  du  rapport  anharmonique  de  quatre  points.  ~~  Les 

formules  que  nous  venons  de  trouver  permettent  d'écrire 

(ABCD)  =  (CDAB)  =  (BADC)  =  (DCBA), 
(ABDC)  ==  (DCAB)  =  (BACD)  =  (CDBA), 
(ACDB)  =  (DBAC)  =  (GABD)  =  (BDCA), 
(ACBD)  =  (BDAC)  =  (CADB)  =  (DBCA), 
(ADBC)  =  (BCAD)  =  (DACB)  =  (CBDA), 
(ADCB)  =  (CBAD)  =  (DABC)  =  (BCDA). 
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Ce  tableau  renferme  tous  les  rapports  anharmoniques  ^ue  l'on  peut 
former  avec  quatre  points  en  les  prenant  de  toutes  les  manières  possibles. 
Ils  correspondent  aux  24  permutations  que  Ton  peut  faire  avec  les 
lettres  A,  B,  C,  D. 

Gomme  on  le  voit,  six  seulement  de  ces  rapports  sont  différents  ;  ce  sont 

(ABGD),      (ACDB),      (ADBG), 
(ABDG),      (AGBD),      (ADCB). 

Entre  ces  six  rapports  on  a  encore  les  relations  suivantes  : 

Les  rapports  (ABGD),  (AGDB),  (ADBG)  sont  appelés  rapports  fonda- 
mentaux; en  désignant  par  G  le  premier  de  ces  rapports,  les  relations  du 
n**  précédent  donnent  : 

(^«^^)  +  (ÂmîB)  =  ^      «'^      (ACDB)  =  j-1-^, 
(ADBG)  +  ~^^  =  1      ou      (ADBG)  =  ^-^. 

Les  trois  rapports  fondamentaux  ont  donc  pour  valeurs  : 

1  e  — 1 


e, 


1  —  G'        e 


leur  produit  est  —  1 .  I^orsque  les  quatre  points  sont  différents,  aucun  de 
ces  rapports  ne  peut  évidemment  être  égal  à  l'unité  (71);  par  conséquent, 

aucun  d'eux  ne  peut  être  nul,  car,  si  6  était  nul,  j^ ^  serait  égal  à  Tunité; 

ni  iiifini,  car,  si  6  était  infini,  ^  serait  nul,  et  on  aurait 

0  9' 

relation  impossible  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire. 

76.  —Rapport  anharmonique  de  quaire  droites.  —  On  appelle  rapport 
anharmonique  de  quatre  droites  OP,  OR,  OA,  OB  passant  par  un  point 
réel  0  situé  à  distance  finie  ou  infinie  et  représentées  par  les  équations  : 

ax  +  by  +  c  =  0,      ax  +  b'y  -f  c'  =  0, 
ax^by-\-c—k\a'x-^b'y+c'}=0,     ax-^by  +  c—k'\a'x-^b'y'\-c')=0, 
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le  rapport  k'  :  k".  Ce  rapport  se  désigne  par  la  notation  (0,PRAB), 
ou  encore  par  (prab)  lorsque  les  quatre  droites  sont  représentées  par 
les  lettres  p,  r,  a,  b.  Les  droites  OA,  OB  sont  appelées  conjuguées 
an  harmoniques  par  rapport  aux  droites  OP,  OR. 

Menons  une  transversale  quelconque  cou- 
pant les  quatre  droites  aux  points  P,  R,  A,  B, 
et  désignons  par  x'  et  y'  les  coordonnées  du 
point  P,  par  x"  et  y",  celles  du  point  R. 
Les  coordonnées  du  point  A  sont 

_x'  —  l'x"        _yl_-iXy'' 

•^1  A  y    •         Vt  A         Y    y 

Fig.  28.  ^  ^  ^         '^ 

et,  comme  ce  point  se  trouve  sur  la  droite  OA  ayant  pour  équation 

ax  +  by  +  c  —  k'{a'x  -f-  b'y  +  c')  =  0, 
on  a  la  relation 

ax'+by'+c-y{ax''+by''+c)-k'[a'x'+bY+c'--y{a'x''-^bY+c')]  =  0; 

par  suite  des  égalités 

ax  +  6t/'  -h  c  =.  0,       a V  +  b'y"  4-  c'  =  0, 

cette  relation  devient 

X'(ax"  -h  by"  +  c)  +  k'(a'x'  -H  b'y'  +  c')  =  0. 

On  aurait  de  môme,  en  représentant  par  X"  le  paramètre  du  point  B  : 

\"{ax"  H-  by"  +  c)  +  k"[a'x'  +  b'y'  +  0=0. 
De  ces  deux  égalités  on  déduit 

k'  :  k"  =  y  :  X". 

Le  rapport  anharmonique  de  quatre  droites  est  donc  égal  au  rapport 
anharmonique  des  quatre  points  de  section  des  droites  avec  une  transver- 
sale quelconque.  Par  suite, 

Si,  par  quatre  points  en  ligne  droite,  on  mène  quatre  droites  concou- 
rantes ou  parallèles,  le  faisceau  formé  a  un  rapport  anharmonique 
constant. 

Remarque.  —  Quatre  droites  peuvent  être  groupées  de  24  manières 
différentes  auxquelles   correspondent  trois   rapports  anharmoniques  G, 

1         0  —  1 

z -.,  — 7 — ,  appelés  rapports  fondamentaux.  Lorsqu'ils  sont  égaux,  les 

quatre  droites  forment  un  faisceau  équianharmonique. 


76.  —  Expression  du  rapport  anharmonique  de  quatre  droites.  — 

Supposons  les  quatre  droites  OA,  OB,  OC,  OD  données  par 

ax  -\-  by  +c  —  k'(a'x  -h  b'y  +  c')  =  0 

et  par  trois  équations  analogues  renfermant  les  paramètres  k",  k^  et  k^. 
Désignons  par  X',  X",  X^  et  X^  les  paramètres  des  points  d'intersection 
des  quatre  droites  avec  une  transversale  quelconque  PR  ;  d'après  ce  qu'on 
vient  de  dire,  on  a 

(0,ABCD)=(ABCD)  =  ^;^  :^l^^  =  '^;dL^ 

Donc,  si  les  droites  OC  et  OD  sont  conjuguées  anharmoniques  par 
rapport  à  OA  et  OB,  réciproquement  ces  dernières  sont  conjuguées 
anharmoniques  par  rapport  à  OC  et  OD  (73). 

Il  résulte  encore  de  ce  qui  précède  que,  si  l'une  des  droites  OC  ou  OD 
tend  vers  l'une  des  droites  OA  ou  OB,  sa  conjuguée  tend  également  vers 
la  même  droite  avec  laquelle  elles  coïncident  à  la  limite. 

Lorsque  tous  les  paramètres  k\  k'\  k^  et  k^,  ou  quelques-uns  seulement 
sont  imaginaires,  c'est-à-dire  quand  les  droites  correspondantes  issues  du 
point  réel  0  situé  à  distance  finie  ou  infinie  sont  imaginaires,  l'expression 
ci-dessus  est  encore  appelée  rapport  anharmonique  des  quatre  droites. 

77.  —  Rapport  anharmonique  des  quatre  droites  joignant  un  point 
réel  à  quatre  points  donnés.  —  Les  axes  de  coordonnées  étant  les  droites 
AA'  et  BB'  joignant  les  points  donnés  A  et  A',  B  et  B';  a  et  a'  désignant 
les  abscisses  des  points  A  et  A',  b  et  6'  les  ordonnées  de  B  et  de  B',  et 
a,  (3  les  coordonnées  réelles  de  M,  les  droites 

MA,  MA',  MB  et  MB'  ont  pour  équations  : 

2/-l3=-^(^-«),    t/-|3=-^(x-a), 

a — a  a. — u 

ce  Cf. 

et,  par  conséquent,  leur  rapport  anharmonique  a 
pour  expression  (76)  : 

jS          [6  —  b        (3         Ç>  —  b' 
a  — a  g      ^  g—  g  a      (a|3  +  bcf.  —  ab) (a'/3  +  b'cf.  —  ab') 


P     __  P  — /?  •      |3     __  (3—^'       (0(3  +  b'o:  —  ab')  (a'(3  +  ^g  —  a'b)' 
g  —  a'  g         g — a'  g 


—  re- 
cette formule  s'applique  au  cas  où  les  poinls  A  et  A',  B  et  B'  sont  des 
couples  de  points  imaginaires  conjugués,  ou  quand  Tun  des  couples  A 
et  A'  ou  B  et  B'  seulement  comprend  des  points  imaginaires  conjugués. 

78.  —  Rapport  harmonique.  —  Le  rapport  anharmonique  de  quatre 
points  ou  de  quatre  droites  est  dit  harmonique,  quand  il  est  égal  à  —  1. 

Les  points  ou  les  droites  désignés  dans  le  cas  général  sous  le  nom  de 
conjugués  ou  de  conjuguées  anharmoniques,  s'appellent,  dans  ce  cas  par- 
ticulier, conjugiiës  ou  conjuguées  harmoniques. 

Donc,  si  deux  points  ou  deux  droites  de  paramètres  k'  et  A;"  par  rapport 
à  deux  autres  points  ou  à  deux  autres  droites,  sont  conjugués  harmoniques 
par  rapport  à  ces  points  ou  à  ces  droites,  on  a  la  relation 

k'  :  k"  =  —  i       ou      /v'  =  —  k'\ 

laquelle  montre  que  les  paramètres  k'  et  k"  réels  ou  imaginaires  sont 
égaux  et  de  signes  contraires,  et  réciproquement. 

Si  les  points  ou  les  droites  de  paramètres  k'  et  k"  sont  en  même  temps 
imaginaires  conjugués,  ces  paramètres  k'  et  A"  doivent  être  de  la  forme 
wl/^^     et    —  nV—  1. 

En  désignant  par  k\  A",  k^,  k^  les  paramètres  de  quatre  points  ou  de 
quatre  droites  en  proportion  harmonique,  on  a  Tégalité 

^        ^-1  .  ^  —  ^a I 

OU,  en  développant, 

(k'  +  r)(A:,  +  A,)  =  2(A;T'  -f  ;^,A',), 
De  même,  entre  les  abscisses 

a: ,      X  ,      X,  =    ^_^   ,      X,  =    1  ^  ^   , 

de  quatre  points  en  proportion  harmonique,  on  a,  en  éliminant  A:, 

(x'  +  x"){z,  +  X,)  =  2(xV'  +  x,x,). 

De  ce  que  le  rapport  harmonique  (ABCD)  est  négatif,  on  conclut  que, 
les  quatre  points  étant  réels,  si  le  point  C  est  extérieur  au  segment  AB, 
son  conjugué  D  est  intérieur  au  même  segment. 

Des  égalités 

(A^BDC)  =  ^jj^ 1  =  (ABCD), 

on  conclut  que  Ton  peut  permuter  deux  conjugués  harmoniques. 
De  ce  que 

(ABCoo)  =  AC  :  BC, 
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on  conclut  que,   lorsque  le  point   D  s'éloigne   jusqu'à    l'infini,   on  a 
AC  =  GB.  Donc, 

Si  l'un  des  points  s'éloigne  jusqu'à  Vinfini  dans  un  sens  ou  dans  l'autre, 
son  conjugua  divise  en  deux  parties  égales  le  segment  déterminé  par  les 
deux  autres  points. 

79.  —  Relations  entre  les  segments  déterminés  par  quatre  points 
en  proportion  harmonique.  —  En  désignant  par  k'  et  k"  les  paramètres  de 
deux  points  réels  ou  imaginaires  A  et  B  par  rapport  aux  points  P  et  R,  on 
a  (5  et  8),  0  étant  le  milieu  du  segment  PK  : 

^    .  A_  _  JL  l^A  4-  f^"—^\  _  ^_  /o  _  1  _  M . 


PA      PB       PR\    A:'  r    /       PR\         k'       k' 

OA  V  OR  —  ?5    ^  +fe'  V  ^    ^  "^  ^"  —  ^    (1  +  k'){\  +  n 

2  '1— A;'       2   *1— r~   4    '  (i  ^  k')(i—k"y 

Lorsque  A  et  B  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  points  P 
et  R,  le  paramètre  k'  est  égal  à  —  k",  et  les  relations  ci-dessus  deviennent 

Lorsque  les  quatre  points  sont  réels,  le  produit  OA  X  OB  est  positif; 
par  suite  les  deux  points  G  et  D  sont  situés  tous  deux  du  même  côté  du 
point  0. 

Lorsque  P  et  R  sont  imaginaires  conjugués,  G  et  D  réels,  les  segments 
OG,  OD  sont  aussi  réels;  comme  la  quantité  PR^  est  alors  négative  (64) 
on  en  conclut  que  ces  segments  sont  de  signes  contraires  et  que,  par 
conséquent,  G  et  D  sont  situés  de  part  et  d'autre  du  point  0. 

80.  —  Théorèmes.  —  l.  Les  bissectrices  de  l'angle  de  deux  droites 
sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  à  ces  droites.  Elles  ont,  en  effet, 
pour  équations 

ax  +  by  '\-  c         a'x  -\-  b'y  +  d 


|/a2  —  2a^  cos  G  +  ^2  y^ii  _  2a'/?'  cos  0  +  b'^ 

IL  Sx  les  conjuguées  harmoniques  de  deux  droites  sont  rectangulaires, 
elles  sont  les  bissectrices  de  l'angle  des  droites.  Gar,  par  rapport  à  deux 
droites  choisies  comme  axes  de  coordonnées,  deux  conjuguées  harmo- 
niques ont  respectivement  pour  équations 

y  —  kx  =  0,      y  -h  kx  =  0; 
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lorsqu'elles  sont  rectangulaires,  on  a  (46) 

1— A;2  =  0      ou      ^'  =  1, 

et  leurs  équations  deviennent 

y  —  x  =  0,      y  +  x  =  0 

et  représentent  les  bissectrices  de  Tangle  des  axes  de  coordonnées  (52) 

III.  Les  conjuguées  harmoniques  par  rapport  à  deux  droites  rectan- 
gulaires  sont    également    inclinées    sur    ces  droites.   Les    conjuguées 

harnioniques 

y  —  kx  =  Of      y  +  kx^O 

sont,  en  effet,  également  inclinées  sur  les  axes  de  coordonnées  quand 
ceux-ci  sont  rectangulaires  (33). 

ËxERCicB.  —  Les  côtés  d'un  angle  de  30>,  ainsi  que  les  droites  isotropes  issues 
de  son  sommet,  forment  un  faisceau  équianharmonique. 

§  9m  —  Xraosversales* 


81.  —  Théorème  de  Ceva.  —  Prenons  sur  les  côtés  BC,  GA,  AB  d'un 
triangle  ABC,  trois  points  P,  Q,  R.  En  désignant  par  x'  et  y\  x"  et  y", 
x'"  et  y'"  les  coordonnées  des  sommets  A,  B,  G  du  triangle,  celles  des 
points  P,  Q,  R  sont 


.r"  —  \x'"      y''  —  hf 


.'/' 


.//' 


1 


X    ' 


■^   —  i^^     y^  —  fj-y  . 

1  —  a    '  1  —  a    ' 


X  —  vx 


n 


y  —  î^i/ 


'r 


i  — 


V 


1  — 


Représentons  aussi  par 

ax  +  bx  +  c  =  0,         a'x  4-  b'y  +  t*'  =  0, 
a"x  +  b"y  +  c"  =  0 

les  côtés  BG,  GA,  AB  du  triangle. 

La  droite  AP  passant  par  A  a  une  équa- 
tion de  la  forme 

a"x  H-  b"y  -4-  t"  —  k  (a'x  +  b'y  -f  c')  =  0. 

Si  Ton  exprime  que  cette  droite  passe  par 
le  point  P,  on  a  : 

a"x"  +  b"y"  4-  c"  —  X  [a"x"  +  b"x'"  4-  c") 

—  k[a'x"  +  b'y"  +  c'  —  \(ax"  +  b'y"  +  c')]  =  0, 
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Cette  relation  se  réduit  à 

X(aV"  +  by  -f  n  +  A:(aV  +  by  +  c')  =  0, 
et  l'éqaation  de  ÀP  est 
(a  V'+  bY+  c')  (a".x + ^^"î/  +  c")  +  X  (a''a;'"+  by+  c")  (a'o:  +  ^'2/  +  c') = 0 . 

De  môme,  les  équations  de  BQ  et  de  GR  sont  respectivement 

Ca'V" -h  bY"+  c")  (ax  +  by  +  c)  +  ii{ax'+  by'  +  c)[a"x  +  b"y  +  c")=0, 
(ûx'  +  by'  +  c)  (a'x  +  b'y  4-  c')  +  v  [a'x"  +  6't/"  +  c')  [ax  +  ^t/  +  c) =0. 

Multiplions  respectivement  ces  équations  par 

av[ax  +  ^'  +  c),         —  v(aV  +  /?'t/"  +  c'),         a'V"  +  />"y'"  +  c", 

et  ajoutons  membre  à  membre  ;  la  relation  que  Ton  obtient  est  identique- 
ment nulle  et  les  trois  droites  AP,  BQ,  CR  sont  concourantes  quand 

XtjLv  +  1=0        ou        Xy.v  =  —  i, 

ou,  encore,  quand  on  a  (5) 

GP       AQ       BR~         • 

Gette  condition  est  évidemment  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  trois 
droites  AP,  BQ,  GR  soient  concourantes.  Donc  : 

Si  Von  joint  les  sommets  d'un  triangle  à  un  point  de  son  plan,  les  trois 
droites  ainsi  obtenues  divisent  les  côtés  en  six  segments  tels  que  le  produit 
de  trois  d'entre  eux,  qui  n'ont  pas  d'extrémité  commune,  est  égal  au  produit 
des  trois  autres  et  réciproquement. 

Gomme  le  produit  X/jlv  des  paramètres  est  négatif,  les  trois  points  de 
section  P,  Q,  R  sont  tous  situés  sur  les  côtés  du  triangle,  ou  bien  il  y  en  a 
deux  sur  les  prolongements  de  ces  côtés. 

82.  —  Théorème  de  Menelaûs.  —  La  droite  PQ  qui  joint  les  points  P 
et  Q  a  pour  équation 


X,  y,  1 

x"—^'",y"—ly"\  1— X 
j^"—^x\x"'—ixy\  1  — f/. 


X,  2/,  1 

=   x" — Xux',  t/"  —  Xuj/',  1  —  hj. 
x"'  -y.x',y"'-iiy\  \-iJ. 


=  0. 


Elle  passe  donc  par  le  point  N  de  AB  ayant  pour  coordonnées 

x"  —  lux'  _  y"  —  W 

^  —  ~i—ia  '         ^^""    1— X^  ' 
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car,  en  remplaçant  x  eiy  par  ces  valeurs,  le  premier  membre  de  Téquation 
ci-Klessus  est  identiquement  nul,  le  déterminant  qui  le  constitue  ayant  alors 
deux  lignes  identiques. 

On  trouverait  de  la  môme  manière  les  coordonnées  des  points  de  ren- 
contre L  et  M  des  droites  BC  et  QR,  CA  et  RP;  ce  sont  respectivement 


X     —  avx 


y"'  -  m" 


1  [IV     '  1  —  /xv 

La  droite  LM  a  donc  pour  équation 


et 


x'  —  vlx'"     y'  —  vly"' 
i  _  vX    '        1  —  vX 


X,  '         y,  i 

x'"—ixvx'\  y"'—iJ.vy'\  1  —  iiv 
x'  —  yXx'",  y'  —  vXi/'",  1  —  vX 


X,  y,  1 

x'_X^vV,  t/'-.X^v3^",  1  -X^v2 
x'—v'kc'",   y—v\y"\    1  — vX 


=  0. 


Le  premier  membre  de  cette  équation  s'annule  quand  on  remplace  x  et 
y  par  les  coordonnées 


x' 


Xf/v^x 


2^" 


y'-X^vV 


1  —  Xuv2    ' 


1  —  X^v2    ' 

d'un  point  N'  de  AB;  par  suite,  LM  passe  par  ce  point.  Le  point  N'  coïn- 
cide avec  N,  c'est-à-dire  les  trois  points  L,  M,  N  sont  en  ligne  droite  quand 
on  a 


^i"'" = V 


ou 


X2|:jlV=1,       ou  encore,       X^v  =  ±  1. 
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Les  paramètres  des  points  L,  M,  N  étant  respectivement  ~ ,  7^,5--  ont 

alors  pour  produit  l'unité,  et  l'on  a 


Donc  : 


BL       CM       AN 
CL       AM       BN  ~ 


Les  points  de  section  L,  M,  N  des  côtés  d'un  triangle  avec  une  trans- 
versale ^  divisent  ces  côtés  en  six  segments  tels  que  le  produit  de  trois  d'entre 
eux,  qui  n'ont  pas  d'extrémité  commune,  est  égal  au  produit  des  trois  autres, 
et  réciproquement. 

Le  signe  plus  du  second  membre  de  l'égalité  ci-dessus  montre  qu'un 
seul  des  points  d'intersection  des  côtés  avec  la  transversale,  ou  tous  les 
trois  à  la  fois,  sont  situés  sur  les  prolongements  de  ces  côtés. 

Dans  le  cas  où  l'on  a  la  relation 

Xuy  =  — 1, 

c'est-à-dire,  lorsque  les  trois  droites  AP,  BQ,  CR  se  coupent  en  un  point, 
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L,  M  el  N  sont  respectivement  les  conjugués  harmoniquees  des  points 
P,  Q,  R  par  rapport  aux  couples  de  sommets  B  et  C,  G  e!  A,  A  et  B,  et 
réciproquement.  Car,  on  a  dans  ce  cas  : 

1  =  — X  1-  =  —  1  =  —  ^ 

piv  '  vX  •  '  Xa 

On  en  conclut  donc  le  théorème  suivant  : 

Les  droites  AP,  BQ,  CR,  qui  joignent  un  point  0  aux  trois  sommets 
d'un  triangle,  coupent  les  côtés  aux  points  P,  Q,  R,  tels  que  leurs  conjugués 
harmoniques  par  rapports  aux  couples  de  sommets  B  et  C,  G  et  A,  k  et  B 
soient  en  ligne  droite. 

Cette  droite  est  dite  harmoniquement  associée  au  point  0. 

83.  —  La  relation  Xav  =  —  1  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  trois 
droites  AP,  BQ,  CR  soient  concourantes  et  pour  que  les  conjugués  harmo- 
niques L,  M,  N  des  points  P,  Q,  R  soient  en  ligne  droite,  peut  encore 
exister  quand  deux  des  trois  paramètres  X,  ^,  v  sont  imaginaires  et  respec- 
tivement de  la  forme  nV —  1  et  w'|/ —  1.  Si  nous  supposons  a  et  v  ima- 
ginaires, les  points  Q  et  R  sont  imaginaires  ainsi  que  leurs  conjugués  har- 
moniques M  et  N.  De  plus,  les  couples  de  droites  QN  et  RM,  QR  et  MN 
sont  imaginaires  conjuguées,  les  points  Q  et  M,  R  et  N  étant  imaginaires 
conjugués  (68  et  78). 

84.  —  Propriétés  du  quadrangle  et  du  quadrilatère.  —  Les  deux 
couples  de  points  Q  et  M,  R  et  N  forment  un  quadrangle  ayant  pour 
côtés  opposés  QR  et  MN,  MQ  et  RN,  QN  et  RM.  La  droite  LP  étant 
divisée  harmoniquement  aux  points  C  et  B,  on  en  conclut  le  théorème  : 

La  droite  joignant  deux  points  diagonaux  correspondant  à  deux  couples 
de  côtés  est  divisée  harmoniquement  par  les  deux  autres  côtés. 

De  même,  les  couples  de  droites  PQ  et  PM,  QL  et  ML,  issues  des  points 
P  et  L,  forment  un  quadrilatère  ayant  pour  diagonales  QM,  RN  et  LP; 
et,  comme  les  points  L,  P,  C,  B  sont  en  proportion  harmonique,  on  a  : 

L'une  quelconque  des  diagonales  d'un  quadrilatère  est  divisée  harmo- 
niquement par  les  deux  autres. 

Ces  propriétés  s'appliquent  évidemment  aux  quadrangles  que  l'on  peut 
former  av^c  deux  des  trois  couples  de  points  Q  et  M,  R  et  N,  L  et  P, 
même  lorsque  les  deux  premiers  couples  de  points  sont  imaginaires  conju- 
gués (68);  ainsi  qu'aux  quadrilatères  ayant  pour  côtés  deux  des  trois 
couples  de  droites  suivants,  QN  et  RM,  QR  et  MN,  QM  et  RN,  même 
lorsque  les  droites  des  deux  premiers  couples  sont  imaginaires  conjuguées. 
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86.  —  Triangles  homologiques.  —  On  appelle  triangles  homotogiques  ou 
perspectifs,  deux  triangles  dont  les  sommets  sont  situés  deux  à  deux  sur  trois 
droites  concourantes  ou  parallèles. 

I^  point  de  concours  de  ces  trois  droites  s'appelle  centre  (Thomologie  ou 
de  perspective;  il  peut  être  situé  à  l'infini. 

Deux  sommets  en  ligne  droite  avec  le  centre  d'homologie  sont  dits  homologues. 

Les  côtés  homologues  sont  ceux  qui  joignent  les  sommets  homologues. 

86.  —  Théorème.  —  Les  côtés  homologues  de  deux  triangles  homotogiques 

se  rencontrent  en  trois  points  L, 
M,  ^  situés  sur  une  droite  appelée 
axe  d'homologie. 

Désignons  par  a  et  {3,  x'  et  i/, 
x'*  et  y'\  x'"  et  y"'  les  coordonnées 
des  points  0,  A,  B,  C;  par 

o^  Ix' 

1  -  r 


et 


1-X  ' 


]xX' 


a  —  v.T 


/// 


1  — 


et 
et 


i  — V 


frt 


celles  des  points  P,  Q,  R,  sommets  du  second  triangle  PQR  homologique  au 
triangle  ABC. 
L'équation  de  la  droite  PQ  est 


a  ~  \x\     p  -  \y\     1  -  X 

a  —  (A.r",     p  —  {xy",     1  —  [JL 


X, 


?/. 


ix'  —  fjur",    \y'  -  jii/",    X  —  fx  I  =  0. 


La  droite  PQ  passe  donc  par  le  point  N  de  AB  ayant  pour  coordonnées 


x  = 


Ix'  —  ^x" 

X  —  [X 

et  pour  paramètre  le  rapport  {x  :  X. 


y 


Xy'^fxT 
X-V    ' 


On  trouverait  de  même  que  les  paramètres  des  points  L  et  M  de  section  des 
couples  de  côtés  BC  et  QR,  CA  et  RP  sont  respectivement  les  rapports  v  :  (x  et  X  :  v. 
Le  produit  de  ces  trois  paramètres  est  donc  l'unité.  Conséquemment,  les  trois 
points  L,  M,  N  sont  en  ligne  droite  (82). 

87.  —  RÉCIPROQUEMENT,  si  Ics  côtés  de  deux  triangles  se  coupent  deux  à 
lUx  en  trois  points  en  ligne  droite,  leurs  sommets  correspondants  sont 

tiiàsi  Rur  troiR  drnitpn  mnrjïnrnntp.s  nn  nnrnilpJp.s   p.t.  Ipr  dpiifr  tvinnnips  snnf 


deux 


situés  sur  trois  droites  concourantes  ou  parallèles,  et  les  deux  triangles  sont 
homologiques. 
Représentons  les  côtés  BC,  CA,  AB  du  triangle  ABC  par  les  équations 


ax 


+  ^y  -f  c  =  0,     a'x  +  b'y  +  c'  =  0,     a'\x  +  b"y  +  c"  =  0, 
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et  la  droite  donnée  par 

Ax  +  By  +  C=-0. 

Les  équations  des  côtés  QR  et  RP  sont  donc 
ax  +  by  +  c-  X'(Aa;  +  B.v  +  C)  =  0,    a'x  +  b'y  +  c'-^^'iAx  +  By  +  C)  =  0. 
Par  suite,  la  droite  CR  est  représentée  par 

lxf[ax  +  hy  +  c-y{Ax  +  By  +  Q]-r[a'x  +  b'y  +  c''^^'{Ax  +  By  +  Q]  =  0, 

ou  encore  par 

lj.'(ax  +  by  +  c)  —  Wa'x  +  b'y  +  c')  =  0. 

Les  droites  AP,  BQ  ont  de  même  pour  équations  : 

v'(a'^  +  b'y  +  c')  -  |j.'(fl"a;  +  b"y  +  c")  =  0, 
r{a"x  +  b"y  +  c")  —  w'{ax  +  by  +  c)  0. 

Multipliant  ces  équations  respectivement  par  v'»  X\  \ff  et  ajoutant  membre  à 
membre,  on  obtient  une  identité  ;  les  droites  AP,  B(î  et  CR  sont  donc  concou- 
rantes ou  parallèles  (42). 

Exercices.  —  1.  Les  cercles  décrits  sur  les  trois  diagonales  d'un  quadrilatère 
comme  diamètres  ont  deux  points  communs. 

2.  Les  milieux  de  ces  diagonales  sont  en  ligne  droite. 

3.  Les  points  symétriques,  par  rapport  aux  milieux  des  côtés  d'un  triangle,  des 
points  d'intersection  de  ces  côtés  avec  une  sécante  quelconque,  sont  en  ligne  droite. 

4.  Si  les  droites  qui  joignent  les  sommets  du  triangle  aux  points  d'inter- 
section de  la  sécante  avec  les  côtés  opposés  sont  concourantes,  il  en  est  de 
même  des  droites  qui  joignent  les  sommets  du  triangle  aux  symétriques  des 
premiers  points. 

5.  On  joint  un  point  M  aux  trois  sommets  A,  B,  G  d'un  triangle;  les  couples  de 
bissectrices  extérieures  et  intérieures  des  angles  AMB,  BMC,  CMA  coupent  respec- 
tivement les  côtés  AB,  BC,  CA  en  six  points  situés  trois  à  trois  sur  quatre  droites. 

§  •%•  —  Ponctuelles  et  ralseeaux.  iiomo^raphlquee. 

88.  —  Ponctuelles  et  faisceaux.  —  On  appelle  ponctuelle  l'ensemble 
des  points  réels  ou  imaginaires  d'une  droite  réelle,  et,  faisceau,  l'ensemble 
des  droites  réelles  ou  imaginaires  passant  par  un  point  réel. 

La  droite  et  le  point  s'appellent  respectivement  support  de  la  ponctuelle 
et  centre  du  faisceau  ;  ils  peuvent  être  situés  à  distance  finie  ou  infinie. 
Les  différents  points  de  la  ponctuelle  et  les  différentes  droites  du  faisceau 
en  sont  les  éléments. 

Si  x'  et  y\  x"  et  y"  sont  les  coordonnées  de  deux  points  P  et  R  réels 
ou  imaginaires  conjugués  (67), 

x'  —  kx"        y'  —  ky" 


\—k'  \  —  k 
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sont  celles  d'un  point  A  qui  décrit  une  ponctuelle  ayant  pour  support  la 
droite  réelle  PR,  quand  on  fait  varier  k. 
De  môme,  si 

ax  -^  by  +  c  =  0,      a'x  -f  b'y  +  c'  =  0, 

sont  les  équations  de  deux  droites  réelles  ou  imaginaires  conjuguées,  la 

suivante 

ax  +  by  -^^  c  —  k  {a'x  -^  by  -\-  c')  =  0 

où  k  est  variable,  représente  une  droite  engendrant  le  faisceau  ayant  pour 
centre  le  point  commun  aux  droites  ci-dessus. 

89.  ■—  Ponctuelles  et  faisceaux  homographiques.  —  Si,  entre  les 
paramètres  k  et  A-'  de  deux  points  A  et  A'  ou  de  deux  droites  a  et  a\ 
respectivement  situés  sur  deux  droites  PR,  P'R',  ou  passant  par  deux 
points  0  et  0',  on  a  la  relation 

mkk'  +  /ik  +  h'k!  +  /  =  0,  (1) 

où  les  coefficients  m,  k,  h\  l  sont  réels  et  tels  que  Im  —  hh'  ^  0,  les 
deux  points  A  et  A'  ou  les  deux  droites  a  et  a'  engendrent  deux  ponctuelles 
ou  deux  faisceaux  homographiques. 

A  toute  valeur  de  A'  correspond  une  seule  valeur  de  k,  et  réciproquement. 
Les  deux  points  A  et  A',  ou  les  deux  droites  a  et  a'  qui  se  correspondent, 
sont  appelés  points  ou  droites  correspondants,  ou  simplement  éléments 
correspondants  des  deux  ponctuelles  ou  faisceaux. 

Dans  le  cas  où  la  différence  /m  —  hh'  est  nulle,  la  relation  précédente 
peut  s'écrire,  quand  m  est  différent  de  zéro 

niH'k'  +  mhk  -f  mh'k'  +  hh'  =  0, 
ou  encore  (mk'  +  h)  (mk  +  h')  =  0, 

et  représente  deux  éléments  ayant  pour  paramètres  les  rapports 

—  h  :  m      et      —  h'  :  m. 

Si,  en  môme  temps,  m  est  nul,  la  relation  (1)  représente  l'élément  dont 
le  paramètre  est    —  l  :  h,  ou  —  l  :  h',    suivant  que  h'  ou  h  est  nul. 

On  dit  que  deux  systèmes  homographiques  ont  un  élément  uni,  quand 
un  élément,  considéré  comme  appartenant  à  l'un  des  systèmes,  est  son 
propre  correspondant  dans  l'autre. 

Si  deux  ponctuelles  ou  deux  faisceaux  homographiques  ont  un  élément 
uni,  cet  élément  est  le  point  d'intersection  des  deux  supports  ou  la  droite 
qui  joint  les  deux  centres. 
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90.  —  Propriété  fondamentale  des  ponctuelles  et  des  faisceaux  homo- 
graphiques.  —  Dans  deux  systèmes  homographiques,  ponctuelles  ou 
faisceaux,  le  rapport  anharmonique  de  quatre  éléments  de  Vun  d'eux  est 
égal  au  rapport  anharmonique  des  quatre  éléments  correspondants  de 
Vautre. 

En  désignant  par  Aj,  /c,,  fe,,  k^  les  paramètres  de  quatre  éléments  de 

l'un  des  systèmes,  on  obtiendra  les  paramètres  k\ ,  k\^  k\^  k\  des  éléments 

correspondants  de  l'autre,  ne  remplaçant  successivement  k  par  /c, ,  A:,,  k^,  k^ 

dans  l'expression 

hk  +  l 

mk  +  h'' 
On  a  ainsi 

,   .,   _  hk^  +  l hkt  -i-  l  _     (A;,  —  k^)  {Im  —  hh') 

^'  «  ~  rwA:3  +  /i'       mk,  4-  k'  ~  {mk,  -f-  h')  (mk^  -f  h')' 

De  même 

,  _   ,   ^  (fca  —  fes)  (^^  —  ^^0 
*       ^       (mk^  +  h')  {mk^  -f  h')' 
En  divisant,  on  obtient 

k\  —  k\ k,  —  A:,     mk^  +  h^ 

k\  —  k\       A:,  —  k^    mk,  +  h'' 

Par  conséquent,  on  a  aussi  : 

k\  —  k\ k,  —  k^     mk^  +  h' 

k\  —  k\  ~  k^  —  k,  '  mk,  +  W' 
par  suite, 

^  1  ft  3    .    ^  1   ^4   __  ^1  ^3    .    ^1  ^4     ^ 

«t    •    ■  "^    3  /ta    /C    J  «f  J  »to  ^J  '•'4 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

Réciproquement,  si  le  rapport  anharmonique  des  quatre  éléments 
a,  b,  c,  k  d'une  ponctuelle  ou  d'un  faisceau  est  égal  au  rapport  anhar- 
monique des  quatre  éléments  a',  b',  c',  k'  d'wie  autre  ponctuelle  ou  d'un 
autre  faisceau,  les  éléments  de  paramètres  k  et  k'  engendrent  deux 
systèmes  homographiques. 

Car,  en  développant  la  relation 

a  —  c    a  —  k a'  —  c'    a'  —  A;'  a-^k  ^  a'  —  k' ^ 

r=^  •  F^=i  ""  b'  —  c'  '  F"=^'    ^"    r-=i  •  F^^'  ~  ' 

on  obtient  la  suivante, 

(1  —  B)kk'  —  (6'  +  Qa')k  —  (a  -f  Ob}k'  +  ab'  —  Oba'  =  0 
de  la  forme  (1).  Et,  comme  dans  cette  relation. 
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hh'—  Im  =  (b'  +  Ôa')  (a  +  Qb)  —  (1  —  G)  {ab'—  Qba')  =  B(a  —  b)  (a—  b') 

est  une  quantité  généralement  différente  de  zéro,  il  s'ensuit  que  les 
éléments  k  et  k!  engendrent  deux  systèmes  homographiques. 

Il  est  facile  de  voir  que,  dans  ces  systèmes,  les  éléments  ayant  pour 
paramètres  a  et  a',  b  et  b\  c  et  c'  se  correspondent;  les  hypothèses 

k'  =  a\      k'  =  b\      k'  =  & 

introduites  successivement  dans  la  relation  ci-dessus  donnent,  en  effet, 

k  =i  Uy      k  =  b,      k  =  c. 

91.  —  Il  résulte  de  ce  théorème  que  deux  systèmes  homographiques 
sont  complètement  déterminés,  quand  on  connaît  trois  couples  d'éléments 
correspondants  quelconques. 

Il  résulte  aussi  que,  si  deux  points  K  et  K'  se  meuvent  respectivement 
sur  deux  droites  oXy  o'x'  de  manière  que  leurs  abscisses  x  et  x'  satisfassent 
à  la  relation 

mxx'  -f"  hx  +  h'x'  +  ^  =  0      où  l'on  a      hh'  —  /m  ^  0, 

ces  points  engendrent  deux  ponctuelles  homographiques. 

Car  si  l'on  désigne  par  À,  B,  G  trois  positions  particuUères  quelconques 
de  K  et  par  A',  B',  C,  trois  positions  correspondantes  de  K',  on  voit,  en 
faisant  des  calculs  analogues  à  ceux  du  n*^  90,  que 

(ABGK)  =  (A'B'C'R'). 

92.  —  Relation  entre  les  segments  de  deux  ponctuelles  homogra- 
phiques. —  En  faisant  A;'  =  1  dans  la  relation 

mkk'  +  hk  +  h'k'  +  /  =  0, 
on  obtient 

^'~      m  +  /i' 

paramètre  du  point  limite  J  de  la  ponctuelle  k,  correspondant  au  point 
de  la  ponctuelle  k'  situé  à  l'infini.  De  même,  le  point  limite  V  de  la 
ponctuelle  k\  qui  correspond  au  point  de  la  ponctuelle  k  situé  à  l'infini, 
a  pour  paramètre 

^'~       m  +  h" 

Dans  le  cas  où  m  +  ^  +  /i  +  /l' ^  0,  c'est-à-dire  quand  les  points  J 
et  r  ne  sont  pas  à  l'infini,  on  a,  en  désignant  par  A  et  A',  B  et  B'  deux 
couples  de  points  correspondants  et  à  et  à'  les  segments  PR,  P'R'  : 

(ABJoo)  =  (A'B'ooI')=.^^^^. 
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ou  encore 

(ABJooj(A'BToo)  =  l. 

Développée,  cette  égalité  prend  la  forme 

JA  X  TA'  =  JB  X  TB', 

et  exprime  que  le  produit  des  segments  JA,  FA',  distances  de  deux  points 
correspondants  quelconques  A  et  A'  aux  points  des  deux  ponctuelles  qui 
correspondent  à  ) Infini  dans  chacune  d'elles,  est  constant. 

Si  le  paramètre  de  B  est  nul,  celui  de  B'  sera  —  l  :  h^;  par  suite  (8), 

h'-i-  l  l         h  +  l 


^       m  +  h       V^  h'iy  ^  m  +  h'] 

—  [h'  -f  l)[l{m  -f  h')  —  h'(h  +  0U>,_  hW  —  Im  .., 

(m  +  /  +  /i  +  h'f{h'  -h  /)       ^^  ~  (m  +  /  +  /i  +  /i')^  '      ' 

Lorsqu'on  a  la  relation 

m  +  ^  +  /i  +  /i'  =  0, 

les  paramètres  k^  et  k\  valent  tous  deux  l'unité.  Dans  ce  cas,  les  points  J 
et  r  sont  à  l'infini,  et  l'on  peut  dire  que  les  points  à  l'infini  des  deux 
ponctuelles  se  correspondent. 

88.  —  Ponctuelles  semblables.  —  En  désignant  par  A  et  A',  B  et  B', 
K  et  K'  trois  couples  de  points  carrespondants,  on  a,  dans  le  cas  où  les 
points  J  et  T  sont  à  l'infini 

(ABKoo)  =  (A'B'K'oo), 

ou  encore,  en  développant, 

AR  :  BK  =  A'K'  :  B'K'      ou      AK  :  A'R'  =  BK  :  B'K'. 

Deux  segments  correspondants  AK,  A'K'  sont  donc  dans  un  rapport 
constant  et  les  ponctuelles  sont  dites  semblables. 

Ce  rapport  est  facile  à  calculer  ;  il  suffit  de  donner  respectivement  aux 
points  A  et  A',  K  et  K'  les  paramètres 

"'         ft"  h'      ' 

et  on  a  (8) 

L  _1 

AK.AK=— --j-.o.  —  -yo  =  -  Y+T  w  -  irrr  W 
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Lorsque  ce  rapport,  en  valeur  absolue,  est  égal  à  Tunité,  les  ponctuelles 
sont  dites  égales. 

Réci'proquemeniy  deux  ponctuelles  semblables  ou  égales  sont  homo- 
graphiques. 

Car  si  A  et  A',  B  et  B',  C  et  G',  K  et  K'  sont  quatre  couples  de  points 
de  deux  ponctuelles  semblables  ou  égales,  on  a 

AC  :  BC  =  A'C  :  B'C,       AK  :  BK  =  A'K'  :  B'K'; 

par  suite, 


|^:||      ou      (ABCK)=^:|^,      ou      (A'B'GX). 

94.  —  Faisceaux  directement  ou  inversement  égaux.  —  En  désignant 
par  x'  et  y\  x"  et  y"  les  coordonnées  des  points  0  et  0',  les  droites  OK, 
O'K',  ayant  pour  équations  en  coordonnées  rectangulaires 

y  —  y'  =  k{x  —  x'),      y  —  y"  =  k'ix  —  x"U 

engendrent  deux  faisceaux  homographiques,  quand  les  coefficients  angulaires 
k  et  k'  satisfont  à  la  relation 

mkk'  4-  hk  4-  h'k'  -f  /  =  0,       dans  laquelle       hh'  —  Im  :C:  0. 

Quand,  dans  cette  relation,  on  fait 

h  -\-  h'  =  0,        l  —  m  =  0, 
elle  devient 

mkk'  +  li(k  —  k')+  ?w  =  0. 

Elle  peut  encore  se  mettre  sous  Tune  des  formes 

suivant  que  h  n'est  pas  ou  est  nul;  elle  exprime,  par  conséquent,  dans 
tous  les  cas,  que  deux  droites  correspondantes  quelconques  OK,  O'R' 

forment  un  angle  constant  ou  sont  parallèles. 
En  représentant  par  OA,  O'A'  deux  autres 
droites  correspondantes,  on  voit  immédia- 
tement que  Tangle  AOK  est  égal  à  Tangle 
A'O'K'.  Les  deux  faisceaux  sont  donc  décrits 
par  les  droites  OK,  O'K'  faisant  avec  deux 
droites  fixes  OA,  O'A'  des  angles  égaux. 
Ces  angles  étant  décrits  dans  le  même  sens 
par  les  droites  OK,  O'K',  les  deux  faisceaux 
Fig.  32.  sont  dits  directement  égaux. 
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Lorsque  h  =  h\        ^  4-  m  =  0, 

la  relation  (1)  s'écrit 

mkk!  +  h{k  +  A;')  —  m  =  0, 

ou  encore,  respectivement 

k  '\-  W  m 

\—kk'~  lî' 


kk'—\==Q, 


suivant  que  k  est  ou  n'est  pas  nul,  et  exprime,  dans  tous  le  cas,  que  la 
somme  des  angles  que  forment  deux  droites  correspondantes  avec  une 
direction    fixe    est    con- 
stante. Quand  l'angle  XOK  ICj 
diminue,    l'angle    X'O'R'                   A 
augmente  de  la  même  quan- 
tité  et   inversement.    Les 
droites  OA,  O'A'  étant  aussi 
deux    droites    correspon- 
dantes,  les   angles  AOK, 
A'O'K'    sont     égaux;     et 

comme  ces  angles  sont  décrits  en  sens  contraires  par  les  droites  OK  et  O'R', 
les  faisceaux  qu'elles  engendrent  sont  dits  inversement  égaux, 

§  ^m  —  Ponctuelles  et  Teilseeciux  projeetlfs. 

96.  —  Projection  et  section.  —  On  projette  une  ponctuelle  d'un 
point  donné,  en  joignant  par  des  droites  les  différents  points  de  la  ponctuelle 
au  point  donné. 

Une  ponctuelle  est  donc  projetée  par  un  faisceau  de  droites. 

Un  faisceau  de  droites  est  cowpé  par  une  sécante  suivant  une  ponctuelle. 

86.  —  Ponctuelles  et  faisceaux  perspectifs.  —  Deux  ponctuelles 
homographiques  sont  dites  perspectives^  lorsqu'elles  sont  les  sections  d'un 
même  faisceau. 

Deux  faisceaux  homographiques  sont  dits  perspectifs,  lorsqu'ils  pro- 
jettent une  même  ponctuelle  de  deux  points  différents. 

Une  ponctuelle  et  un  faisceau  sont  perspectifs,  quand  la  ponctuelle  est 
une  section  du  faisceau. 

97.  —  Théorème.  —  Deux  systèmes  homographiques  qui  ont  un 
élément  uni  sont  perspectifs. 
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Fig.  34. 


En  effet,  en  désignant  par  A  l'élément  uni  et  par  0  le  point  de  rencontre 

des  droites  BB'  el  GC  joignant  les  couples  de 
points  correspondants  B  et  B',  G  et  G'  de  deux 
ponctuelles  homographiques,  on  voit  que,  si  K 
est  un  point  de  la  première,  le  point  K',  situé 
sur  la  droite  OK,  est  son  correspondant  dans  la 
seconde  (90). 

De  même,  si  la  droite  PR  ou  ;;  est  l'élément 
uni  de  deux  faisceaux  homographiques,  el  AB  la 
droite  joignant  les  points  d'intersection  A  et  B 
des  couples  de  droites  correspondantes  a  et  a\ 
b  et  b\  on  voit  immédiatement  que  la  droite  PC 
ou  c  du  premier  faisceau  a  pour  correspondante 
la  droite  RG  ou  c'  du  second. 

Ge  théorème  est  une  conséquence  de  la  pro- 
priété  anharmonique   des   ponctuelles  et  des 

faisceaux  homographiques.  Le  point  0  peut  être  à  Tintini,  ainsi  que  la 

droite  ABG. 

98.  —  Théorème.  —  Deux  ponctuelles  homographiques  sont  pei^spec- 
tives  à  une  même  ponctuelle,  et  réciproquement. 

Soient,  en  effet,  les  deux  ponctuelles  homographiques  A,  B,  G,  ...  K  et 
A',  B',  G',  ...  R',  et  joignons  deux  points  quelconques  correspondants  B 
et  B';  prenons  sur  celte  droite  deux  points  P  et  P',  et  considérons  les  fais- 
ceaux formés  par  les  droites  joignant 
les  points  P  et  P'  aux  points  corres- 
pondants des  deux  ponctuelles.  Ces 
deux  faisceaux  étant  homographiques 
(90)  el  ayant  un  élément  uni,  la  droite 
PP',  sont  perspectifs;  leurs  éléments 
correspondants  se  coupent  donc  sur 
une  môme  droite. 

De  même,  deux  faisceaux  homo- 
graphiques sont  coupés  par  deux 
droites  suivant  deux  ponctuelles  homographiques  qui  sont,  ainsi  qu'il  vient 
d'être  démontré,  les  sections  de  deux  faisceaux  perspectifs  ;  car,  si  OK  et 
OK'  engendrent  deux  faisceaux  homographiques,  les  droites  PK,  P'K'  se 
coupent  toujours  sur  la  droite  A,B,G,...K,. 

99.  —  Ponctuelles  et  faisceaux  projectifs.  —  La  relation,  qui  existe 
entre  les  éléments  de  deux  ponctuelles  ou  de  deux  faisceaux  homogra- 


Kig.  35. 
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phiques,  est  donc  telle  que  Tun  des  deux  systèmes  peut  se  déduire  géomé- 
triquement de  l'autre  à  Taide  des  opérations  que  nous  avons  appelées 
section  et  projection.  Aussi  les  ponctuelles  homographiques,  de  même  que 
les  faisceaux  homographiques,  prennent-ils  généralement,  en  géométrie,  les 
noms  de  ponctuelles  projectives,  faisceaux  projectifs. 
Nous  emploierons  ces  deux  expressions  dans  la  suite. 

100.  —  Théorèmes.  —  I.  Deux  ponctuelles  projectives  à  une  ponc- 
tuelle donnée  sont  projectives  entre  elles. 

En  effet,  supposons  que  la  ponctuelle  P  soit  projective  aux  ponctuelles 
M  et  N  ;  d'après  ce  qui  précède,  les  ponctuelles  P  et  M,  P  et  N  sont  respec- 
tivement perspectives  à  deux  ponctuelles  M'  et  N\  lesquelles  sont,  par 
conséquent,  projectives  (98).  Par  suite,  il  en  est  de  môme  de  M  et  de  N. 

II.  Deux  couples  de  ponctuelles  M  et  M',  N  et  N'  projectives  entre  elles 
étant  données,  si  les  ponctuelles  M  et  N  sont  projectives,  il  en  sera  de 
même  de  M'  et  de  N' . 

En  effet,  les  ponctuelles  M  et  M',  M  et  N  étant  projectives,  on  conclut, 
d'après  le  théorème  précédent,  que  les  ponctuelles  M'  et  N  sont  aussi  pro- 
jectives; il  s'ensuit  donc  que,  d'après  le  même  théorème.  M'  et  N'  sont 
projectives  entre  elles. 

Ces  deux  théorèmes  s'appliquent  évidemment  aux  faisceaux  projectifs. 

101.  —  Ponctuelles  et  faisceaux  projectifs  superposés.  —  Lorsque 
deux  ponctuelles  ou  deux  faisceaux  projectifs  ont  respectivement  même 
support  ou  même  centre,  ils  sont  dits  superposés.  On  peut  alors  rapporter 
leurs  éléments  à  deux  points  P  et  R  du  support  ou  à  deux  droites  fixes 
passant  par  le  centre  commun. 

Deux  ponctuelles  ou  deux  faisceaux  projectifs  superposés  sont  donc 
encore  définis  par  la  relation 

mkk'  +  hk  +  h'k'  +  /  =  0,        dans  laquelle        Im  —  hW  ^  0. 

Deux  ponctuelles  semblables  superposées  sont  telles  que 

/  +  m  +  /i  +  /i'  ==  0. 

Si  les  segments  correspondants  ont  même  sens,  les  ponctuelles  sont 
directement  semblables;  elles  sont  inversement  semblables  dans  le  cas 
contraire. 

Deux  faisceaux  directement  égaux  superposés  sont  tels  que  deux  droites 
correspondantes  forment  un  angle  constant  (94).  Ils  sont  donc  engendrés 
par  les  côtés  d'un  angle  tournant  autour  de  son  sommet. 
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Deux  faisceaux  inversement  égaux  superposés  sont  tels  que  deux  droites 
correspondantes  font  avec  un  rayon  fixe  des  angles  égaux,  ou  sont  symé- 
triques, par  conséquent,  par  rapport  à  deux  rayons  rectangulaires. 

102.  —  Éléments  doubles.  —  Quand  un  élément  de  Tun  des  systèmes 
est  son  propre  correspondant  dans  Tautre,  il  porte  le  nom  d'élément  double. 
Ces  éléments  sont  donc  déterminés  par  Téquation 

m/c2  +  (h  +  h')k  +  ^  =  0, 

dont  les  racines 

—  (/i  +  h')  ±  y  (h  +  h'f  —  4/m 

2m 

sont  réelles  ou  imaginaires.  Il  y  a  donc  toujours  deux  éléments  doubles 
réels  ou  imaginaires  conjugués. 
Lorsqu'il  s'agit  de  ponctuelles  semblables  superposées 

i  +  m  +  /i  +  /i'  =  0, 

et  les  racines  de  l'équation  du  second  degré  ci-dessus  deviennent 

l-\-m±U  —  m)  l       . 

^ ou         —  etl. 

2m  m 

L'un  des  points  doubles  est  donc  à  l'infini. 

L'autre  y  est  également  quand  l  =  m\  dans  ce  cas,  le  rapport  des  deux 
segments  correspondants  est  (93)  [h  +  /)  :  (/i  +  m)  ou  4,  et  les  ponc- 
tuelles sont  directement  égales. 

Si  deux  faisceaux  superposés  directement  égaux  sont  rapportés  à  deux 
axes  rectangulaires  se  coupant  en  leur  centre  commun,  ayant  pour  coor- 
données x'  et  y',  leurs  droites  doubles  sont  représentées  par  les  équations 


y  —  y'=±  V—  1  {X  —  x'), 

car  /î.  -f-  A'  =  0  et  /  =  m. 

Deux  faisceaux  directement  égaux  superposés  ont  donc  pour  droites 
doubles,  les  trois  isotropes  issues  du  centre  commun. 

Dans  le  cas  des  faisceaux  inversement  égaux,  on  a 

h  —  h'  =  0        et        /-fm  =  0; 
les  droites  doubles  sont  donc  représentées  par 


—  h±  Vh^  +l\  ,. 

y  —  y  = {x  —  x'). 
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Ce  sont  des  droites  toujours  réelles  et  rectangulaires,  car  le  produit  de 
leurs  coefficients  angulaires  est  —  l^  :  m^  ou  —  1 ,  ce  qui  est  évident  après 
ce  que  nous  avons  dit  (101). 

108.  —  Théorème.  —  Le  rapport  anharmonique  de  deux  éléments 
correspondants  par  rapport  aux  éléments  doubles  est  constant. 

En  effet,  en  désignant  par  a  et  b  les  paramètres  des  éléments  doubles  et 
par  c  et  c',  k  et  k\  ceux  de  deux  couples  d'éléments  correspondants,  on  a 


ou  encore 


a  - 
b- 

-  c  ^  a  —  k 
c'  b       k 

— 

a  — 

• 

b 

c'     a       k' 
c'  '  b       k" 

a  - 

-  c    a  —  c' 

• 

a  — 

k    a      k' 

• 

c'b  —  c'      b  —  k'b—k" 


égalité  qui  démontre  le  théorème. 
La  valeur  constante  du  rapport  anharmonique  est  égale  à 


h'      abW  -f-  al      h'  —  h'  +  y(k  +  h'y^—ilm 


h\    ,   l      abh'  -h  bl      k'  —  h'  —  \/{h  -f  /i')2—  4/m' 
^  "^  h' 

Cette  valeur  est  égale  à  —  1  quand  h  =  /i'  comme  dans  le  cas  de  deux 
faisceaux  inversement  égaux;  alors  deux  éléments  correspondants  sont 
conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  éléments  doubles. 

Remarque.  —  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  si  le  rappoi't  anharmo- 
nique  de  quatre  éléments  (points  en  ligne  droite  ou  droites  concourantes) 
est  constant,  deux  de  ceux-ci  étant  fixes,  les  deux  autres  engendrent  des 
systèmes  projectifs  superposés  ayant,  pour  éléments  doubles,  les  éléments 
fixes. 

§  SS«  —  Involution* 

104.  —  Les  deux  systèmes  projectifs,  ponctuelles  ou  faisceaux,  étant 
superposés,  à  un  élément  quelconque  de  paramètre  k  du  premier  cor- 
respond un  élément  de  paramètre  fe'  du  second,  tel  que 

hk  +  / 


k'  = 


mk  +  h" 


Si  nous  supposons  que  l'élément  k'  ainsi  déterminé  fasse  partie  du 
premier  système,  nous  obtiendrons  pour  son  correspondant  dans  le 
second,  un  élément  k^  tel  que 

^        hk'  -f  l 
^'  ~       mk'  4-  h" 
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En  général,  Télément  /c,  est  dififérent  de  A:,  à  moins  que  celui-ci  ne  soit 
un  élément  double;  ils  coïncident  toujours  quand  on  a  la  condition 

^  —  ^i     ou  rnk'  +  h~       mW  +  h" 

ou  en  développant, 

[mk!^  +  (/i  +  h')k  +  /](/i  —  h')  =  0, 

ou  encore  h  —  /t'  =  0,  le  fadeur 

mk'^  +  [h  +  h')  k  +  / 
n'étant  pas  nul. 

Lorsque  h  est  égal  à  h\  tout  élément  k'  considéré  comme  appartenant 
à  l'un  ou  à  l'autre  système,  correspond  toujours  au  même  élément  k, 
appelé  pour  cette  raison  conjugué  de  l'élément  k'. 

Les  deux  systèmes  sont  dits  involutifs,  ou  forment  ce  qu'on  appelle  un 
système  de  points  ou  de  droites  en  involution.  La  relation  qui  définit  un 
pareil  système  a  la  forme 

mkk'  -^  h(k  -}■  k')  -\-  l  =  0y      dans  laquelle      h^  —  Im^  0. 

Dans  le  cas  où  h^  —  /m  =  0,  la  relation  ci-dessus  représente  deux 
éléments  coïncidants. 

Évidemment,  dans  un  système  en  involution,  le  rapport  anharmonique 
de  quatre  éléments  est  égal  au  rapport  anharmonique  des  quatre  éléments 
conjugués;  car  si  l'on  considère  les  éléments  a,  h\  c\  ...  k  comme  appar- 
tenant à  l'un  des  deux  systèmes  projectifs  formant  l'involution,  a',  ^,  c,  ...  /r' 
sont  leurs  correspondants  dans  l'autre  système. 

Les  coordonnées  étant  rectangulaires,  deux  faisceaux  directement  égaux 
ne  forment  jamais  une  involution,  à  moins  que  h  et  h'  ne  soient  nuls  à 
la  fois.  La  relation  qui  lie  les  coefficients  angulaires  de  deux  'droites 
conjuguées  se  réduit  alors  à 

\  +  kk'  =  0. 

Deux  droites  conjuguées  sont  donc  rectangulaires,  et  les  deux  faisceaux 
forment  ce  que  l'on  appelle  une  involution  orthogonale  de  rayons. 

On  peut  remarquer  que  deux  faisceaux  inversement  égaux  forment 
toujours  une  involution,  la  relation  qui  lie  les  coefficients  angulaires  de 
deux  droites  correspondantes  étant 

mkk'  +  h{k  -f  k')  —  m  =  0. 


k'k"  — 

m 

m'X 

l 

— — 

n 

Ik'k" 

^._ 

m 

'  l'k'k" 

m' 

> 
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106.  —  Théorème.  —  Deux  éléments  (points  ou  droites)  dont  les 
paramètres  sont  donnés  par  l'équation 

(l  —  n)k^  +  {h  —  h'X)k  +  m  —  m'X  =  0, 

oii  X  est  variable,  engendrent  un  système  en  involution. 
En  désignant  ces  paramètres  par  k'  et  k",  on  a 

^  ^ '^ /  -  /'X  ' 

ou,  en  éliminant  X, 

.  _  l{k'  +  k")  +  h 

~  l'(k'  -r  ^'0  +  h' 
ou  encore 

(l'h  —  lW)k'k"  —  [m'I  —  mV)(k'  +  k")  +  mh'  —  m' h  =  0, 

égalité  qui  définit  une  involution,  dans  le  cas  où  Ton  n'a  pas  la  relation 

{m'I  —  miy  —  (Vh  —  Ih')  (mW  —  m'h)  =  0, 

qui  exprime,  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer,  que  les  équations 

Ik^  +  hk  +  m  =  0,       l'k'  +  h'k  +  m'  =  0 

ont  une  racine  commune. 

Les  deux  faisceaux  qui  forment  le  système  sont  inversement  égaux 
quand,  k'  et  k"  désignant  les  coefficients  angulaires  de  deux  droites 
correspondantes,  et  les  axes  étant  rectangulaires,  on  a 

Vh  —  Ih'  +  mh'  —  m'h  =  0     ou     h(l'  —  m')  —  h'(l  —  iw)  =  0, 

égalité  satisfaite  en  posant 

//'  =  0     et     V  =  m'     ou     /i  =  0     et     /  =  m. 

106.  —  Théorème.  —  Deux  couples  d'éléments  conjugués  d'une  invo- 
lution la  déterminent  complètement. 

Désignons  par  a  et  a',  b  et  //,  les  paramètres  de  deux  couples  d'éléments 
conjugués  de  l'involution  et  par  k  et  k'  ceux  d'un  troisième  couple  ;  d'après 
ce  qui  précède,  on  a 

(aba'k  =  {a'b'ak') 
ou  bien 

a  —  a'    a  —  k a'  —  a  ^  a'  —  k' 
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ou  encore,  en  développant, 

(a-\-a'—b  —  b') kk'  +  (bb'  —  aa') {k  +  k')  +  aa\b  -f-  b')  —  bb' (a  -h  a')  =  0, 

relation  qui  détermine  l'involution,  même  lorsque  les  éléments  conjugués 
donnés  sont  imaginaires  conjugués,  les  quantités  a  -^  a\  b  -\-  b\ 
aa'  et  bb'  étant  encore  réelles  dans  ce  cas. 

107.  —  Éléments  doubles  de  rinvolution.  —  Les  éléments  doubles 
d'une  involution  sont  les  éléments  doubles  des  deux  systèmes  projectifs 
superposés  qui  la  forment.  Dans  le  cas  d'une  involution  de  points,  les 
éléments  doubles  portent  le  nom  de  foyers. 

Les  paramètres  de  ces  éléments  sont  les  racines 


—  h  ■¥  Vh^  —  lin         —k  —  Vh^  —  lm 
m  '  m 

réelles  ou  imaginaires  de  l'équation  du  second  degré 

mk^  +  2/i^  +  /  =  0. 

Dans  une  involution  orthogonale  de  rayons,  les  rayons  doubles  sont  les 
droites  isotropes  (102). 

Dans  une  involution,  deux  éléments  conjugués  quelconques  sont 
conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  éléments  doubles  (103). 

Une  involution  est  donc  un  système  de  couples  de  points  ou  de  droites 
conjugués  harmoniques  par  rapport  à  deux  points  ou  deux  droites  fixes 
réels  ou  imaginaires  conjugués. 

Quand  les  éléments  doubles  d'une  involution  sont  réels,  elle  est  dite 
hyperbolique  ;  dans  le  cas  contraire,  elle  est  dite  elliptique. 

108.  —  Centre  d'une  Involution  de  points.  —  Quand  deux  ponctuelles 
forment  une  involution,  les  points  J  et  T,  toujours  réels,  coïncident, 
puisque  leurs  paramètres  sont  identiques;  ils  se  trouvent  tous  deux  en  un 
point  C  appelé  centre  de  Vinvolution,  de  sorte  que,  en  désignant  par  M 
et  M'  deux  points  conjugués,  on  a 

CM  X  CM'  =       f^'  "^  ■^^^.  -  a^. 

(t  +  m  4-  2/i)2 

Les  deux  segments  CM  et  CM'  sont  de  même  sens  ou  de  sens  différents 
suivant  le  signe  de  h^  —  Im. 
Ces  deux  segments  ayant  un  produit  constant,  on  voit  que 
Une  involution  de  points  peut  être  considérée  comme  un  système  de 
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couples  de  points  situes  sur  une  même  droite,  et  tels  que  le  produit  de 
leurs  distances  à  un  point  fixe  est  constant. 

En  désignant  par  F  et  F'  les  deux  foyers  de  l'involution,  on  a  les 
relations 

GF^  =  GF''  =  GM  X  CM'. 

Les  foyers  sont  donc  situés  à  égale  distance  du  centre;  ils  sont  tous 
deux  réels  ou  imaginaires  conjugués  suivant  le  signe  de  li^  —  /m,  ou  du 
produit  CM  X  CM'. 

109.  —  Éléments  rectangulaires  d'une  invoiution  de  droites.  —  Une 

involution  de  droites  possède  toujours  deux  rayons  conjugués  rectan- 
gulaires et  réels  ;  leurs  paramètres  satisfont,  en  effet,  aux  équations 

mkk'  +  h{k-\-  k')  -^  1  =  0      et      kk'  +  1=0; 

ils  sont  donc  les  racines  de  Téquation  du  second  degré 

hk^  +  {l  —  m)k  —  h  =  0, 

et  sont,  par  conséquent,  réels.  Les  droites  qu'ils  déterminent  sont  les 
bissectrices  des  angles  des  rayons  doubles  (80). 

Ce  système  de  rayons  rectangulaires  est  unique,  excepté  quand 
l  =  m  eX  h  =  0. 

L'involution  est  alors  représentée  par  la  relation 

kT'  +  1=0 

et  est  par  conséquent  orthogonale.  Il  en  résulte  donc  que  si  deux  couples 
de  droites  conjuguées  sont  rectangulaires,  il  en  est  de  même  de  tous  les 
autres  et  Vinvolution  est  orthogonale, 

110.  —  Une  droite  quelconque  coupe  un  faisceau  de  droites  en  invo- 
iution suivant  un  système  de  points  en  invoiution.  Les  foyers  de  cette 
invoiution  sont  les  points  de  section  de  la  droite  avec  les  rayons  doubles 
du  faisceau.  Quand  la  sécante  est  parallèle  à  un  rayon  double  du  faisceau, 
l'un  des  foyers  de  l'involution  de  points  est  à  l'infini. 

Les  foyers  de  l'involution  de  points  déterminée  sur  la  droite  de  l'infini, 
par  une  invoiution  orthogonale  de  rayons,  sont  les  points  de  section  de  la 
droite  de  l'infini  avec  les  droites  isotropes;  ce  sont  donc  les  points  cycliques. 

Réciproquement,  le  faisceau  obtenu  en  joignant  un  point  0  aux  différents 
points  d'un  système  en  invoiution,  est  une  invoiution  de  droites. 
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111.  —  Éléments  communs  à  deux  systèmes  en  involution  superposés. 

—  Deux  systèmes  en  involution  superposés  ont  toujours  deux  éléments 
communs,  réels  ou  imaginaires  conjugués.  En  appelant  k  et  k'  les  para- 
mètres des  éléments  communs  aux  deux  involutions,  a  et  a\  b  et  b'  ceux 
de  leurs  éléments  doubles  réels  ou  imaginaires  conjugués,  on  a,  en  effet  : 

{aa'kh!)  =  {bb'kk')  =  —i, 

relation  qui  exprime  que  k  et  k'  sont  les  paramètres  des  éléments  doubles 
de  Finvolution  déterminée  par  les  deux  couples  d'éléments  correspondant 
à  a  et  a',  ^  et  ^'  (106). 

Exercices.  —  \ .  Trouver  géométriquement  les  points  J  et  V  du  n<*  92. 

2.  Deux  faisceaux  directement  ou  inversement  égaux  peuvent  être  coupés  par 
deux  droites  suivant  des  ponctuelles  égaies. 

3.  Démontrer  que  si  P  et  Q  sont  les  points  doubles  de  deux  ponctuelles  super- 
posées, on  a 

or  4-  OJ  =  OP  +  OQ. 

4.  Trouver  le  conjugué  d'un  point  dans  une  involution  dont  on  connaît  un  foyer 
et  un  couple  de  points. 

5.  Trouver  le  centre  d'une  involution  dont  on  donne  deux  couples  de  points 
conjugués. 

6.  Connaissant  les  paramètres  des  foyers  des  deux  involutions  superposées, 
trouver  ceux  du  couple  de  points  communs. 

7.  Trouver  les  paramètres  des  foyers  de  l'involution  déterminée  par  les  deux 
couples  de  points  k  et  Â',  B  et  B'  dont  les  paramètres  satisfont  aux  équations 

a1^  +  bk  +  c  =  (S,         a'k^  +  b'k  f  c'  =  0. 

8.  Couper  deux  faisceaux  projectifs  superposés  par  une  droite  de  manière  que 
les  ponctuelles  ainsi  formées  soient  semblables. 


CHAPITRE  IV 

DU  CERCLE. 


§   !•  —  Formes  de  l'équAtion  du  cercle»  centre 

et  puissance  d'un  point. 

112.  —  Équation  du  cercle.  —  Pour  trouver  Téquation  du  cercle,  on 
emploie  la  méthode  générale  qui  consiste  à  traduire  algébriquement  la 
propriété  géométrique  qui  définit  la  courbe. 
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Un  cercle  étant  le  lieu  géométrique  des  points  situés  à  égale  distance 
d'un  point  donné,  appelé  centre,  il  suffira,  pour  trouver  son  équation, 
d'exprimer  algébriquement  cette  propriété. 

Supposons  le  cercle  rapporté  à  des  axes  de 
coordonnées  rectangulaires  Ox  et  Oy;  soient  C 
le  centre,  r  la  longueur  du  rayon,  x  ei  y  les 
coordonnées  de  l'un  de  ses  points.  On  a 


En  désignant  par  a  et  |3  les  coordonnées  du 
centre  de  la  courbe,  cette  égalité  devient  (19)    0 

(x— a)2  +  (î/  — (32)=r2.       (1) 


Fig.  36. 


118.  —  Diverses  formes  de  l'équation.  —  Si  l'une  des  coordonnées  « 
du  centre  est  nulle,  c'est-à-dire  si  l'axe  des  y  est  un  diamètre  de  la 
courbe,  l'équation  de  celle-ci  devient 


ou  encore,  si 


x^  +  (y—  /3)2  =  r2, 

.^2  +  y2  —  ^ry  =  0. 

Dans  ce  dernier  cas,  l'axe  des  x  est  tangent  au  cercle  à  l'origine  des 
coordonnées. 

Si  l'axe  des  x  passe  par  le  centre,  l'ordonnée  (3  de  ce  point  est  nulle  et 
l'équation  du  cercle  est  : 

{x  —  a)2  +   1/2  =  r*  ; 

et  si,  en  même  temps,  l'axe  des  y  est  langent  à  la  courbe,  celle-ci  a  pour 

équation 

X2  +  y2  —  ^rx  =  0, 


car,  dans  ce  cas 


a  =  r. 


Enfin,  quand  l'origine  des  coordonnées  est  au  centre,  les  quantités 
a  et  (3  sont  nulles  toutes  deux,  et  Ton  a  pour  l'équation  du  cercle  : 

^2   +   2/2  =  ?'2. 

114.  —  En  développant  l'équation  (1)  du  cercle  rapporté  à  deux  axes 
de  coordonnées  rectangulaires  occupant  une  position  quelconque  dans  le 
plan,  on  a  : 

a;2  +  1/2  _  2^^  _  2j3î/  -h  a2  +  j32  —  r2  =  0. 
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On  voit  que,  quelles  que  soient  les  valeure  de  a  et  de  (3,  c  est-à-dire 
quelles  que  soient  les  positions  des  axes  de  coordonnées  par  rapport  au 
cercle,  les  termes  du  second  degré  de  l'équation  sont  toujours  x^  H-  y^. 

Donc  l'équation  d'un  cercle  est  du  second  degrés  elle  ne  renferme  pas 
de  terme  en  xy  et  les  coefficients  de  x^  et  de  y^  sont  égaux  et  de  même 
signe. 

Récipkoquement,  toute  équation  du  second  degré  en  x  et  en  y 

x2  +  1/2  +  (^gx  -f  ^fy  +  „  =  0, 

qui  satisfait  aux  conditions  précédentes,  représente  un  cercle. 
En  effet,  cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

{X  -H  g)^  ^  {y-i-f)^  =  g^  +  p  —  w, 

et  l'on  voit  clairement  qu'elle  exprime  que  la  distance  d'un  point  quel- 
conque (x,  y)  de  la  courbe  à  un  point  fixe  ayant  pour  coordonnées  —  g,  —  /", 

est  égale  à  une  quantité  constante  ]/g^  +  P  —  n. 

L'équation  donnée  représente,  par  conséquent,  un  cercle  dont  les  coor- 
données du  centre  sont  —  g,  —  f  et  dont  le  rayon  est  y'g^  -\-  f^  —  n. 

Pour  que  la  courbe  soit  un  véritable  cercle,  il  faut  cependant  que  le 
rayon  soit  réel;  il  est  donc  nécessaire  que  l'on  ait 

</*  +  P  >  n. 
Dans  le  cas  où 

^2  +  p  =  „, 

le  rayon  du  cercle  est  nul,  et  celui-ci  se  réduit  à  son  centre,  ou  à  ce  que 
nous  appellerons  un  poiiit  circulaire. 
Si  la  condition 

g^  +  P  <  n 

est  vérifiée,  l'équation  ne  représente  rien,  puisqu'elle  est  absurde.  On  dit 
cependant  qu'elle  représente  un  cercle  imaginaire,  dont  le  rayon  a  une 
expression  de  la  forme  rl^ —  1,  où  r  est  une  quantité  réelle. 

Il  résulte  aussi  de  ce  que  nous  venons  de  dire  que  les  coordonnées  du 
centre  d'un  cercle  sont,  prises  avec  des  signes  contraires,  les  moitiés  des 
coefficients  de  \  et  de  y  de  l'équation  qui  le  représente. 

116.  —  Équation  du  cercle  en  coordonnées  obliques.  —  Soit  un  cercle  C  de 
rayon  r,  que  nous  rapportons  à  des  axes  obliques  ox  et  oy  faisant  entre  eux  un 
angle  6,  et  occupant  une  position  quelconque  dans  le  plan. 
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Désignons  par  a,  p  les  coordonnées  du  centre  de  la  courbe,  et,  par  x  et  y,  celles 
de  l'un  quelconque  M  de  ses  points.  On  a  la  relation 

ou  encore  (19), 

{X-  a)«  +  2(0:-  a)  {y  -  p)  cos  6  +  (y- p)2  =  f». 

Telle  est  l'équation  du  cerclé  dans  sa  forme  la 
plus  générale. 

Cette  équation  se  simplifie  quand  on  donne  aux  

axes   de  coordonnées  des  positions  particulières.       ^       ^'      ^' 
Ainsi,  si  Tun  des  axes  de  coordonnées,  Taxe  Ox  pig.  37. 

par  exemple,  passe  par  le  centre  de  la  courbe, 
l'ordonnée  ^  de  ce  point  est  nulle,  et  l'équation  a  alors  la  forme 

(x  —  af  +  2(a;  —  a)y  cos6  +  y^  —  r=*  =  0. 

En  donnant  aux  axes  de  coordonnées  d'autres  positions,  on  trouve  les  diffé- 
rentes formes  suivantes  pour  l'équation  du  cercle  : 

3fi  +  2a:y  COS  6  +  y^  —  ^x  —  ^ry  cosO  =  0, 

3^  +  ary  cose  +  y*  —  2|Sa;cos  6  —  îjSy  -4-  p»  —  r«  =  0, 

cfi  +  2a:y  cosô  H-  y^  —  2ra:cos  6  —  2ry  =  (j, 

cfi  +  'fy  CO86  +  y2  —  r^  =  0. 

lie.  —  L'équation 

(a:  -  a)2  +  ^(x  -a)iy-  p)  cose  +  (y  -  (3)2  =  r»       (2) 

la  plus  générale  du  cercle,  développée,  donne 

a*+2a:yco8e  +  y2— 2(a4-|3  0086)3: --2(j3+acos6)y+aH-2apcos6+j32—r2«0, 

et  l'on  voit  que,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  a  et  de  ^,  c'est-à-dire  quelle  que 
soit  la  position  des  axes  de  coordonnées  par  rapport  à  la  courbe,  les  termes  du 
second  degré  de  l'équation,  en  coordonnées  obliques,  forment  le  trinôme  de 

forme  invariable 

.t*  +  2a:y  cos  6  +  y^. 

Réciproquement,  toute  équation  dont  les  termes  du  degré  le  plus  élevé 
forment  le  trinôme  x*  +  2xy  cos  9  +  y^  représente  un  cercle. 
Il  suffit  de  montrer  qu'une  équation,  telle  que 

rc*-f  2a:ycose+y2+2^o:+2/y +n=0, 

représente  le  lieu  géométrique  d'un  point  situé  à  égale  distance  d'un  point  fixe. 
Identifions-la  avec  l'équation  (2),  nous  avons  les  relations 

a  +  pc086  =  — ^,         p  +  aCOSO  ==  —  /', 

«a  +  2aj3  cos  e  +  p*  —  r*  =  n . 
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Les  deux  premières  donnent 


a,  = 


P  = 


sin2  6       *      ^  8in26 

La  troisième,  pouvant  s'écrire 

(a  +  (3c086)a  +  (aC0S  6  +  p)|3  —  r»  «  n, 
ou  encore 

_<,„_m_^  =  n,    donne^  '  ^<^.^f  +  ^  -  r^  ^  ». 
L'équation  donnée  peut  donc  se  mettre  sous  la  forme 

et  l'on  voit  qu'elle  exprime  que  la  distance  du  point  (a;,  y)  au  point  G,  ayant  pour 

coordonnées 

—  ^^Acose    —  f-hgcos^ 

sin26       '  sin^e 

est  une  constante 


V 


sin^e 


Elle  représente  donc  un  cercle  de  centre  C  et  dont  le  rayon  a  pour  expression  le 
radical  ci-dessus. 
Évidemment,  pour  que  la  courbe  soit  un  véritable  cercle,  il  faut  que 

^2-2/Sfcose  +  /^       ^  .   ^ 
sin2e  ^  ^  "• 

Cette  inégalité  est  toujours  satisfaite  dans  le  cas  particulier  où  n  est  négatif,  car 
la  quantité  g^  —  V^cosô  +  /^,  qui  peut  s'écrire 

(— ^  +  /'cos6)2  +  /2sin2e, 
est  toujours  positive. 

Le  rayon  du  cercle  est  nul,  et  la  courbe  se  réduit  par  conséquent  à  son  centre  ou 
à  un  point  circulaire,  quand 

^2-2/&cose  +  /^      «_n 
sin2e  ^~"- 

L'équation  donnée  ne  représente  rien,  quand  on  a  l'inégalité 

sin2  0  ^    * 

on  dit  cependant,  dans  ce  cas,  que  l'équation  représente  un  cercle  imaginaire. 
Remarques.  —  L  Les  coordonnées 

_  —g  +  fcosB  ^  —  f  +  gcosB 

""~        sin20       '      ^^        sin2e 
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du  centre  d'un  cercle  représenté  par  l'équation 

afi  +  ^cos^  +  y^  +  ^x  +  ^fy  +  n^  0, 

sont,  comme  on  le  voit,  indépendantes  de  la  quantité  n.  Donc,  lorsque  deux 
équations  de  la  forme  précédente  ne  diffèrent  que  par  une  constante,  elles 
représentent  des  cercles  concentriques. 
n.  L'équation 

Ix^  +  ^ixy  +  my^  +  ^x+'ify  +  n^O 

représente  un  cercle  quand 

/  =  m      et      ^  =  /cos6, 

6  étant  l'angle  des  axes  de  coordonnées. 

117.  —  Forme  de  la  courbe.  —  Supposons  que  le  cercle  soit  rapporté 

à  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  passant  par  le  centre.  Il  a  alors 

pour  équation 

x^  +  y^  =  r^. 

De  là  on  tire 

y  =  ±  V^r^  —  x^. 

Prenons  sur  Taxe  des  x  deux  points  A  et  A'  ayant  pour  abscisses  r  et  —  r. 
On  voit  immédiatement  que  la  courbe  n'a  pas  de  point  réel  correspondant 
à  une  abscisse  plus  grande  que  r,  ou  plus  petite  y 

que  —  r.    La   courbe  est  donc  située  tout  ^' 
entière  entre  les  deux  parallèles  AB  et  A'B' 
àOj/. 

On  voit  aussi  que,  pour  une  valeur  OP  de  A'j 
l'abscisse,  Tordonnée  de    la   courbe   a  deux 
valeurs  égales  et  de  signes  contraires;  chaque 
abscisse  correspond  donc  à  deux  points  M  et  M' 
situés  à  des  distances  égales  du  diamètre  AA'.  ^^^-  ^* 

Les  points  correspondant  à  une  abscisse  nulle  ont  pour  ordonnées  r 
et  —  r;  ce  sont  les  points  où  le  cercle  coupe  Taxe  des  y.  Le  cercle  est 
donc  symétrique  par  rapport  à  l'un  de  ses  diamètres. 

118.  —  Intersection  d'un  cercle  et  d'une  droite.  —  Désignons  par 

a;2  +  ^a  =  r2      et      ax  +  by  -k-  c=^  0, 

les  équations  d'un  cercle  rapporté  à  deux  diamètres  rectangulaires  comme 
axes  de  coordonnées  et  d'une  droite  rapportée  aux  mêmes  axes. 

Les  coordonnées  des  points  d'intersection  de  ces  deux  lignes  satisfont 
évidemment  à  ces  équations  ;  on  les  trouvera  donc  en  considérant  celles-ci 
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comme  simultanées,  et  en  les  résolvant  par  rapport  à  x  et  à  ^.  Les  valeurs 
que  l'on  obtiendra  seront  évidemment  les  coordonnées  des  points  de  section. 
La  droite  donnée  n*étant  pas  à  Tinfini,  au  moins  Tun  des  coefficients,  a  ou 
b,  de  son  équation,  est  différent  de  zéro.  Dans  le  cas  où  b  n'est  pas  nul, 
éliminons  y,  et  on  obtient 

(ax  +  c)2  -h  b^{x^  —  r2)  =  0,     ou      (a»  +  b^)x^  +  2acx  +  c«— 62r»=0, 

équation  du  second  degré  qui  donne  pour  x  deux  valeurs  ;  par  suite,  il  y  a 
généralement  deux  points  de  section. 

Ces  deux  points  sont  distincts,  quand  les  racines  de  Téquation  ci-dessus 
sont  réelles  et  distinctes;  ils  coïncident  quand  ces  mêmes  racines  sont  égales. 

Dans  le  cas  où  elles  sont  imaginaires,  la  droite  donnée  ne  rencontre  pas 
la  courbe;  on  dit  ordinairement  alors  que  la  droite  rencontre  la  courbe 
en  deux  points  imaginaires  conjugués  ayant,  pour  coordonnées,  les  deux 
couples  de  valeurs  imaginaires  conjuguées  communes  aux  deux  équations. 

A  ces  trois  cas  correspondent  respectivement  les  trois  relations 

a2c2  _  (a2  +  ^2)  (c2  _  bir^)  >  ou  =  ou  <  0, 
ou,  en  faisant  les  calculs, 


c2 


fl2  -^b^ 


<  ou  =  ou  >  r*. 


Elles  expriment  que  la  distance  de  Torigine  des  coordonnées,  centre 
du  cercle,  à  la  droite  est  plus  petite,  égale  ou  plus  grande  que  le  rayon, 
suivant  que  la  droite  rencontre  la  courbe  en  des  points  réels  et  distincts, 
coïncidents  ou  imaginaires  conjugués. 

Lorsque  le  cercle  est  imaginaire,  la  troisième  relation  est  toujours  véri- 
fiée, car  r2,  dans  ce  cas,  est  négatif  (114). 

Les  points  d'intersection  d'une  droite  réelle  avec  un  cercle  imaginaire 
sont  donc  imaginaires  conjugués. 

Si  la  droite  est  à  l'infini,  les  deux  équations  données  forment  un  système 
impossible;  il  n'y  a  donc  pas  de  point  d'intersection.  On  convient  cependant 
de  dire,  dans  ce  cas,  que  les  deux  lieux  ont,  à  l'infini,  deux  points  ima- 
ginaires conjugués. 

119.  Points  communs  à  deux  cercles.  —  En  désignant  par 
a:2  4-  1/2  +  2^x  +  2ft/  +  n  =  0,     x»  +  y»  +  ig'x  4-  ^fy  +  w'  =  0, 

les  équations  des  deux  cercles,  les  coordonnées  de  leurs  points  communs 
sont  les  valeurs  de  x  e\  dey  communes  à  ces  équations,  ou  aux  suivantes, 

x2  +  y2  +  <igx  -h  ify  +  11  =  0,    ^(g  —  g')x  -^  i(f—f)y+n—n!  =  0. 
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Gomme  la  seconde  de  ces  équations  représente  une  droite,  on  en  conclut 
que  les  points  communs  aux  deux  cercles  sont  au  nombi*e  de  deux.  Ces 
points  sont  tous  deux  réels,  distincts  ou  coïncidents,  ou  imaginaires  con- 
jugués (118). 

Si  les  cercles  sont  concentriques,  la  droite  est  à  Tinfini,  le  système  des 
équations  données  est  impossible  et  les  cercles  ont,  à  Tinfini,  deux  points 
communs  imaginaires  conjugués. 

Supposons  donc  que  Tun  des  coefficients  au  moins,  g  —  g\  ne  soit  pas 
nul.  Les  deux  équations  ci-dessus  peuvent  s*écrire 

(X  +  (/)2  +  (y  +  /)2  =  ^  +  /^  —  »  =  r2, 
^(g-g')(x-hg)  +  i{f-r){y  +  n  =  n'-n  +  i(g-g')g  +  i(f-r)f 
=  ig—oT  +  {f—ff  +  9^  +  P—n—g'^—P  4-  w'  =  dî+r»— r'«, 

en  appelant  r  et  r  les  deux  rayons  et  d  la  distance  des  centres. 
ËÛminant  le  binôme  x+g  entre  ces  équations,  on  obtient 

OU,  en  développant  et  simplifiant, 

^d*(y+ff—i(f—f)  (d24-r2— r'2)  (î/-f /]— 4r2(^— ^')^+  (rfa+r»— r'a)«=0. 
Les  racines  de  cette  équation  sont  réelles,  quand  on  a  la  relation 
(f—f)^ (rfa  +  r2  —  r'»)2  -f  d»  \irhg  —  g')^  —  (rf»  +  r^  —  r'»)»]  ^  0, 

ou  bien, 

(rf2  +  ;^  _  /2)2  [(f  —  ff  —  rf2]  +  id^r^ig  —  gy  ^  0, 

ou  encore,  la  différence  g — g'  n'étant  pas  nulle, 

4d2y4J_(rf2  4.^3_/2)2  ^  0      ou      (d2_7.2_/2)2_  4^.2/2  ^  Q. 

Cette  relation  peut  encore  s'écrire 

(d  +  r  +  r')  (d  —  r  —  r')  (d  +  r  —  r')  (d  —  r  +  r')^  0. 

Si  r>r'  les  deux  facteurs  d-^rr+r'  et  d-\-r — r'  sont  toujours  positifs; 
pour  que  l'inégalité  ci-dessus  soit  vérifiée,  c'est-à-dire  pour  que  les  cercles 
se  coupent  en  des  points  réels,  il  faut  donc  que  l'on  ait 

d  —  r  —  r'  ^.  0        et        d  —  r  +  r'  ^  0, 
ou  encore 

r  4-  r'  ^  d        et        r  —  /  ^  d, 

relations  qui  expriment  que  la  distance  des  centres  doit  être  égale  ou  plus 
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petite  que  la  somme  des  rayons  et  égale  ou  plus  grande  que  leur  différence. 
Les  cercles  ne  se  coupent  pas  quand  on  a  la  relation 

d  —  r  —  r'  >  0        ou  la  suivante        d  —  r  +  r'  <  0, 

qui  s'écrivent  respectivement 

r  +  r'  <  d^  r  —  r'  >  d, 

c'est-à-dire  quand  la  ligne  des  centres  est  plus  grande  que  la  somme  des 
rayons  ou  lorsqu'elle  est  plus  petite  que  leur  différence. 

120.  —  Applications.  —  I.  On  donne  un  tnangle  AA'C  et  un  point  fixe  0  sur 
la  base  AA'.  On  mène  une  sécante  OMM'  coupant  les  côtés  AC  et  A'C  aux  points 
M  ^^  M'.  On  demande  le  lieu  du  second  point  d'intersection  P  des  cercles  OAM 
et  OA'M'. 

Prenons  comme  axes  de  coordonnées  la  droite  OAA'  et  une  perpendiculaire 
élevée  au  point  0;  désignons  par  a  et  a'  les  abscisses  des  points  A  et  A'  et,  par  t 
et  t'y  les  coefficients  angulaires  des  côtés  AC  et  A'C. 

Le  cercle  OAM  passant  par  les  points  0  et  A  a  pour 
équation 

x^  +  y^  —  ax  —  my  =  0,  (1) 

dans  laquelle  m  est  une  indéterminée. 
Il  coupe  la  droite  AC  ayant  pour  équation 

y=^t{x  —  a)  (2) 

en  un  point  M  dont  Tabscisse  est  la  racine,  non  égale 
à  tty  de  réquation 

x^  +  tHx  —  fl)2  —  ax  —  m^x  —  a)  =  0, 

obtenue  en  éliminant  y  entre  ces  équations  (4)  et  (2).  On  trouve  ainsi 

tirn+at) 


Fig.  39. 


x  = 


i  +  t^ 


par  suite,  l'ordonnée  de  M  est  égale  à 

y  =  t{X'-a) 


t{mt  —  a) 
1  +  /2  • 


Le  point  M' correspondant  au  cercle  OA'M'  représenté  par 

x'^  -\-y^-~  a'x  —  m'y  =  0, 


(3) 


a  pour  coordonnées 


x  = 


t'im'  +  a't') 


y  = 


Vim'V  —a') 


Les  trois  points  0,  M,  M'  étant  en  ligne  droite,  on  a 
t  (m  4-  at)        t  imt—a) 


14-^2    »  4+^2 

t'im'  +  a't')    t'{mr  —  a') 


=  0, 


ou 


m  +  at, 
m'  +  a't\ 


mt  —  a 

m'V  —  a' 


=  0, 
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ou  encore, 

—  (mm'  +  aa')  tg  C  +  am'  —  a'm  =  0  (4) 

en  posant 

Pour  trouver  Téquation  du  lieu,  il  faut  éliminer  m  et  m' entre  cette  relation  et 
les  équations  (1)  et  (3)  des  cercles.  Tirant  de  celles-ci  les  valeurs  de  ces  paramètres 
et  les  portant  dans  (4),  il  vient  : 

«r  "^  i7 

ou,  en  faisant  les  calculs, 

i(3fi  +  y^f  —  x{;ji^  +  y^){a  +  a')  +  {x^  +  y'^aa'^  tg  C  -  y(aï2+y2)(a  _  aO  =  0, 

ou  encore,  en  mettant  le  facteur  x^  +  y'^^n  évidence, 

(a^  +  y2)  [a«  +  y2  -  (a  +  aOa:  -  ^^^^^y  +  ûû']  =  0. 

Cette  équation  est  satisfaite  quand  on  pose  séparément 

0:2  +  y2  =  0      et      a^i  +  y^  —  {a  +  a')x  -  ^^^y  +  ««'  =  0. 

La  première  de  ces  deux  équations  représente  le  point  fixe  0,  premier  point 
d'intersection  des  deux  cercles;  la  seconde  est  l'équation  du  lieu  du  point  P. 

C'est  le  cercle  circonscrit  au  triangle  AÂ'C;  on  peut  s'assurer,  en  effet,  très 
facilement  que  les  points  A  et  k\  ayant  pour  abscisses  a  et  a\  sont  situés  sur  la 
oourbe,  ainsi  que  le  point  C  dont  les  coordonnées  sont 

2.  Un  angle  de  grandeur  constante  tourne  autour  de  son  sommet  C,  et  ses 
côtés  CA,  CB  coupent  deux  droites  rectangulaires  Ox,  Oy  respectivement  aux 
points  A  et  B.  Chercher  le  lieu  des  pieds  des  peiyendiculaires  CP  abaissées 
de  C  sur  la  droite  AB.  Prenons  comme  axes  de  coordonnées  les  deux  droites 
rectangulaires  Ox  et  0^;  désignons  par  a  et  |3  les  deux  segments  OA  et  OB,  et  par 
uçib  les  coordonnées  du  sommet  C  de  l'angle  donné. 

L'équation  du  lieu  géométrique  demandé  résulte  de  l'élimination  de  a  et  ^  entre 
les  équations 

Ea^V  ^\         a;-a       y  —  b_ç. 

des  droites  AB  et  CP,  et  la  relation 

_b b  —  ^ 

a  — a.         a     __  -  a^  +  ba  —  a|3      _  . 

"^  a{a  —  a) 

entre  les  coefficients  angulaires  des  droites  CA,  CB,  établissant  que  la  tangente  de 
l'angle  qu'elles  forment  est  égale  à  une  constante  k. 


a 
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Les  deux  premières  équations  donnent  immédiatement 

4  _  x  —  a  i  _  y  —  b 

a      od^ -\- y'^  —  ax  —  by'  p      x^  +  y^  — ax  —  by" 
ou  encore 

_ûfi  +  y^  —  ax-'by  ^_  jfi  +  y^  —  ax  —  by 

x  —  a  '  P~  y  —  b 

Par  suite, 

,.^+>.-^-(«.+»'-«:-n,)"-'-'"+'»-_*',-^7,y+"+'> 

De  même, 

a(a-a)+ft(*-p) — /^-«)'  +  y(y-»)_^(y-»)'+^(^-«), 

^  X  —  a  y  —  0 

(a;-a)2 [g {y-'b)-\^x\-Hy-bnay-¥b (x-fl)] _     f„,,y.^    ^^^(a:-fl)^(y-^)^ 

'  L*équation  du  lieu  demandé  est  donc 

(xf^  +  y'^  —  ax  —  by^, 
ay  +  bx  —  ab      ^   ' 

ou  encore,  lorsque  l'angle  donné  n'est  pas  droit, 

a^  +  y^-'{a  +  kb)x  —  {b  +  ka)y  -f  kab  =  0, 

et  représente  un  cercle,  dont  on  trouve  facilement  les  éléments. 
Lorsque  l'angle  donné  est  droit,  le  lieu  demandé  est  la  droite  ayant  pour  équatiOD 

ay  +  bx  —  ab'='0, 

diagonale  du  rectangle  ayant  pour  sommets  opposés  les  points  0  et  C. 

3.  Chercher  le  lieu  géométrique  des  centres  des  cercles  inscrits  dans  les 
triangles  de  même  base  et  de  même  angle  au  sommet. 

Prenons  comme  axes  de  coordonnées  la  base  BC  et  la  perpendiculaire  élevée 
en  son  milieu;  soient  par  rapport  à  ces  axes  a  et  —  a  les  abscisses  des 
sommets  fixes  6  et  C,  et  /  et  t'  les  coefficients  angulaires  des  côtés  BA  et  CA 
du  triangle. 

Les  bissectrices  des  angles  B  et  C  ayant  respectivement  pour  équations  (52) 

,  y  —  t{x  —  a)  ,  y  —  t\x  +  «)  /jx 

l'équation  du  lieu  demandé  résultera  de  l'élimination  de  t  et  V  entre  ces  relations 
et  la  suivante, 

t-r  _. 

i  +  «'  ~  ^  "• 

exprimant  que  l'angle  A  du  triangle  est  constant  et  égal  à  a. 
Mais,  vu  l'impossibilité  de  distinguer  dans  les  calculs  qu'entraînera  Télimination» 


—  so- 
les bissectrices  intérieures  et  extérieures,  l'équation,  qu'on  trouvera,  représentera 
les  lieux  géométriques  des  quatre  sommets,  autres  que  B  et  C,  du  quadrilatère 
formé  par  les  bissectrices  des  angles  B  et  C. 
Les  équations  (1)  élevées  au  carré  donnent  respectivement 

y2(l  +  ^2)  =  [y  -  t(x  —  a)]2     ou     t[y^  —  («  -  a)2]  =  —  2y(x  -  a), 
yHi  +  t^='ly-  f{x  +  aW     ou     t'[y^  -  ^  +  a)2]  =  -  2y  (a:  +  «); 

par  suite, 
/_//=,_    ^ix—a)     ,     ^y(x  +  a)  ^y(y^ +  a:^  —  a^) 

y^-ix-al^'^  y^-{x  +  a)^^  [y^-  (X- amy^  —  (X  +  a)^Y 

I^w^  [y^ - (^ -  g)^[y^ - (a^  +  gyj  +  ^yHx^ - g^) 

"^  [2^2  -  (a;  -  a)2]  [y'-*  -  (a;  +  a)2] 

L'équation  du  lieu  est  donc 

Aay(^  +  a^  —  a:^) 

[y2  —  (a;  -  a)2]  [y2  -  (a;  H-  a)2]  +  4y«(a;2  —  a^)  ""*''' 

ou  encore,  en  faisant  les  calculs, 

iay{y^  +  x'^  —  a^ . 

y^  +  ix^-  a^)2  +  ^yHûfi  —  a^)  -  4aay2  '^  ^g*- 

Si  a  n'est  pas  un  angle  droit,  cette  équation  s'écrit  encore 

iy^  +  ûfi  —  a2)2tga  —  4ay(ya  +  a;^  —  a^)  —  4aVtga  =  0, 
ou  bien, 

y»  +  a^  -  «2  „  -  aay  (- 1  ±  l/f+t^)  ■ 

elle  se  décompose  par  conséquent  comme  suit, 

(jfi  +  a:»  -  a2  +  2ay  tg|)  (y2  +  a:2  _  ^2  -  2ay  cotg|)  =  0, 

et  représente  les  deux  cercles 

2/2  +  a:2  +  2ay  tg  I  —  a2  =  0,       y^  +  a^  —  ^y  cotg  |  -  a2  =  0, 

passant  par  les  extrémités  B  et  G  de  la  base,  et  ayant  respectivement  pour  centres 
les  points  où  l'axe  des  y  rencontre  le  cercle  passant  par  B  et  C  et  capable  des 
angles  a  et  tt  —  a. 

Exercice.  —  Un  angle  droit  tourne  autour  de  son  sommet  fixe  A  ;  on  demande 
le  lieu  des  milieux  des  cordes  interceptées  par  les  côtés  de  l'angle  sur  un  cercle 
donné,  ainsi  que  celui  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  de 
l'angle  sur  la  corde. 
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§  ^«  —  Xan^ente»  et  nonnale«. 

121.  —Tangente  en  un  point  d'un  cercle.  —  On  appelle  tangente  en 
un  point  d'un  cercle,  la  limite  des  positions  d'une  sécante  qui  tourne  autour 
de  ce  point,  de  manière  à  ce  que  le  second  point  d'intersection  se  rapproche 
du  premier. 

Supposons  les  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  et  passant  par  le 
centre  du  cercle.  En  désignant  par  x  et  y\  rc"  et  y"  les  coordonnée  des 
deux  points  d'intersection  A  et  B,  la  sécante  a  pour  équation 

{y  -  y')  ix"  -  x')  -  (X  -  x')  (2/"  -  y')  =  0. 

Tenant  compte  des  relations 

a;'2  +  t/'2  =  r»,      x"2  +  t/"2  =  r\ 

qui  donnent  par  soustraction 

ic"2___^'2  +  y"2__j,'2==0    ou     {x"  +x')(x"—x')+iy"-{-y')(y''—y')=0, 

Téquation  de  la  sécante  devient 

iy"  +  y'Hy  -  y')  +  (^"  +  ^')  (^  ~  ^')  =  o. 

La  tangente  au  point  A  du  cercle  étant  la 
limite  des  positions  de  la  sécante  AB  quand  le 
point  B  tend  vers  A,  c'est-à-dire  quand  x"  et 
y"  tendent  respectivement  vers  x'  et  y\  a  donc 
pour  équation 

y'{y-y')  +  x'(x  —  x')=^o, 

ou  encore, 
^'«-  *^-  xx'  4-  yy'  =  x'^  +  y'^  =  ?•». 

122.  —  Normale  en  un  point.  —  La  normale  au  point  {x\  y')  d'un 
cercle  étant  perpendiculaire  à  la  tangente  au  môme  point,  a  par  conséquent 
pour  équation  (49) 

x'iy  —  y')  —  y'(x  —  x')  =  0      on      y'x  —  x!y  =  0. 

Cette  droite  se  confond  donc  avec  le  rayon  qui  aboutit  au  point  de 
contact  de  la  tangente.  Donc,  dans  un  cercle  la  tangente  est  perpendi- 
culaire à  V extrémité  du  rayon  qui  aboutit  au  point  de  contact. 

Corollaire.  —  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  la  distance  de  la  tan- 
gente au  centre  du  cercle  est  égale  au  rayon. 
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Réciproquement,  si  la  distance  du  centre  à  une  droite  est  égale  au  rayon, 

la  droite  est  tangente  à  la  circonférence.  Car,  une  telle  droite  a  pour 

équation  (43) 

oc  cos  X  +  y  sin  X  —  r  =  0, 

et  l'on  voit  qu'elle  est  tangente  au  cercle  représenté  par 

x^  +  y^  =  r^, 
au  point  ayant  pour  coordonnées 

x'  =  r  cos  X,      y'  =^r  sin  X. 

Remarques.  —  I.  Toute  droite  rencontrant  le  cercle  en  deux  points 
coïncidents  est  une  tangente  (118). 
II.  L'équation 

a:  cos  X  4-  y  sin  X  —  k  =  0 

représente  une  droite  dont  la  distance  à  l'origine  des  coordonnées  est 
constante  et  égale  à  k,  quelle  que  soit  la  valeur  de  X.  Si  X  varie,  l'équation 
représente  une  droite  mobile  constamment  tangente  au  cercle  de  rayon  k, 
et  dont  le  centre  est  l'origine  des  coordonnées. 

123.  —  Tangente  parallèle  à  une  droite  donnée.  —  Désignons  par 

ax  -\'  by  =  0      et      ax  +  by  -i-  c  =  0 

les  équations  de  la  droite  donnée  et  de  la  tangente  demandée.  L'indéter- 
minée c  se  trouve  aisément,  en  remarquant  que  la  distance  du  centre  du 
cercle  à  la  tangente  est  égale  au  rayon,  ce  qui  s'exprime,  dans  le  cas  où 
l'origine  est  au  centre,  par  la  relation 


=  r,      dont  on  tire     c=  i  rl/a^  4-  h^. 


Va^  -f  b^ 
La  droite  demandée  a  donc  pour  équation 


ax-¥  by  ±  rVa^  +  ^2  =  O; 

cette  forme  montre  qu'il  y  a  toujours  deux  droites  qui  répondent  à  la 
question. 
En  fonction  du  coefficient  angulaire  t  donné  de  la  tangente,  l'équation 

ci-dessus  s'écrit  

y  =  ix±  rV\  +  t^. 

124.  —  Tangentes  par  un  point  extérieur.  —  Soient  P  un  point  du 
plan  d'un  cercle  ayant,  par  rapport  à  deux  diamètres  rectangulaires,  pour 
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coordonnées  a  et  |3,  et  x'  eiy^  les  coordonnées  inconnues  du  point  de 
contact  d'une  tangente,  menée  par  le  point  P  à  la  circonf^nce.  Cette 
droite  est  représentée  par 

xx'  +  yy^  =  r^,      avec  la  condition      x'*  +  y'^  =  r^. 

Nous  obtiendrons  une  seconde  relation  en  af  et  y',  en  exprimant  que  la 
tangente  représentée  par  Téquation  précédente  passe  par  le  point  P  ;  cette 
relation  est  : 

Il  suffit,  pour  résoudre  la  question,  de  calculer,  au  moyen  de  ces  deux 
relations,  les  valeurs  de  x'  et  de  y'  et  de  les  porter  dans  l'équation  pré- 
cédente. On  a  d'abord 

a 

d'où,  en  substituant, 

(a»  +  /33)i/'2  —  2r»/3y'  +  r^{r^  —  a^)  =  0, 
équation  qui  donne 


,  _  r»P  ifc  rayoL^  +  |3^  —  r» 

y  ~  a«  +  P« 


et,  par  suite. 


,  _r^a  T  rÇ>Va^  +  P^  —  r^ 
^  ~"  a2  +  (32 


On  trouve  donc  pour  x'  et  y'  deux  systèmes  de  valeurs  ;  par  conséquent, 
il  y  a  généralement  deux  points  de  contact  et  deux  tangentes  menées  par 
le  point  P. 

Les  points  de  contact  existent,  et  il  en  est  de  même  des  tangentes, 
quand  on  a  la  condition 

«2  +  /3«  —  r»  >  0      ou      OP  >  r, 

qui  exprime  que  le  point  donné  est  à  l'extérieur  du  cercle. 
Ils  se  réduisent  à  un  seul  et  les  deux  tangentes  coïncident,  quand 

a»  +  (33  —  r2  =  0      ou      OP  =  r, 

c'est-à-dire  quand  le  point  donné  est  sur  le  cercle. 

Enfin,  les  tangentes  n'existent  pas  ou  sont  imaginaires  conjuguées  (66) 

quand 

a2  +  pa  —  r»  <  0        ou        OP  <  r, 

relation  qui  indique  que  le  point  P  est  à  l'intérieur  du  cercle. 
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Gomme,  dans  ce  cas,  les  valeurs  de  ^  et  de  y'  sont  imaginaires  conjuguées, 
on  peut  en  conclure  que,  quelle  que  soit  la  position  de  P,  la  droite  qui 
joint  les  deux  points  de  contact,  est  toujours  réelle. 

126.  —  Corde  des  contacts  des  tangentes  issues  d'un  point.  —  Nous 
avons  vu  que  les  coordonnées  de  Tun  quelconque  des  points  de  contact 
des  tangentes  au  cercle,  issues  du  point  P,  doivent  satisfaire  aux  conditions 

a£  +  jSy'  =  r»       et        «'2  +  i/'2  =  r2. 

Elles  expriment  aussi  que  le  point  de  contact  considéré  est  commun  au 
cercle  et  à  la  droite  représentés  par 

x^  4-  y*  =  r^        et        ax  -f  |3y  =  r^. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  de  Tun  des  points  de  contact  s'applique 
évidemment  à  l'autre,  puisque  l'un  et  l'autre  sont  déterminés  par  les 
relations  précédentes.  Ils  se  trouvent  donc  t(m8  deux  sur  la  droite  repré- 
sentée par  l'équation  ci-dessus,  laquelle  est,  par  conséquent,  la  ligne 
droite  qui  les  joint. 

Cette  droite  rencontre  le  cercle  en  deux  points  réels,  et  les  deux  tangentes 
sont,  par  conséquent,  réelles,  distinctes  ou  coïncidentes,  quand  la  distance 
du  centre  à  cette  droite  n'est  pas  plus  grande  que  le  rayon  (118)  ;  c'est- 
à-dire  quand  on  a  la  relation 


ri 


Ka«  +  P» 


OU        a*  +  13*  ^  r2. 


Les  tangentes  sont  imaginaires  quand  la  ligne  des  contacts  ne  rencontre 
pas  la  courbe,  c'est-à-dire  quand  sa  distance  au  centre  est  plus  grande  que 
le  rayon,  ce  que  l'on  exprime  par  l'inégalité 


r2 


>  r        ou        a»  +  (3*  <  r2. 


^a»  H-  pa 

Ce  sont  les  conditions  trouvées  ci-dessus. 

126.  —  Équation  quadratique  des  tangentes  menées  d'un  point  à  un 
cercle.  —  Désignons  par  a  et  ,5  les  coordonnées  d'un  point  P  donné,  par 
rapport  à  deux  diamètres  rectangulaires  du  cercle,  et,  par  x'  et  y',  celles  d'un 
point  M  quelconque  de  l'une  des  deux  tangentes.  L'équation  de  la  droite  PM 
est 

(«'  _  a)  (y  _  3)  -  iy'  -  (3)  (a;  -  a)  =  0. 
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On  exprime  que  cette  droite  est  tangente  au  cercle  au  moyen  de  l'égalité 

^/(a:'  _  af  +  (t/'  -  ^f 
ou  encore,  en  élevant  au  carré  et  réduisant, 

[oLy'  —  px')*  =  r^[{x'  —  a)2  +  (y'  —  (3)*]. 

Cette  relation  exprimant  aussi  que  les  coordonnées  x'  et  t/',  d'un  point 
quelconque  M  de  l'une  quelconque  des  tangentes  issues  de  P,  vérifient 

l'équation 

(«y  -  /3x)a  =  T^[(x  —  «)2  +  (y  —  m. 

il  en  résulte  que  celle-ci  représente  ces  deux  tangentes  (28). 

Cette  équation  s'applique  encore  au  cas  où  le  point  (a,  |3)  appartient  au 
cercle,  car,  en  y  introduisant  la  relation 

a»  +  (32  —  r»  =  0, 
elle  devient 

a?x^  +  2a/3a;i/  +  ^^—^r^^—^r^^y  +  r*=0    ou    (ax  +  ;3y— r2)2=0, 

et  représente,  par  conséquent,  les  deux  tangentes  coïncidentes  au  point  P 
du  cercle.  L'équation  trouvée  plus  haut  est  donc  générale. 

127.  —  Application.  —  Chercher  le  lieu  géométngne  du  sommet  (Tun  angle 
constant  circonscrit  à  un  cercle  donné.  Rapportons  le  cercle  à  deux  diamètres 
rectangulaires  comme  axes  de  coordonnées  ;  désignons  par  r  le  rayon  de  la  courbe 
et  par  a  Tangle  donné. 

Les  côtés  variables  de  cet  angle  ont  respectivement  pour  équations 


y=tx±fi/i+t\         y^t'x±  iVi  +  r».  (i) 

En  les  considérant  comme  simultanées,  xeiy  représentent  les  coordonnées  du 
sommet  de  Tangle  ;  si  donc  on  élimine  t  et  t' entre  ces  équations  et  la  relation 
suivante 

rfi?  ^  *^  *'        ^* 

exprimant  que  l'angle  circonscrit  au  cercle  est  constant,  on  obtient  Téquation 
du  lieu. 
Les  équations  (1)  se  transforment  facilement  et  deviennent 

(y  -  tx"^  =  r2(i  + 1^\  (y  -  t'x-f  =  r2(l  +  V^, 

ou  encore 

(a?2  _  ^2)^2  _  <i^yl  +  |y2  _  r2  =  0,  {X^  —  7'2)i'2  __  (^l^  _|.  y2  _  ^2  ==  Q, 

et  expriment  que  t  et  t'  sont  les  racines  de  Tune  d'elles  ;  de  sorte  que 

f,,  _  y2  -  r«                      //  —  I  Sl^x^g  -  {x^  —  r2)  (y^  —  ï^ 
^^  "~  x'^  -  r2'  î  -  (  —  ±  ___2_jz 
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Portant  ces  valeurs  dans  la  relation  (2),  on  a,  après  quelques  réductions, 

tg2  a  (a^  +  y»  —  2r2)2  =  4r2  (a:2  +  2^2  -  r2), 
ou  bien, 

(1  +  tg2  a)  (:c2  +  y2  —  !2r2)a  —  (a^  +  y»)'^  =  0, 
ou  encore, 

[ûfi  +  y^  —  ^  +  (^  +  y^  cos  a]  [a;2  + 1/2  __  27^  _  (a;2  +  j^s)  cos  a]  =  0. 
Le  lieu  se  compose  donc  des  deux  cercles  représentés  par  les  équations 
{ofi  +  y2)  (1  +  COS  a)  —  2r2  =  0,        (a^  +y^)  (i  —  cos  a)  —  2r«  =  0, 

et  concentriques,  par  conséquent,  au  cercle  donné. 

Cette  double  solution  provient  de  ce  que  les  équations  (1),  se  rapportant  à  deux 
côtés  consécutifs  quelconques  d'un  parallélogramme  circonscrit  au  cercle  et  ayant 
un  angle  a,  il  n'est  pas  possible  de  distinguer  dans  les  calculs  les  côtés  formant 
l'angle  a  ou  son  supplément. 

Exercices.  —  1.  On  mène  les  bissectrices  de  l'angle  que  fait  une  tangente  à  un 
cercle  avec  un  diamètre  fixe.  Trouver  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
centre  sur  Tune  des  bissectrices. 

9.  Les  côtés  d'un  angle  droit  tournant  autour  de  son  sommet  rencontrent  un 
cercle  donné  en  deux  points  par  lesquels  on  mène  des  tangentes.  Trouver  le  lieu 
du  point  d'intersection  des  tangentes. 

§  3.  —  Puissance  d'un  point. 

128.  —  Puissance  d'un  point  par  rapport  à  un  cercle.  —  Si  Ton 

rapporte  un  cercle  à  deux  droites  Ox,  0^  concourant  en  un  point  0,  il  a 
pour  équation 

x3  +  ^xy  cos  Q  +  y^  +  ^gx  +  'ify  +  n=  0. 

Par  suite,  les  abscisses  des  points  d'intersection,  réels  ou  imaginaires 
A  et  A.',  de  la  courbe  avec  l'axe  des  x  sont  données  par  l'équation 

x^  +  2gx  +  n  =  0, 

obtenue  en  faisant  dans  l'équation  du  cercle  y  =  0,  et  leur  produit 
OA  X  OA'  est  égal  à  w.  De  même,  les  ordonnées  des  points  d'inter- 
section, réels  ou  imaginaires  B  et  B',  du  cercle  avec  Taxe  Oy  sont  les 

racines  de  l'équation 

1/2  +  2fy  +  w  =  0; 

par  suite,  leur  produit  OB  X  OB'  est  encore  égal  à  n. 

On  en  conclut  que 

Si  par  un  point  on  mène  une.  droite  quelconque  rencontrant  la  circon- 
férence en  deux  points  réels  ou  imagiîiaii'es  conjugués,  le  produit  des 
segments  déterminés  est  constant. 
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Ce  produit  est  appelé  puissance  du  point  0  par  rapport  au  cercle  ;  il  est 
égal  au  terme  indépendant  n  de  Téquation  du  cercle  rapporté  à  deux  axes 
de  coordonnées  ayant  pour  origine  le  point  0. 

La  puissance  d*un  point  est  positive  ou  négative  suivanl  que  le  point  est 
à  l'extérieur  ou  à  Tinlérieur  de  la  courbe;  par  suite,  le  terme  w  de 
l'équation  du  cercle  est  posilif  ou  négatif  suivant  que  Torigine  des  coor- 
données est  à  Textérieur  ou  à  l'intérieur  du  cercle,  et  réciproquement. 

Lorsque  le  point  appartient  à  la  circonférence  du  cercle,  la  puissance  du 
point  est  nulle,  et  réciproquement.  Lorsque  le  cercle  a  un  rayon  nul,  la 
puissance  d'un  point  est  le  carré  de  sa  distance  au  centre  du  cercle. 

128.  —  Expression  de  la  puissance  d'un  point.  —  Lorsque  les  axes  de 
coordonnées  sont  rectangulaires,  on  a 

r2  =  ^2   -|-  p  „  QQ  ,j  ___  ^2   _|_  p  y.2^ 

ou  encore,  —  g,  —  f  étant  les  coordonnées  du  centre  C, 

La  puissance  d'un  point  0,  par  rapport  à  un  cercle  de  rayon  r  et  de 
centre  C,  a  donc  pour  valeur  la  différence  algébrique  ÔG^  —  r^  ou  d^  —  r*, 
en  désignant  par  d  la  distance  du  point  au  centre. 

Par  définition  y  nous  appelons  encore  puissance  d'un  point  0  par  rapport 
à  un  cercle  imaginaire  de  centre  C  et  de  rayon  imaginaire  r,.,  la  difiérence 
d^  —  r^..  Cette  puissance  est  toujours  positive,  car  rj  est  négatif. 

D'après  cela,  la  puissance  d'un  point  P,  par  rapport  au  cercle  réel  ou 
imaginaire  C  représenté  par  l'équation 

x^  +  y^  +  igx  +  ify  4-  w  =  0, 

est  la  différence  algébrique  CP^  —  r^,  ou  encore,  si  a  et  f6  sont  les  coor- 
données du  point  P, 

(a  +  g)^  +  (^  +  ff-(g^+P-n). 
Effectuant  les  calculs,  on  trouve 

«2  +  /32  +  iga  +  2f(3  +  72, 

c'est-à-dire  le  premier  membre  de  l'équation  du  cercle  dans  lequel  on  a 
remplacé  les  coordonnées  courantes  x  ei  y  par  celles  du  point.  Toutefois, 
pour  pouvoir  appliquer  la  formule,  il  faut  que  les  coefficients  de  x^  et  de  y* 
soient  égaux  à  l'unité.  S'il  n'en  était  pas  ainsi,  on  devrait  d'abord  diviser  les 
deux  membres  de  l'équation  par  le  coefficient  commun  de  ces  deux  carrés. 
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Il  résulte  aussi  de  ce  qui  précède  que,  lorsque  le  point  P  est  extérieur  au 
cercle  et  que  celui-ci  est  réel,  sa  puissance  CP^  —  r*^  est  encore  égale  au 
carré  de  la  tangente  issue  du  point  P.  Ce  carré  est  donc  aussi  égal  à 

a»  +  (32  +  ^goL  -h  2/"/3  +  n. 

130.  —  Condition  pour  que  deux  cerclée  se  coupent  orthogonalement. 

—  Deux  cercles  C  et  0  se  coupent  orthogonalement  quand,  entre  leurs 
rayons  r  et  r'  et  la  distance  d  de  leurs  centres,  on  a  la  relation 

le  carré  du  rayon  de  l'un  est  donc  égal  à  la  puissance  de  son  centre  par 
rapport  à  l'autre. 

Si,  dans  la  relation  ci-dessus,  on  remplace  r^,  r'^,  rf2^  pgp  i^yrs  valeurs 
en  fonction  des  coefficients  des  équations 

^2  +  y2  4-  2gx  +  ^fy  +  w  =  0,     x^  +  2/2  +  2^'x  +  2f  i/  +  w'  =  0 
des  cercles,  elle  devient 

g2  +  p_,,  +  g'2  +  p  _  „'  -(g-  gr  —  if-  n^  =  0, 

ou,  en  simplifiant, 

"igg'  H-  2//'  —  n  —  n'  =  0. 

La  définition  précédente  peut  encore  s'appliquer  quand  l'un  des  deux 

cercles  est  imaginaire  ou  se  réduit  à  son  centre,  car,  dans  ces  deux  cas,  la 

relation 

r2  +  ^'2  _  ^2  =  0 

peut  encore  exister.  De  sorte  que,  si  r  est  le  rayon  de  l'un  des  cercles,  le 
rayon  de  l'autre  cercle  a  toujours  pour  expression  \^(P  —  H. 

Par  suite,  si  l'un  des  cercles  se  réduit  à  son  centre,  ce  point  appartient 
à  l'autre  cercle,  lequel  ne  peut  être  imaginaire,  d  étant  toujours  réel. 

La  condition  analytique,  pour  que  les  deux  cercles 

x2  +  y2  +  ^gx  +  2fy  -^  n  =  0     et     {x  —  x^  +  [y  —  xj'f  =  0 

se  coupent  orthogonalement,  est  d'ailleurs  d'après  ce  qui  précède, 

igx'  +  2/'îf'  +  n  +  x'^  -f  y'^  =  0, 

et  exprime  que  le  centre  du  second  cercle  est  un  point  de  la  circonférence 
du  premier. 

7 
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Lorsque  les  deux  cercles  sont  réels,  ils  se  coupent,  puisque,  de  l'égalité 

r»  +  r'2  =  d\ 
on  déduit  les  inégalités  suivantes  : 

r  +  r'  >  d,        r  —  r'  <  d, 

exprimant  que  les  cercles  se  coupent  en  des  points  réels.  L'égalité  ci-dessus 

montre  encore  qu'en  chacun  de  ces  points  les  tangentes  sont  rectangulaires. 

Corollaire.  —  De  ce  que  la  puissance  de  G  par  rapport  au  cercle  0  est 

égale  à  r^,  on  a,  en  désignant 
y  par  A  et  B,  P  et  Q,  les  extré- 

mités d'un  diamètre  de  C  et  les 
points  d'intersection,  réels  ou 
imaginaires,  de  cette  droite  avec 
0,  la  relation 


2 


7-2  =  CA"  =  CB"  =  CP  X  CQ, 

laquelle  exprime  que  des  points 
Fig.  41.  A  et  B,  P  et  Q  sont  en  proportion 

harmonique;  donc. 
Si  deux  cercles  se  coupent  orlhogonalement,  un  diamètre  de  Vun  est 
divisé  harmoniquement  far  Vautre^  et  réciproquement. 

131.  —  Équations  quadratiques  des  deux  couples  de  tangentes  communes  à  deux 
cercles.  —  Désignons  par  PM,  PN  les  longueurs  des  deux  tangentes  menées  d'un 
point  P  (x,  y)  à  deux  cercles  de  rayons  r  et  r\  et  par  d  la  distance  des  centres 
(le  ces  courbes.  Si  P  est  un  point  de  l'une  des  tangentes  communes,  on  a  visible- 
ment la  relation 

±  PM  ±  PN  =  1/^2  _  ^r  +  r'f, 

pour  le  cas  des  tangentes  communes  intérieures,  et 

±  PM  ±  PN  =  l/rf2  -  (r  -  r02, 

pour  les  tangentes  communes  extérieures;  de  sorte  que,  en  désignant  par 

^=x^  +  y^-\-^x  +  ^fy  -}-  »  =  0, 
^'  =  x^^y'^^'lg'x  +  try-\-n=^0, 

les  équations  des  deux  cercles,  les  deux 
couples  de  tangentes  communes  sont  re- 
présentés par  (129) 

Fig.    42.  i  l/^  ±  l^S^  =  l/rf2  __  (,.  i  ;^')2. 
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En  développant,  on  trouve  les  deux  équations 

(S  —  S')»  -  2[rf2  -  (r  -f  r')2]  (S  +  S')  +  [d^  -  (r  +  r')2]2  =  0, 
(S  —  SO»  -  2  [d2  —  (r  -  7'')2j  (S  +  S')  +  [d^  -  (r  —  r')2]2  =  0  , 

et,  retranchant  celles-ci  membre  à  membre, 

S  +  S'  =  d^  —  r^—r'^. 

Cette  dernière  courbe  est  le  cercle  passant  par  les  points  d'intersection  des 
quatre  tangentes  communes;  on  en  trouve  facilement  le  centre  et  le  rayon. 
Si  les  deux  cercles  donnés  se  coupent  orthogonalement 

rf2  _  ^  _  r'2  =  0, 

et  les  trois  équations  ci-dessus  deviennent 

(S— S')2  +  ^rr'(S+S')  +  4r2r'2  =  0,    (S— S')2-4rr'(S-fS')-f  4r2;''2  ^  o, 

S  +  S'  =  0. 

Toutes  ces  équations  peuvent  s'exprimer  au  moyen  des  coefficients  des  équations 
des  deux  cercles,  car 

r2=^2+/2__w,      r"^^g"^  +  p  —  n\      d^—r^—r'^^n  +  n'—'igg'—lfr. 

Dans  le  cas  où  r  est  nul,  le  cercle  S'  se  réduit  à  son  centre;  par  conséquent,  le 
couple  des  tangentes  menées  d'un  point  (a,  p)  à  un  cercle  S  a  pour  équation 


il^S  ±  1/(0;  —  a)2  +  (1/ -  p)2  =  l/rf2  —  ^2 
ou  encore 


|/S(a:,  y)  ±  l/S(a,  p)  =  ±l^{x—  a)2  +  iy  —  p)2. 
L'équation  du  n^  126  est  un  cas  particulier  de  cette  dernière  équation. 
Exercices.  —  1.  Trouver  l'équation  de  l'enveloppe  de  la  droite 


{\  +  a)x  +  {\—  a)y  —  21^1  -f  a2  =0. 

2.  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  deux  tangentes  rectangulaires. 

3.  Un  cercle  est  tangent  à  une  droite  donnée  en  un  point  A  et  passe  par  un 
point  B;  trouver  l'équation  de  la  droite  qui  joint  au  centre  le  point  d'intersection 
des  tangentes  en  A  et  B  au  cercle. 

§  4*  —  Pôle  et  polaire* 

1S2.  —  Polaire  d'un  point,  pOle  d'une  droite.  —  La  corde  des  contacts 
des  tangentes  réelles  ou  imaginaires  conjuguées  issues  d*un  point  réel, 
s'appelle  polaire  du  point,  et  celui-ci  s'appelle  pôle  de  la  corde. 

La  polaire  du  point  P  (a,  (3)  ayant  pour  équation 

xx  -h  j3z/  —  r2  =  0, 
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on  voit  que,  si  le  point  P  est  sur  le  cercle,  sa  polaire  se  confond  avec  la 
tangente  en  c^  point.  Donc, 

Le  pôle  d'une  tangente  est  le  point  de  contact. 

Tout  point  réel  a  une  polaire;  celle  de  l'origine  ou  du  centre  du  cercle 

a  pour  équation 

—  r»  =  0,      ou      1=0. 

C'est  la  droite  de  l'infini.  Donc, 
La  polaire  du  centre  est  à  Vinfini. 
Les  deux  droites 

(3x  —  ay  =  0      et      aa;  H-  j3y  =  r^ 

étant  rectangulaires,  on  en  conclut  que 

La  polaire  d'un  point  est  perpendiculaire  à  la  droite  qui  joint  le  pôle 
au  centre  du  cercle. 

183,  —  Théorème.  —  Si  la  polaire  d'un  point  A  passe  par  un  second 
point  B,  réciproquement  la  polaire  de  B  passe  par  le  point  A. 

En  désignant  par  x'  et  y'  les  coordonnées  du  point  A,  sa  polaire  est 
représentée  par  l'équation 

xx'  4-  yy'  =  r^. 

Si  le  point  B,  ajant  pour  coordonnées  x"  et  y'\  se  trouve  sur  cette 
droite,  on  a  la  condition 

x'x"  +  y'y"  =  r», 
laquelle  exprime  également  que  la  polaire 

xx"  +  yy"  =  r^ 

de  B  passe  par  le  point  A. 

Corollaires.  —  I.  Soit  AB  la  polaire  d'un  point  M.  D'après  ce  qu'on 
vient  de  dire,  la  polaire  d'un  point  quelconque  P  de  cette  droite  passe 

par  M,  pôle  de  AB.  Donc, 

Lorsqu'un  point  P  décrit  une  droite  AB,  sa 
polaire  CD  tourne  autour  d'un  point  fixe,  pôle 
de  AB,  et  réciproquement. 

II.   Toute   droite   a   un   pôle  réel  situé  à 
distance  finie  ou  infinie.  Il  se  trouve  au  point 
p.^  ^  d'intersection  des  polaires  de  deux  points  quel- 

conques de  la  droite  donnée.  Ce  point  est  situé 
à  distance  finie  si  ces  droites  se  coupent,  à  distance  infinie  si  elles 
sont  parallèles  (38).  Le  pôle  d'un  diamètre  est  donc  à  l'infini. 
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III.  On  déduit  encore,  du  théorème  précédent,  un  moyen  simple  pour 
construire  géométriquement  la  polaire  d*un 
point  P  situé  à  i*intérieur  du  cercle.  On  mène 
par  ce  point  deux  droites  MP,  NP  dont  on 
construit  les  deux  pôles  avec  la  plus  grande 
facilité.  La  polaire  demandée  est  la  droite  qui 
les  joint. 

On  construit  aussi  simplement  le  pôle  d*une 
droite  qui  ne  rencontre  pas  le  cercle.  Il  suffit 
de  tracer  les  deux  lignes  des  contacts  des  deux 
couples  de  tangentes  issues  de  deux  points 
quelconques  de  la  droite  donnée.  Le  pôle  cherché  est  le  point  de  rencontre 
de  ces  deux  lignes  de  contact. 

134.  —  Théorème.  —  Le  rectangle  des  distances  du  centre  0  du  cetxle 
à  un  foint  et  à  sa  polaire  est  égal  au  carré  du  rayon. 

En  effet,  en  désignant  par  a  et  |3  les  coordonnées  d'un  point  P,  par  M, 
le  point  d'intersection  de  OP  avec  la  polaire  de  P,  on  a  : 

«•2 


Pig.  44. 


OP  =  Ka2  +  (32,       OM  = 


par  suite, 


|/a2  -f-  (32  ' 


OP  X  OM  =  r2. 


Ce  théorème  est  évident  géométriquement  dans  le  cas  où  le  pôle  est  à 
l'extérieur  du  cercle.  On  en  conclut  que  : 

Si  A  et  A'  sont  les  extrémités  du  diamètre  passant  par  P,  les  quatre 
points  A  et  A',  M  et  P  sont  en  proposition  harmonique. 

Ce  dernier  théorème  n'est  qu'un  cas  particulier  du  suivant. 

136.  —  Théorème.  —  Toute  sécante  issue  d'un  point  est  divisée  par 
ce  point  et  sa  polaire  en  proportion  harmonique. 

Désignons  par  R  le  point  d'intersection  de  la  sécante  issue  de  P  avec 
la  polaire  de  P.  De  ce  que  les  quatre 
points  A  et  A',  M  et  P  sont  en  propor- 
tion harmonique,  on  conclut  que  le 
cercle  donné  et  le  cercle  décrit  sur  PR 
comme  diamètre,  et  passant  par  consé- 
quent par  M,  se  coupent  orthogona- 
lement  (130);  par  suite,  le  diamètre 
PR  du  second  cercle  est  divisé  harmo- 
niquement  par  le  premier. 


Fig.  45. 


Cette  démonstration  est  indépendante  de  la  position  du  point  P. 
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136.  —  Équation  de  la  polaire  d'un  point  par  rapport  au  cercle 
représenté  par  Téquation  générale 

S(x,  y)  =  x^  +  y^  +  ^gx  +  ^fy  +  w  =  0. 

D'après  le  théorème  qui  précède,  la  polaire  d'un  point  P  est  le  lieu 
géométrique  des  conjugués  harmoniques  R  de  P,  par  rapport  aux  deux 
points  de  section  C  et  D  de  la  sécante  PR  avec  le  cercle. 

En  désignant  par  a  et  (3,  a;  et  t/  les  coordonnées  des  points  P  et  R, 
celles  des  points  C  et  D  sont  de  la  forme 

a  —  kx         (3  —  ky 
1  — /t'         i  —  A  ' 

leurs  paramètres  étant  donnés  par  l'équation 

k^S{x,  y)  -  2[(a  +  g)x  +  ((3  +  f)y  +  ^a  +  /"(S  +  n]k  +  S(a,  p)  =  0. 
Ces  paramètres  devant  être  de  signes  contraires,  on  a  toujours  la  relation 

(a  +  ^)a;  +  (|3  +  /11/  -f  f/a  +  /"/S  +  M  =  0  (1) 

entre  les  coordonnées  du  point  R  et  des  constantes;  elle  représente,  par 
conséquent,  l'équation  du  lieu  de  ce  point. 

Lorsque  les  coordonnées  a  et  (3  sont  nulles,  le  point  P  coïncide  avec 
l'origine;  la  polaire  de  ce  point  a  donc  pour  équation 

gx  -\-  fy  -\-  11  =  0. 

L'équation  (1)  représente  la  tangente  au  cercle  au  point  (a,  (3),  loi'sque 
ce  point  appartient  à  la  circonférence  du  cercle  (132),  c'est-à-dire,  quand 

on  a 

a2  +  (32  +  2ga  +  2/*|3  +  «  =  0. 

L'équation  de  la  tangente  à  l'origine  à  un  cercle  passant  par  ce  point 

est  donc 

gx  +  fy  =  0. 

137.  —  Définition  générale  de  la  polaire  d'un  point.  —  D'après  ce 
qui  précède,  nous  pourrons  appeler,  d'une  manière  générale,  polaire  d'un 
point  (a,  j5),  par  rapport  à  un  cercle  réel  ou  imaginaire,  représenté  par 
l'équation 

.t2  +  î/2  +  ^gx  +  ^fy  +  71  =  0, 

la  droite  qui  a  pour  équation 

(a  +  g)x  +  (frJ  +  f}y  +  p«  +  /T^  +  ?/  =  0. 
Elle  est  réelle  en  même  temps  que  son  pôle. 
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Le  pôle  et  la  polaire  divisent  harmoniquement  toute  sécante  au  .cercle; 
car,  les  paramètres  des  points  C  et  D  d'intersection  avec  le  cercle  d'une 
sécante  PR  issue  du  point  P,  sont  donnés  par  Téquation 

k^S(x,y)  +  S(a,  13)  =  0, 

où  a  et  }3,  a:  et  y  sont  respectivement  les  coordonnées  du  pôle  et  du  point 
d'intersection  R  de  la  sécante  avec  la  polaire. 

Exercices.  —  1 .  Trouver  le  lieu  des  pôles,  par  rapport  aux  cercles  tangents  à 
deux  droites  rectangulaires  données,  d'une  droite  parallèle  à  Tune  d'elles. 

2.  Trouver  le  lieu  des  points  d'intersection  des  polaires  d'un  point  par  rapport 
à  deux  cercles,  quand  le  point  parcourt  une  droite  donnée. 

§  SS.  —  FalftceauiK.  de  cercles. 

188.  — •  Définition  d'un  faisceau.  —  On  appelle  faisceau  de  cercles,  l'ensemble 
des  lignes  S  représentées  par  l'équation 

(4  -  k)  0x2  +  y2)  +  2(^  -  9'k)x  +  W-rk)y  +  n-  n'k  =  0, 

dont  les  coefficients  contiennent,  au  premier  degré,  un  paramètre  variable  k.  Cette 
équation  peut  encore  s'écrire 

3i^  +  y^  +  '2gx  +  îtfy  +  n-  k(x^  +  y^  +  ^'x  +  iry  +  n')  =  0.    (1) 

et  l'on  voit  que  les  équations 

S  =  x^  +  y^  +  ^x  +  'ify  +  n=0,       S'  =  x^  +  y^  +  ^'x  +  ^ry  +  n'  =  0, 

représentent  les  cercles  C  et  C  du  faisceau  correspondant  aux  valeurs  nulle  et 
infinie  du  paramètre. 

139.  —  Axe  radicai.  —  L'équation  (1)  représente  toujours  un  cercle,  excepté 
lorsque  le  paramètre  k  est  égal  à  l'unité;  dans  ce  cas,  elle  se  réduit  à 

2(^  -  g')x  +  2(/"-  r)x  +  n-n'  =  0, 

et  représente  une  droite  appelée  axe  radical  du  faisceau, 

140.  ■—  Ligne  des  centres.  —  Le  centre  de  l'un  des  cercles  du  faisceau,  corres- 
pondant à  une  valeur  particulière  de  k,  a  pour  coordonnées  (114) 

^  l-A'         ^*~       i-k' 

et  pour  rayon, 

j^4:i  ^^9  -  Q'kf  +  (/"-  rkY  -  in  -  n'k)  (1  -  k). 

On  voit  donc  que  le  centre,  dont  il  s'agit,  est  un  point  de  la  droite  qui  joint  les 
deux  points  {—g,  —  f)  et  (—  g\  —  f),  centres  des  cercles  C  et  C  (18). 
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Les  centres  des  cercles  du  faisceau  se  trouvent,  par  conséquent,  sur  la  droite 
représentée  par  Téquation 

et  appelée  ligne  des  centres 
Cette  droite  est  perpendiculaire  à  Taxe  radical  (46). 

141.  —  Théorème.  —  Toutes  les  lignes  du  faisceau  passent  par  deux  points. 
Car,  si  nous  représentons  par  x'  et  y'  les  coordonnées  de  Tun  des  points 

communs  aux  deux  cercles  C  et  C\  on  a  les  relations 

X'2  +  y'2  +  ^x'  +  W  +  W  =  0,        X'^  +  2/'2  +  (^'x'  +  S/'y'  +  W  =  0, 

et,  par  conséquent,  la  suivante 

x'2  ^.  y^2  4.  a^x'  +  W  +  w  —  k{x"^  +  y'^  +  ^'^  +  ^fY  +  w')  =  0, 

laquelle  exprime  que  Tune  quelconque  des  lignes  S  passe  par  le  point  considéré. 
Les  lignes  du  faisceau  passent  donc  par  les  points  communs  aux  cercles  C  et  C\ 
lesquels  sont  au  nombre  de  deux  (119). 

Réciproquement,  les  cercles  passant  par  deux  points  réels  ou  imaginaires 
conjugués  forment  un  faisceau.  Car,  en  désignant  par 

x2  -1-  y2  _|_  ^2gx  +  2/y  +  n  =  0,        x^  +  y'^  +  ^x  +  If  y  +  n'  =  0, 

les  équations  de  deux  cercles  qui  passent  par  ces  points,  l'équation 

^2  +  2/2  +  2^ir  +  2/2/  +  w  —  k{x^  +  y'^  +  ^Ig'x  +  2f  y  +  n')  =  0 

représente  tous  les  autres.  Il  en  est  de  même  si  Tun  des  cercles  est  remplacé  par 
la  droite  réelle  qui  joint  les  deux  points  donnés.  Donc  : 

Un  faisceau  est  défini  par  deux  quelconques  des  lignes  qui  lui  appar- 
tiennent, 

142.  —  Propriétés  de  Taxe  radical.  —  Les  coordonnées  x'  et  y'  d'un  point 
quelconque  P  d'une  ligne  S  satisfont  à  la  relation 

x"^  +  y'^  +  ^x'  +  w  +  «  -  ^'(.^'2  +  y'2  _|_  (^'x'  +  ^ry'  +  nO  =  0. 

En  désignant  par  a  et  a'  les  puissances  de  P  par  rapport  aux  cercles  C  et  C, 
l'égalité  ci-dessus,  qui  peut  «'écrire  (129) 

a  —  fl'A;  =  0       ou       fl  :  a'  =  A, 

exprime  que  les  puissances,  par  rapport  à  deux  cercles  du  faisceau,  des  points 
d'une  ligne  du  même  système  sont  dans  un  rapport  constant. 

En  particulier,  si  k  est  égal  à  l'unité,  c'est-à-dire  si  le  point  P  se  trouve  sur 
l'axe  radical  du  faisceau,  on  a  a  =  o'. 

On  en  conclut  immédiatement  que  les  puissances  du  point  P  de  l'axe  radical, 
par  rapport  à  tous  les  cercles  du  faisceau,  sont  égales;  car,  la  puissance  de  P,  par 
rapport  au  cercle  C.  est  égale  à  celle  du  môme  point  par  rapport  à  un  cercle 
quelconque  C  du  système.  Par  conséquent, 

L*axe  radical  d*un  faisceau  est  le  lieu  géométrique  des  points  d'égale 
puissance  par  rapport  aux  cercles  du  système,  ou  encore 
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Les  tangentes  aiix  cercles  d*un  faisceau,  menées  par  un  point  de  la  partie 
de  Vaxe  radical  extérieure  aux  courbes,  sont  égales. 

Celte  dernière  propriété  de  Taxe  radical  est  précieuse  ;  elle  donne  le  moyen  de 
construire  cette  droite  lorsque  les  cercles  ne  se  coupent  pas.  Il  suffit  de  joindre 
les  points  milieux  de  deux  tangentes  communes  à  deux  des  cercles  non  intérieurs 
Tun  par  rapport  à  l'autre. 

143.  —  Cercles  orthogonaux.  —  De  ce  que  les  puissances  d'un  point  quelconque 
P  de  Taxe  radical  par  rapport  aux  cercles  du  faisceau  sont  égales,  il  résulte  que  P 
est  le  centre  d'un  cercle,  dont  le  carré  du  rayon  est  égal  à  la  puissance  de  ce  point 
par  rapport  à  l'un  quelconque  des  cercles  du  système,  et  coupant  toutes  ces  courbes 
orthogonalement  (130). 

Ce  cercle  P  est  réel  ou  imaginaire,  suivant  que  la  puissance  de  son  centre,  par 
rapport  à  l'un  quelconque  des  cercles  du  faisceau,  est  positive  ou  négative. 

Ùaxe  radical  d'un  faisceau  est  donc  encore  le  lieu  géométrique  des  centres 
des  cercles  qui  coupent  orthogonalement  les  cercles  du  système, 

144.  —  Cercles  limites  du  faisceau.  —  Un  cercle  du  faisceau  a  un  rayon  nul  et 
se  réduit  par  conséquent  à  son  centre 

quand  on  a  la  relation 

{g  -  g'kf  +  (/•-  f'kf  -  (71  -  n'k)  (1  -  A)  =  0, 
ou,  en  développant, 

(^'2  _^  ff2  _  n')i^2  _  (2^^'  +  ^ff  -n  —  n')k+g^  +  /2  -  w  =  0. 

En  désignant  par  r  et  r'  les  rayons  des  cercles  C  et  C\  par  d  la  distance  de  leurs 
centres,  on  a  (114) 

g'2  4_  /'2  _  n'  =  r'2,  g2  +  f2^n=  f», 

2^^'  4-  2/-/-'  -  ;,  _.  n'  =  r2  +  r'2  -  d^. 
L'équation  du  second  degré  ci-dessus  devient  donc 

;.'2^2  _  (^2  4-  r'2  -  û{2)ifc  +  r2  =  Q. 

En  la  résolvant,  on  trouve  pour  k  les  deux  valeurs 


_  —d^  +  r2  -1-  r'^  ±  l^(rf2  —  r2  —  r'2)2  _jrV2 
Le  radical  peut  s'écrire,  en  supposant  r  >  r',  et  tous  deux  réels. 


l/(rf  +  r  —  r')(rf  —  r  -  r'){d  —  r  +  r'){d  +"?•  —  r'). 

Pour  que  les  deux  racines  soient  réelles,  il  faut  que  tous  les  facteurs  soient 
positifs  ou  qu'il  y  en  ait  deux  négatifs.  Dans  le  premier  cas,  on  a 

d  —  r  —  r'  >0       ou       rf  >  r  +  r', 

et  dans  le  second, 

rf  —  r  4-  r'  <  0       ou       d  <r  —  r'. 
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Ces  inégalités  indiquent  que  les  cercles  C  et  C  ne  peuvent  se  couper  en  des  points 
réels.  L'axe  radical  ne  coupe  pas,  dans  ce  cas,  les  cercles  du  faisceau. 

Aux  racines  réelles  k'  et  k"  de  Téquation  du  second  degré  précédente  corres- 
pondent deux  points  F  et  F',  dont  les  coordonnées  se  trouvent  aisément,  et  qui 
sont  les  centres  des  deux  cercles  de  rayon  nul  du  faisceau.  Ces  points  ont  reçu  le 
nom  de  cercles  limites  ou  points  limites  du  système.  Ils  sont  situés  sur  la  ligne 
des  centres  et  ne  sont  réels  que  lorsque  les  cercles  ne  se  coupent  pas.  Dans  le  cas 
contraire,  ils  sont  imaginaires  conjugués  (64). 

146.  —  Quand  les  racines  de  l'équation 

r'2jfc2  _  (y.2  4-  r'i  —  rf2)  ^  +  r2  =  0 

sont  réelles,  son  premier  membre  est  négatif  pour  les  valeurs  de  k  comprises  entre 
les  racines  k'  et  k",  correspondant  par  conséquent  aux  points  de  la  ligne  des 
centres  situés  entre  F  et  F'  (5). 

Donc,  quand  les  cercles  du  faisceau  ne  se  coupent  pas,  les  points  de  la  ligne  des 
centres,  situés  entre  les  points  limites,  sont  les  centres  des  cercles  imaginaires  du 
faisceau.  Les  points  limites  pourraient  donc  encore  s'appeler  centres  limites  des 
cercles  du  système. 

Lorsque  les  racines  de  l'équation  du  second  degré  en  k  sont  imaginaires,  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  est  toujours  positif;  par  conséquent,  tous  les  cercles 
du  faisceau  sont  réels. 


146.  --  Construction  des  points  limites.  —  Les  cercles  orthogonaux  P  (143)  aux 
cercles  du  faisceau  passent  par  les  points  F  et  F',  car  ces  points  sont  les  centres 

des  cercles  nuls  du  système.  D'où  Ton 
déduit  un  moyen  facile  de  les  construire 
lorsqu'ils  sont  réels. 

On  voit  aussi  que  les  cercles  P  forment 
un  second  faisceau  ayant  pour  axe  radical 
la  ligne  des  centres  du  premier  faisceau, 
et  pour  points  communs,  les  points 
limites  de  celui-ci.  Ceux-ci  sont,  par 
conséquent,  à  égale  distance  de  l'axe 
radical. 

Les  points  limites  de  ce  second  faisceau 
sont  évidemment  imaginaires,  quand  les 
points  F  et  F'  sont  réels,  et  inversement. 
Les  cercles  S  étant  orthogonaux  aux  cercles  P,  on  en  conclut  que  les  points 
limites  de  ce  dernier  système  sont  les  points  communs  aux  cercles  S.  En  convenant 
de  dire  qu'un  cercle  est  coupé  orthogonalement  par  un  quelconque  de  ses  diamè- 
tres, on  voit  qu'une  ligne  quelconque  du  système  S  est  coupée  orthogonalement 
par  une  ligne  quelconque  du  système  P,  et  réciproquement. 

Corollaire.  —  Tous  les  cercles  dont  les  centres  sont  en  ligne  droite,  et  qui 
coupent  orthogonalement  un  cercle  donné  y  forment  un  faisceau.  Car,  ces  cercles 
passent  par  les  points  limites  du  faisceau  déterminé  par  le  cercle  donné  et  la 
droite  donnée. 


Fig.  46. 
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Pour  construire  un  cercle  du  faisceau  S,  il  faut  donc  décrire  d*un  point  de  sa 
ligne  des  centres  un  cercle  coupant  orthogonalement  l'un  des  cercles  P. 
Un  faisceau  S  est  donc  encore  déterminé  par  deux  de  ses  cercles  orthogonaux  P. 

147.  —  Théorème.  —  Les  points  A  et  B  de  section  de  Vun  des  cercles  C  avec  la 
ligne  des  centres  sont  conjugués  dans  un  système  en  involuiion. 

En  effet,  le  cercle  C  coupe  orthogonalement  le  cercle  P,  et  celui-ci  coupe  la  ligne 
des  centres  aux  points  F  et  F'  ;  les  points  A  et  B  sont  donc  conjugués  harmoniques 
par  rapport  à  ces  derniers  points,  foyers  de  l'involution. 

Le  point  F  est  donc  un  point  de  la  polaire  de  F'  par  rapport  à  l'un  quelconque 
des  cercles  du  faisceau.  Donc, 

Par  rapport  à  tous  les  cercles  d*un  faisceau,  Vun  des  points  limites  a  pour 
polaire  la  pei'pendiculaire  à  la  ligne  des  centres  élevée  en  Vautre  point. 

148.  —  Couples  de  cercles  orthogonaux  d'un  feisceau.  —  Dans  un  faisceau,  il  y 
a  une  infi,nité  de  couples  de  cercles  se  coupant  orthogonalement. 

En  effet,  le  cercle  coupant  orthogonalement  le  cercle  C  correspond  à  la  valeur 
de  k  donnée  par  l'équation 

OU,  pour  k  différent  de  l'unité, 

-2(^2  +  /^2  _  n)  -  iagg'  +  W  —  n  —  n')k  =  0, 
ou  encore, 

2r2  —  {itgg'  +  2//"  -n  —  n')k  =  0. 

Si  le  coefficient  de  k  n'est  pas  nul,  cette  équation  a  une  solution;  par  suite,  il  y 
a  un  cercle  coupant  orlhogonalement  le  cercle  C. 

Si  le  coeflficient  de  k  est  nul,  c'est  le  cercle  C/  qui  coupe  orthogonalement  le 
cercle  C  (130). 

Lorsque  le  rayon  r  du  cercle  C  est  nul,  l'équation  ci-dessus  donne  zéro  pour  /c, 
ce  qui  détermine  le  même  cercle  C,  lequel  se  confond  alors  avec  un  cercle  limite. 

Au  cercle,  ayant  pour  centre  le  point  d'intersection  de  la  ligne  des  centres  avec 
Taxe  radical,  correspond  cette  dernière  droite. 

149.  —  L'équation  du  second  degré 

r'2)fe2  _  (,4  4_  ,.'2  _  ^2)  ^  ^_  7^2  =  0 

du  n<>  144  montre  que,  lorsque  deux  cercles  d'un  faisceau  se  coupent  orthogonale- 
ment, leurs  centres  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  points  limites  du 
système. 

Les  centres  des  couples  de  cercles  d'un  faisceau,  se  coupant  orthogonalement, 
sont  donc  conjugués  dans  un  système  en  involution  ayant  pour  foyers  les  points 
limites,  identique,  par  conséquent,  au  système  dont  il  est  question  au  n«  147. 

11  résulte  donc  que  le  cercle,  ayant  pour  diamètre  la  distance  des  centres  de 
deux  cercles  du  faisceau  se  coupant  orthogonalement,  appartient  au  système. 

Il  résulte  aussi  que,  lorsque  les  points  limites  du  faisceau  sont  réels,  les  couples 
de  cercles  se  coupant  orthogonalement  comprennent  toujours  un  cercle  imagi- 
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naîre,  car  le  conjugué  harmonique  d'un  point  C  extérieur  au  segment  FF'  est  un 
point  de  ce  segment  (145). 

150.  —  Vaxe  radical  d'un  faisceau  est  la  polaire  du  centre  d*un  cercle 
quelconque  du  système  par  rapport  au  cercle  du  même  système  qui  le  coupe 
orthogonalement. 

La  polaire  du  centre  (—  g\  —  f)  de  l'un  des  cercles  C  par  rapport  au  cercle  C 
a,  en  effet,  pour  équation  (137) 

i^-9')x^-{f-ny-gg''-r^  +  n  =  (^^ 

si  ces  cercles  se  coupent  orthogonalement  on  a  la  relation 

^g'  +  W-n-n'=^Q, 

et  Téqualion  ci-dessus,  qui  devient 

2((7  - g')x  +  2(/-~ r)y  +  n-n'^ 0, 

représente  Taxe  radical  du  faisceau. 

Ge  théorème  est  évident  géométriquement  quand  les  deux  cercles  sont  réels. 

Exercices.  —  4.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  cercles  passant  par  un  point 
donné  et  coupant  orthogonalement  un  cercle  donné. 

2.  Trouver  la  distance  des  deux  points  limites  d'un  faisceau  de  cercles  en  fonc- 
tion de  celle  de  leurs  deux  points  communs. 

3.  On  joint  les  centres  de  deux  cercles  en  un  point  de  leur  axe  radical  ;  chercher 
le  lieu  du  point  de  rencontre  des  perpendiculaires  à  ces  droites  menées  par  les 
centres. 

L  Un  faisceau  de  cercles  détermine,  sur  une  droite  donnée,  des  couples  de 
points  conjugués  d'une  involution  dont  les  points  doubles  sont  les  points  de 
contact  des  cercles  du  faisceau  avec  la  droite.  Ces  points  de  contact  sont  à  des 
distances  égales  de  l'axe  radical  du  faisceau. 

5.  On  donne  sur  une  droite  quatre  points  fixes  A,  B,  G  et  D;  les  cercles  passant 
par  les  points  A  et  B,  C  et  D  ont  pour  axe  radical  une  droite  pivotant  autour  d'un 
point  fixe. 

6.  On  donne  quatre  points  fixes  A,  B,  C,  D  d'une  droite;  on  décrit  un  premier 
cercle  0  tangent  à  la  droite  au  point  A,  et  un  second  cercle  0'  passant  par  BetC 
et  coupant  le  premier  aux  points  réels  ou  imaginaires  M  et  N.  Démontrer  que  le 
cercle  passant  par  les  points  M,  N,  D  coupe  la  droite  en  un  point  fixe,  quels  que 
soient  les  rayons  des  cercles  0  et  0'. 

7.  Un  angle  droit  tourne  autour  de  son  sommet  A  ;  ses  sommets  marquent  sur 
une  droite  quelconque  une  involution  de  points,  ayant  pour  foyers  les  points  limites 
du  faisceau  de  cercles  passant  par  A  et  par  le  point  A',  symétrique  de  A  par  rapport 
à  la  droite. 

8.  Les  projections,  sur  la  ligne  des  centres  des  deux  cercles,  des  points  d'inter- 
section des  tangentes  communes  extérieures  et  intérieures  sont  les  points  limites 
du  faisceau  déterminé  par  les  cercles. 

9.  Par  l'un  des  points  d'intersection  de  deux  cercles,  on  mène  une  sécante 
coupant  les  deux  courbes  aux  points  A  et  B.  On  demande  le  lieu  du  point  qui 
divise  le  segment  AB  suivant  un  rapport  donné. 
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§  0«  —  Réseaux,  cle  cerclée. 

161.  —  Définition  d'un  réseau  de  cercles.  —  On  appelle  réseau  de  cercles, 
Teûsemble  des  lignes  21  représentées  par  Téquation 

XS  +  [xS'  +  vS"  =  0,  (i) 

dans  laquelle  X,  |jl,  v  sont  des  variables  et  S,  S',  S"  les  premiers  membres 

S  =  a;2  +  y2  +  2^a:  +  2/t/  +  n  =  0,     ^'  =  x^  +  y^^-  ^g'x  +  ^ry  +  w'  =  0, 

S"  =  a;2  +  y2  4-  ^"x  +  Wy  +  n"  =  0, 

des  équations  de  trois  cercles  n'appartenant  pas  à  un  même  faisceau.  Les  cercles 
S,  S',  S"  sont  appelés  bases  du  réseau. 
L'équation  générale  ci-dessus  représente  un  cercle  ou  une  droite  suivant  que 

X  +  |X  +  V^O  ou  X  +  tJL  +  V==0. 

Quand  les  variables  X,  (x,  v  sont  liées  par  une  relation 

aX  +  ^{jL  +  Cv  =  0,       où  l'on  n'a  pas       X  +  jx  +  v  =  0, 

homogène  et  du  premier  degré,  l'équation  (1)  représente  un  faisceau  de  cercles, 

car,  elle  a  la  forme 

v(aS"  -  rS)  +  {jl(«S'  —  ^S)  =  G. 

162.  Si,  Tune  des  lignes 

aS  +  fl'S'  +  a"S"  =  0 

appartient  au  faisceau  déterminé  par  les  suivantes 

^S  +  ^'S'  +  ^"S"  =  0,       (^  +  c'S'  +  c"S"  =  0, 
son  équation  est  de  la  forme 

^S  +  ^'S'  +  ^"S"  -  A:(cS  +.  c'S'  +  c"S")  =  0, 

et  Ton  a 

b  —  ck      b'-c'k      b''  —  c"k      ^ 


a 

a' 

~      a" 

ou  encore,  en  éliminant  k  et  6, 

fl. 

b. 

c 

E  = 

a\ 

b\ 

& 

—  0,    av 

a'\ 

b'\ 

c" 

■ 

Par  suite  E  ^  0  exprime  que  les  trois  lignes  dont  il  est  question  n'appartiennent 
pas  à  un  même  faisceau. 
Il  en  résulte  que,  si  les  trois  lignes 

aS  +  a'S'  +  a"S"  =  0,     bS  +  b'S'  +  ^"S"  =  0,    cS  +  c'S'  +  c"S"  =  G, 

n'appartiennent  pas  à  un  même  faisceau,  l'équation 

X(aS  +  fl'S'  +  a"S")  +  jx(^S  +  ^'S'  +  ^"S")  +  v(cS  +  c'S'  +  c"S")  =  G, 
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ou  encore, 

(al  +  ^fjL  +  Cv)S  +  (a"k  +  ^V  +  c'v)S'  +  (a"X  +  ^'V  +  c"v)S"  -  0, 

est  équivalente  à  Téquation  (1),  car,  de  ce  que  E  ^  0,  on  conclut  que  les  quantités 

al  +  *p.  +  cv,     a'I  +  b'iL  +  c\     a"l  +  b"^  +  c"v 

ne  sont  liées  par  aucune  relation.  Donc, 

Trois  lignes  quelconques  d'un  réseau,  parmi  lesquelles  il  y  a  au  moins  un 
cercle,  et  n'appartenant  pas  à  un  même  faisceau,  peuvent  lui  servir  de  bases. 

153.  —  Si  un  point  est  commun  à  trois  lignes  d'un  réseau,  pa^^mi  lesquelles 
il  y  a  au  moins  un  cercle,  il  est  commun  à  toutes  les  autres. 

En  effet,  en  prenant  ces  trois  lignes  pour  bases  du  réseau,  on  voit  que  les  coor- 
données du  point  qui  annulent  leurs  équations 

S  =  0,       S'  =  0,       S"  =  0, 

vérifient  l'équation 

XS  +  fiS'  +  vS"  =  0 

d'une  ligne  quelconque  du  système. 

164.  —  Centre  radical  d'un  réseau.  —  Deux  lignes  quelconques,  dont  au  moins 
un  cercle,  d'un  réseau  déterminent  un  faisceau  ayant  son  axe  radical  et  ses  points 
limites  réels  ou  imaginaires  conjugués.  Il  y  a  donc  une  infinité  de  faisceaux 
appartenant  au  réseau. 

Les  axes  radicaux  de  ces  faisceaux  ont  un  point  commun. 

En  effet,  considérons  le  faisceau  défini  par  les  deux  lignes 

as  +  a'S'  +  a"S"  =  0,       bS  +  b'S'  +  ^"S"  =  0  ; 
il  a  pour  axe  radical  la  droite 

{a  +  a'  +  a"){bS  +  b'S'  +  b"S")  -{b  +  b'  +  b"){aS  +  fl'S'  +  a"S")  =  0, 
et  l'on  voit  que  son  équation  est  vérifiée  quand  on  y  fait 

S  =  S'  =  S", 

c'est-à-dire,  quand  on  y  remplace  les  coordonnées  courantes  xeiy  par  celles  du 
point  P,  déterminées  par  les  deux  équations  du  premier  degré  ci-dessus. 

Lorsqu'il  existe  (37),  le  point  P  est  appelé  centre  radical  du  système.  C'est  le 
point  d'égale  puissance  par  rapport  à  tous  les  cercles  du  réseau.  Il  est  donc  à 
l'extérieur  ou  à  l'intérieur  de  toutes  ces  courbes.  Sa  puissance  par  rapport  à  un 
cercle  quelconque  du  système  est  positive  dans  le  premier  cas,  et  négative  dans  le 
second.  Lorsqu'il  est  à  l'extérieur  des  cercles,  les  tangentes  à  ces  courbes,  issues 
de  ce  point,  sont  égales. 

Remarque.  —  Ce  théorème  nous  permet  de  tracer  l'axe  radical  d'un  faisceau 
déterminé  par  deux  cercles  intérieurs  l'un  par  rapport  à  l'autre.  On  trace  un  troi- 
sième cercle  coupant  les  deux  cercles  donnés;  les  axes  radicaux  des  faisceaux, 
définis  par  chacune  de  ces  courbes  et  la  troisième,  vont  se  couper  en  un  point  de 
la  droite  cherchée. 
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166.  —  Cercle  orthogonal.  —  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  le  point  P  est  le 
centre  d'un  cercle  coupant  orthogonalement  tous  les  cercles  du  réseau,  et  dont  le 
carré  du  rayon  est  égal  à  la  puissance  de  P  par  rapport  à  Tun  d'eux  (130).  Ce 
cercle  n'est  donc  réel  que  lorsque  le  point  P  est  extérieur  aux  cercles  du  système. 

En  désignant  par  C  le  centre  de  l'un  des  cercles  et  par  r  son  rayon,  celui  du 
cercle  orthogonal  a  pour  expression  (130) 


Corollaires.  —  I.  Le  cercle  orthogonal  passe  évidemment  par  les  points  limites 
de  tous  les  faisceaux  du  réseau  ;  donc  : 

Le  lieu  géométrique  des  centres  des  cercles  de  rayon  nul  d*un  réseau  est 
le  cercle  orthogonal  du  système, 

La  ligne  des  centres  de  deux  cercles  quelconques  du  réseau  ne  coupe  pas  le 
cercle  orthogonal,  si  ces  deux  cercles  se  coupent,  et  inversement.  Le  point  de 
contact  de  deux  cercles  tangents  du  réseau  appartient  au  cercle  orthogonal.  Celui- 
ci  enveloppe  les  lignes  des  centres  des  couples  des  cercles  tangents  du  système. 

IL  Toute  droite  passant  par  P  est  divisée  harmoniquement  par  le  cercle 
orthogonal  et  par  un  cercle  quelconque  du  réseau  (130).  Par  conséquent, 

La  polaire,  par  rapport  à  un  cercle  quelconque  du  réseau,  d'un  point  du 
cercle  orthogonal,  passe  par  le  point  diamétralement  opposé  à  ce  dernier 
cercle.  Le  cercle  orthogonal  est  donc  encore  le  lieu  d'un  point  tel  que  ses  polaires, 
par  rapport  à  tous  les  cercles  du  réseau,  soient  concourantes. 

156.  —  Centres  des  cercles  du  réseau.  —  Un  cercle  quelconque  du  réseau  a  pour 
centre  un  point  dont  les  coordonnées  sont 

_    ^x  4-  g' IL + g'\  _    n  +  ry.  +  r^ 

^-  X+jx  +  v    ^  ^~  X+fX  +  v      •         ^^^ 

On  tire  de  ces  égah'tés 

(a;  +  i7)X  +  (a;  +  ^')fx  +  (^  +  ^")v  =  0, 
(//  +  nx  +  (y  +  n{i.  +  CV  +  Dv  =  0, 

et  ces  équations  déterminent  X,  (x,  v,  en  fonction  de  x  et  de  y,  quand  au  moins 
Tune  des  quantités 

(r  -  nx  -  {g'  - g'^  y + g'T  - gT,      if"  -  nx-i^j"  -  g)y+ gr  -  g"f. 

(f-r)x-(g-g')y  +  g'f~gf\ 

n'est  pas  nulle,  ou  encore,  lorsque  l'expression 

g"r  -  g'r  +  gr  -  g"f+  g'f-  gf  =  -  if-  Dg"  +  ig  -  g')r+g7-  gr 

est  différente  de  zéro,  c'est-à-dire  lorsque  les  centres  des  trois  cercles  C,  C,  C"  ne 
sont  pas  en  ligne  droite.  Donc, 

Lorsque  les  centres  de  trois  cercles  n'appartenant  pas  à  un  même  faisceau 
ne  sont  pas  en  ligne  droite,  tout  point  du  plan  peut  être  considéré  comme  le 
centre  d'un  cercle  du  réseau. 
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Dans  le  cas  contraire,  c'est-à-dire  quand  les  trois  centres  C,  C,  C"  appartiennent 
à  une  même  ligne  droite,  celle-ci  contient  les  centres  de  tous  les  cercles  du 
système.  L'équation 

if^r)x-{g-g')y  +  gr-  gf  =  0 

de  ce  est,  en  effet,  vérifiée  par  les  coordonnées  (2)  du  centre  de  l'une  des  courbes, 
car,  on  a,  quels  que  soient  X,  (x,  v, 

-(/-n(^x+^v+^''v)+(,^~^')(/x+/'V4-rv)+(^7--^n(x  +  HL+v) 

-  [-  if-  Dg"  +  ig-  g')r  +  g'f-  gf'h  -  0. 

Dans  ce  cas,  les  axes  radicaux  des  faisceaux  du  réseau  sont  parallèles,  et  le 
centre  radical  du  système  n'existe  pas. 

167.  —  Construction  d'un  cercle  du  réseau  ayant  un  centre  donné.  —  I.  Lorsque 
le  cercle  orthogonal  est  réel,  on  lui  mène  par  le  point  C  une  tangente  CM;  cette 
droite  est  le  rayon  du  cercle  demandé. 

Si  le  point  C  est  à  l'intérieur  du  cercle  P,  le  cercle  C  du  réseau  est  imaginaire, 
car,  on  a  toujours,  en  désignant  par  r  et  R  les  rayons  des  cercles  C  et  P  : 

Le  cercle  orthogonal  sépare  donc  les  centres  des  cercles  réels  de  ceux  des 
cercles  imaginaires  du  réseau. 

IL  Lorsque  le  cercle  orthogonal  P  est  imaginaire,  on  joint  le  point  donné  C 
au  centre  0  de  l'un  des  cercles  qui  définissent  le  réseau  ;  on  abaisse  ensuite  de  P 

sur  CO  une  perpendiculaire  coupant  le  cercle  0  aux  points 
A  et  B.  Le  cercle  de  centre  C  et  de  rayon  CA  fait  partie 
du  réseau. 

Cette  construction  résulte  de  ce  que  les  puissances  de  P 
par  rapport  ù  tous  les  cercles  du  réseau  sont  égales.  Elle 
est  toujours  possible  ;  par  conséquent,  dans  ce  cas,  tous 
les  cercles  du  réseau  sont  réels. 
Pour  le  cercle  du  réseau  ayant  pour  centre  P,  on  a 

par  suite,  ce  cercle  n'est  réel  que  lorsque  le  cercle  orthogonal  est  imaginaire. 

168.  —  Il  résulte  de  ce  qui  précède,  que  le  lieu  des  centres  des  cercles  du 
réseau,  dont  les  rayons  ont  une  longueur  constante,  est  un  cercle  concentnque 
au  cercle  ortliogonaL 

On  voit  aussi  que  tous  les  cercles  d'un  réseau,  dont  les  centres  sont  en 
ligne  droite,  appartiennent  à  an  même  faisceau;  car,  tous  ces  cercles  coupent 
orthogonalement  le  cercle  orthogonal  (146). 

169.  —  Groupes  de  cercles  orthogonaux.  —  Si  un  faisceau  appartient  au  réseau 
2  donné,  il  contient  une  infinité  de  couples  de  cercles  C  et  C  se  coupant  ortho- 
gonalement entre  eux,  et  coupant  de  la  même  façon  le  cercle  orthogonal  P,  que 
nous  supposons  réel.  Les  deux  cercles  C  et  C  sont  réels  ou  l'un  d'eux  est  imagi- 
naire. Dans  le  premier  cas,  les  cercles  C,  C  et  P  se  coupent  deux  à  deux  (149),  de 
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sorte  que  le  centre  radical  G"  du  réseau  1\  qu'ils  définissent,  est  intérieur  à  ces 
courbes  ;  le  cercle  orthogonal  C"  du  réseau  ï'  est  donc  imaginaire,  et,  puisqu'il 
coupe  orthogonalement  le  cercle  P,  il  appartient  au  réseau  2  donné. 

Dans  le  second  cas,  la  puissance  du  centre  radical  C"  du  réseau  S\  par  rapport 
au  cercle  imaginaire  C,  est  toujours  réelle,  de  sorte  que  le  cercle  orthogonal  C" 
du  système  2'  est  réel. 

Lorsque  le  cercle  orthogonal  P  est  imaginaire,  les  cercles  G  et  G'  sont  réels,  et  il 
en  est  de  même  de  G",  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire. 

Il  s'ensuit  donc  que,  dans  un  réseau,  il  y  a  une  infinité  de  groupes  de  trois 
cercles  se  coupant  orthogonalement  deux  à  deux;  les  cercles  de  chaque  groupe 
sont  réels  ou  bien  l'un  d'eux  est  imaginaire,  suivant  que  le  cercle  orthogonal  du 
système  est  imaginaire  ou  réel. 

160.  —  Les  centres  G  et  G'  étant  les  pôles,  par  rapport  au  cercle  P,  des  axes 
radicaux  des  faisceaux  déterminés  respectivement  par  les  cercles  G  et  P, 
G'  et  P  (150),  on  en  conclut  que  le  point  G"  de  rencontre  de  ces  droites  est  le  pôle 
de  GC'  par  rapport  au  cercle  P.  Donc, 

Par  rapport  au  cercle  orthogonal  d*un  réseau,  le  triangle  formé  par  les 
centres  de  trois  cercles  du  système,  se  coupant  orthogonalement  deux  à 
deux,  est  tel  qu'un  sommet  quelconque  est  le  pôle  du  côté  opposé,  Ge  triangle 
est  dit  conjugué  au  cercle  F,  et  cette  courbe  est  dite  conjuguée  au  triangle. 

Les  diverses  relations,  existant  entre  les  rayons  et  les  distances  des  centres  de 
cercles  se  coupant  orthogonalement,  suffisent  pour  déterminer  le  rayon  du  cercle 
conjugué  en  fonction  des  éléments  du  triangle. 

161.  —  ÉquaHon  du  oorcle  orthogonal.  —  On  peut  facilement  trouver  l'équation 
de  ce  cercle  en  traduisant  algébriquement  l'une  de  ses  définitions. 

Ainsi,  ce  cercle  étant  le  lieu  géométrique  des  centres  des  cercles  nuls  du  réseau, 
on  peut  obtenir  son  équation  en  éliminant  X,  {jl,  v  entre  les  équations 

_      g'k+  g' y.  +  y"v  _      A  +  AV  +  A"v 

^~"  X+fX  +  V      '        ^~  X  +  HL  +  v      ' 

(^X+^V +  ^"^>*  + (A+rfx  +  rM^  -  (nX-h  wV  +  n"v)(X  +  HL  +  v) 


(X  +  [X  +  V)2 


=  0, 


dont  la  dernière  exprime  que  le  rayon  d'un  cercle  S  du  réseau  est  nul.  Ges 
équations  peuvent  s'écrire 

(x  +  g)\  +  {x  +  g')^  +  {x  +  g'')^^0. 

nX  +  nV  +  »ï"v 

En  mettant  la  troisième  sous  la  forme 

(a^  +  y*  -  w)X  +  (a«  +  y»  -  n')|x  +  (a;^  +  y^  _  n^')^  _  q, 

8 
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on  voit  que  le  résultat  de  rélimination  de  X»  fi,  v  entre  ces  trois  équations  est 

x+g,  x  +  g',  x  +  g" 

y  +  n  y  +  f\  y  +  r        =  o. 

x^  +  y^  —  n,       a^  +  y^  —  n\       a:^  +  y»  —  n" 

Cette  équation  peut  encore  s'écrire 

0,  0,  a         1 

y  +  r.     f-f\  f-r.  -f 


x  +  g,       g —  g',    g— g 

y  +  n      f-r^  f-r 

x'^  +  y'^  —  n,    n'  —  n,    n"  —  n 


x'^+y^—n,   n'—n,   n"—n,   n 


=  0. 


ou  encore, 


x^  +  y^ 


i'/ 


=  0. 


X,  y,      4 

-g.     -A       1 

-g'^    -A     1 

162.  —  On  peut  arriver  plus  rapidement  au  résultat  ci-dessus  de  la  manière 
suivante.  En  désignant  par 

x^  +  y^  +  2Gx  +  2Fy  +  N  ^^  0, 

réquation  du  cercle  orthogonal,  on  a,  pour  déterminer  G,  F  et  N,  les  trois  relations 

-  2G^  —  2F/"+  N  +  n  =  0,       —  2G^'  —  2F/'  +  N  +  W  =  0, 

—  2G^"  —  2F/""  +  N  +  n"  =  0, 

qui  expriment  que  le  cercle  demandé  coupe  orthogonalement  les  trois  cercles  G,  C^ 
et  G"  du  réseau. 

Tirer  G,  F,  N  de  ces  trois  relations  et  porter  leurs  valeurs  dans  Téquation  précé- 
dente, revient  évidemment  à  éliminer  2G,  2F  et  N  entre  ces  quatre  égalités.  En  le& 
écrivant  de  la  manière  suivante  : 

x^  +  y^  +  ^Gx  +2Fy  +N  =  0, 
n  — 2G^— 2F/"+N«0, 
n'  —  2G^'  —2F/"'  +N  =  0, 
n"     —  2G^"  —  2F/""  +  N  =  0, 

on  voit  immédiatement  que  le  résultat  de  rélimination  est  l'équation  déjà  trouvée 
au  n^  précédent. 

Le  cercle  orthogonal  se  réduit  à  son  centre  P  quand  n  =  n'  ==  n"  =  0,  c'est- 
à-dire  quand  les  trois  cercles  G,  C,  G"  et,  par  suite,  toutes  les  lignes  du  faisceau 
ont  un  point  commun  P.  La  réciproque  est  évidemment  vraie. 

L'équation  ci-dessus  représente  une  droite  quand 

-g,      -A      1 

-  g'^     -  r.     1 

-  g'\    -  r ,    1 

c'est-à-dire  quand  les  centres  des  trois  cercles  S,  S'  et  S"  sont  en  ligne  droite. 
Cette  droite  joint  évidemment  les  centres  des  cercles  du  réseau. 


=  0, 
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163.  —  Cercle  passant  par  treis  points.  —  Si  les  trois  cercles  C,  G',  C"  d'un 
réseau  ont  leur  rayon  nul  et  se  réduisent,  par  conséquent,  à  leur  centre  ayant 
respectivement  pour  coordonnées 

-g^  ~A     -g'^  -T;     -g",  -r, 

on  a  les  relations 

g^  +  f^-n^O,      g'^  +  /'2  _  n'  =-  0,      g"^  +  ^  -  n"  =  0, 

et  le  cercle  orthogonal,  qui  se  confond  ici  avec  le  cercle  passant  par  les  trois 
points  C,  C,  C",  a  pour  équation 


.r2  +y'\ 
g^   +A 

g'^  +  r^ 


—g^ 


—  g 


ti 


-A 
-A 


1 

4 
i 


=  0. 


^'",  y"\ 


Donc,  en  employant  les  notations  ordinaires,  le  cercle  passant  par  les  trois 
points  ayant  respectivement  pour  coordonnées 

x\  y';      x'\  y"; 
est  représenté  par  Téqualion 

x'i    +y'2  x\ 

X'^l    +  y^'l  X 

X'^'l  +  y'"2^        X 


y. 

y\ 
y'\ 

y"\ 


i 
1 
1 


=  0, 


qu'on  peut  trouver  directement  en  éliminant  2^,  2/",  n  entre  Téquation 

ofi  +  y'^  +  '^x  +  Ify  +  n  =  0 

d'un  cercle,  et  les  trois  relations  que  Ton  obtient  en  exprimant  qu'il  passe  par 
les  trois  points  donnés. 
Évidemment,  les  trois  points  donnés  ne  peuvent  être  en  ligne  droite  (156). 

ExERacEs.  —  1.  Si  les  coefficients  de  l'équation  d'un  cercle  sont  des  fonctions 
du  second  degré  d'un  paramètre  variable,  ce  cercle  coupe  orthogonalement  un 
cercle  fixe. 

2.  Étant  donnés  deux  cercles  intérieurs  l'un  par  rapport  à  l'autre,  tracer  le 
cercle  ayant  pour  centre,  le  point  C  de  la  droite  qui  joint  leurs  centres  et  appar- 
tenant au  faisceau  qu'ils  déterminent. 

3.  Deux  cercles  sont  intérieurs  l'un  par  rapport  à  l'autre,  tracer  le  cercle  du 
faisceau  qu'ils  déterminent  passant  par  un  point  donné  ou  tangent  à  une  droite 
donnée  ou  à  un  cercle  donné. 

4.  Trouver  le  centre  du  cercle  d'un  faisceau  coupant  orthogonalement  un  cercle 
du  même  système. 

5.  Construire  un  cercle  passant  par  deux  points  et  coupant  orthogonalement 
un  cercle  donné. 

6.  Construire  un  cercle  passant  par  un  point,  tangent  à  une  droite  et  coupant 
orthogonalement  un  cercle  donné. 
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7.  Les  points  de  contact  d'un  cercle  avec  deux  cercles  d'un  faisceau,  ainsi  que 
les  points  limites  de  celui-ci  sont  sur  un  cercle. 

8.  Tracer  le  cercle  appartenant  au  réseau  défini  par  trois  cercles  et  au  faisceau 
formé  par  deux  autres  cercles. 

9.  Tracer  le  cercle  d'un  réseau  coupant  orthogonalement  deux  cercles  donnés. 

10.  Un  cercle  variable  tancent  à  un  cercle  donné  passe  par  un  point  fixe.  Trouver 
le  lieu  du  point  de  rencontre  de  la  tangente  commune  avec  la  tangente  au  cercle 
variable  au  point  fixe. 

il.  Trouver  le  rayon  du  cercle  orthogonal  d'un  réseau  défini  par  trois  cercles 
donnés.  Trouver  la  condition  algébrique  pour  que  trois  cercles  donnés  par  leurs 
équations  aient  un  point  commun. 

12.  Trouver  le  rayon  du  cercle  conjugué  à  un  triangle  donné. 

§  T.  —  Oen|.res  et  axes  de  Blmilitucle. 


Fig.  48. 


164.  —  Centres  de  eimilitude.  —  On  appelle  centres  de  similitude  de  deux  cer- 
cles 0  et  0'  les  points  A''  et  B''  qui  divisent  intérieurement  et  extérieurement  le 
segment  00'  suivant  le  rapport  commun  r  :  r\  r  et  r'  étant  les  rayons  des  deux 

cercles.  Ces  points  se  trouvent  évi- 
demment aux  intersections  de  la  ligne 
des  centres  avec  les  droites  qui  joignent, 
l'une  les  extrémités  M  et  M'  de  deux 
rayons  OM,  O'M'  parallèles  et  de  même 
sens,  l'autre  les  extrémités  N  et  M'  des 
rayons  ON,  O'M'  parallèles  et  de  sens 
contraires^. 

Les  points  A"  et  B"  sont  évidemment 

conjugués  harmoniques  par  rapport  aux 

centres  0  et  0'  des  deux  cercles. 

Le  point  A",  qui  se  trouve  sur  le  segment  00',  est  le  centre  de  similitude  interne, 

le  point  B",  qui  appartient  au  prolongement  du  même  segment,  est  le  centre  de 

similitude  externe. 

Lorsque  les  deux  cercles  sont  tangents  extérieurement,  le  point  de  contact 
est  le  centre  de  similitude  interne;  si  les  deux  cercles  se  touchent  intérieure- 
ment, leur  point  de  contact  est  leur  centre  de  similitude  externe. 

Les  tangentes  communes  aux  deux  cercles  passent  par  l'un  de  leurs  centres  de 
similitude  A"  ou  B". 
Si  nous  représentons  les  deux  cercles  0  et  0'  par  les  équations 

a:2  +  y2  +  2^x  +  2/y  +  n  =  0,       x^  +  y^-h  ^'x  +  2/^'^  +  n'  =  0, 

les  deux  points  A"  et  B",  dont  les  paramètres  sont  —  ->  et  — „  ont  respectivement 

pour  coordonnées 

^,^     gr'+g'r      ,^     fr'+n\    ^n  _     gr'-g'r fr" -- Tr 

Si  l'un  des  cercles  se  réduit  à  son  centre,  les  deux  centres  de  similitude  coïn- 
cident avec  ce  point. 
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165.  --  Axe8  de  similitude.  —  Considérons  les  trois  cercles  0, 0',  0''  ayant  respec- 
tivement pour  rayons  r,  r',  r"  et  désignons 

par  A"  et  B"  les  centres  de  similitude  des  cercles  0  et  0', 


Â   etB 
A'  etB' 


» 


» 


0'  etO", 
0"  et  0. 


Les  paramètres  des  points  A"  et  B"  sont  —  r   :  ?•'  et  r 


ceux 
» 


» 


A  et  B 

A'  et  B' 


-r' 


—  r 


»/ 


r"  et  r' 
r   et  r" 


r 
r. 


// 


Il  en  résulte  que  les  droites 
OA,  O'A'  et  0"A"  sont  concou- 
rantes (81),  que  la  ligne  BB'B'' 
est  droite,  ainsi  que  les  lignes 
AA'B",  A'A"B  et  A"AB'  (82). 

Ces  quati-e  droites  sont  appe- 
lées axes  de  similitude  des 
trois  cercles.  Donc, 

Les  six  centres  de  simili- 
tude  de  trois  cercles,  pris  detix 
à  deux,  sont  situés  trois  à  trois 
sur  quatre  droites. 

Ces  quatre  droites  sont  tou- 
jours réelles,  quelles  que  soient 
les  positions  des  centres  réels. 


Fig.  49. 


166.  —  La  droite  qui  joint  les  points  de  contact  de  deux  cercles  avec  un 
troisième  passe  par  Vun  des  centres  de  similitude  des  cercles  donnés. 

En  effet,  les  deux  points  de  contact  des  cercles 
0  et  0'  donnés,  avec  le  troisième  C,  sont  des 
centres  de  similitude  des  couples  de  cercles  0 
et  C,  0'  et  C;  ils  sont,  par  conséquent,  en  ligne 
droite  avec  Tun  des  centres  de  similitude  des 
couples  de  cercles  0  et  0'. 

Ce  dernier  point  est  le  centre  de  similitude 
externe,  si  le  cercle  C  est  tangent  intérieurement 
ou  extérieurement  aux  cercles  0  et  0';  c'est,  au 
contraire,  un  centre  de  similitude  interne,  si,  Tun 
des  deux  cercles  0  et  0'  étant  tangent  extérieu- 
rement ou  intérieurement  au  cercle  C,  Tautre 
touche  intérieurement  ou  extérieurement  le  même  cercle. 

De  ce  théorème  et  de  ce  qui  précède,  on  conclut  facilement  les  suivants  : 

Si  d'un  point  de  Vaxe  radical  de  deux  cercles,  on  mène  à  ceux-ci  des  tan- 
gentes, la  droite  des  contacts  passe  par  Vun  des  centres  de  similitude.  Cette 
droite  est  divisée  harmoniquement  par  l'axe  radical  et  le  centre  de  similitude, 

167.  —  Le  théorème  du  numéro  précédent  permet  de  définir  les  centres  de 
similitude  de  la  manière  suivante  : 

On  appelle  centres  de  similitude  de  deux  cercles,  les  deux  points  fixes  par 


Fig.  50. 
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lesquels  passent  les  droites  qui  joignent  les  points  de  contact  des  deux  cercles 
avec  un  troisième  qui  leur  est  tangent. 

Cette  définition  s'applique  au  cas  où  l'un  des  cercles  est  remplacé  par  une  droite. 

D'après  cette  nouvelle  définition,  les  centres  de  similitude  d'un  cercle  et  d'une 
droite  sont  les  extrémités  du  diamètre  perpendiculaire  à  la  droite. 

168.  —  Équations  des  axes  de  similitude.  —  L'équation  de  la  droite  BB'B"  est  (31) 


a:,  y,  1 

g'r  —  ffr\      fr  —  />•',      r'  —r 
g' Y  —  g'r'\    f  V  —  /"r",    r"  —  r' 

r"  étant  le  rayon  du  cercle  0"  et 

ûfi  +  y^  +  ^g''x  +  2/"3y  +  n"  =  0, 

son  équation.  L'équation  de  BB'B"  peut  encore  s'écrire 

0,  X,  y,  4 

0,  g'r  —gr',  fr  —fr\  r'  —  r 

0,  g"r'  —  g'r*\  fr' —  fr".  r"  —  r' 
r',          -g',             -r,  1 


=  0, 


=  0, 


ou  encore, 


'  0,  X,         y, 

r^      —g,      -  A 


1 
1 

r\     -g\     -A      1 
r'\    --g'\    -r,     i 


0. 


Pour  avoir  l'équation  de  AA'B",  il  faut  évidemment  changer  le  signe  de  r"  dans 
celte  équation,  les  paramètres  des  points  A  et  A'  ne  différant  de  ceux  des  points 
B  et  B'  que  par  le  signe  de  r". 

Si  l'un  des  cercles  se  réduit  à  un  point,  les  axes  de  similitude  se  réduisent  aux 
deux  droites  joignant  le  centre  de  ce  cercle  de  rayon  nul  aux  centres  de  similitude 
des  deux  autres.  Les  équations  de  ces  deux  droites  s'obtiennent  aisément  ;  ce  sont  : 


0,  X.  y,  1 

0,  -g.  -A  1 

r'.  -g\  -r.  1 

r'\  -r,  -r,  1 


=  0      et 


0,  .T,  y,  i 

0,  -g.  -A  \ 

-r',  -g\  -A  1 

r",  -g'\  -r\  4 


=  0. 


Lorsque  deux  des  trois  cercles  se  réduisent  à  leurs  centres,  il  n'y  a  plus  qu'un 
seul  axe  de  similitude;  c'est  la  ligne  des  centres  des  cercles  de  rayon  nul.  Il  a, 
en  effet,  pour  équation 


0,  x,  y,  1 

0,  -g,  -/■,  1 

0,  -g\  -r  1 

r",  -g'\  -r,  4 


=  0, 


ou 


X, 

y. 

i  ! 

g> 

~A 

1 

-9\ 

-r. 

1 

=  0. 


Ces  équations  ne  s'appliquent  évidemment  pas  au  cas  où  l'un  des  cercles  est 
remplacé  par  une  droite.  Alors,  il  y  a  encore  quatre  axes  de  similitude,  dont  on 
trouve  facilement  les  équations  après  ce  que  nous  avons  dit. 
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EXERCICES.  ~  i.  L*axe  radical  de  deux  cercles  est  équidistant  des  polaires  de 
Tun  quelconque  des  centres  de  similitude.  Démontrer  ce  théorème  dans  le  cas  où 
les  deux  cercles  sont  intérieurs  Tun  à  Tautre. 

S.  Trouver  les  paramètres  des  points  G,  C\  G"  milieux  des  segments  AB,  A'B', 
A"B",  ainsi  que  Téquation  de  la  droite  qui  joint  ces  trois  points. 

3.  L'axe  radical  de  deux  cercles  est  la  polaire  de  Tun  des  centres  de  similitude 
par  rapport  à  un  cercle  tangent  aux  deux  cercles  donnés. 

4.  La  droite  qui  joint  le  centre,  d'un  cercle,  tangent  extérieurement  à  deux 
<;ercles  donnés,  au  centre  de  similitude  interne  de  ces  courbes,  coupe  la  droite 
des  contacts  en  un  point  appartenant  à  Taxe  radical  des  deux  cercles. 

§  9*  —  A^n^le  cle  deux.  Angles. 

169.  —  En  appelant  eu  Fun  des  angles  supplémentaires  formés  par  les  tangentes 
en  un  point  de  section  A  de  deux  cercles  réels  0  et  0',  on  a  l'égalité 

10  +  OAO'  =  TT. 

L'angle  u>  est  appelé  angle  des  deux  cercles. 
Le  triangle  OAO'  donne 

ÔÔ'^  =  ÔÂ^  +  Ô^^  —  20A  X  O'A  cos  OAO', 
ou,  plus  simplement, 

ci2  =  ,.2  +  r"i  +  ^r'  cos  w. 

Kig.  51. 

En  représentant  par 

.^  _|.  y2  +  2^a:  +  2/2/  +  n  -  0,       0:2  +  ^2  +  <^'x  +  ^f'y  +  w'  =  0, 
les  équations  des  deux  cercles,  la  relation  précédente  s'écrit 


(^-ô'0^+(/'-r)2=^+/^-W+^'2+p_n'+2cOSa>l^(^2  +  /î_,,)(^'2+/r2_.„/)^ 

ou,  en  simplifiant, 


—  w  —  n'  +  2^^'  +  2/y'  +  2  cos  w  l/(^2  +  /2  -  w)  {g"^  +  f'^  -  n')  =  0. 
On  l'écrit  encore  de  la  manière  suivante  : 

2^'  +  2/ir'  —  w  -  w'  +  2rr'  cos  10  =  0.  (1) 

Si  w  =  ^ ,  les  cercles  se  coupent  orthogonalement;  on  retrouve  ainsi  la  condition 

W  +  W  —  n  —  n'=0. 
Si  les  cercles  sont  tangents  extérieurement 

OAO'  =  TT       et       o)  =  0; 
fi'ils  se  touchent  intérieurement, 

OAO'  «0       et       o)  =  TT. 
La  relation  générale  devient  respectivement,  dans  ces  cas  particuliers, 
W  +  2//*'  —  n  —  w'  +  2;r'  =  0,        ^g'  +  ^fr  -n  —  n'  —  ^rr'  =  0. 
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Lorsque  Tun  des  cercles  se  réduit  à  son  centre  (x',  I/O»  V  est  égal  à  zéro,  et, 
comme  la  relation  (i)  devient,  dans  ce  cas, 

^x'  +  2^'  +  n  +  a/2  +  y'2  =  0, 

on  en  conclut  qu'un  cercle  quelconque  coupe  un  cercle  qui  est  réduit  à  son 
centre  suivant  un  angle  aussi  quelconque,  et  que  le  centre  du  sec/)nd  est  un 
point  du  premier. 

170.  —  Les  cercles  coupant  deux  cercles  donnés,  suivant  le  même  angle  ou 
suivant  des  angles  supplémentaires,  forment  un  réseau  ayant  pour  centre 
radical  Vun  des  centres  de  similitude  des  deux  cercles  donnés. 

Désignons  par  r  et  r'  les  rayons  de  deux  cercles  représentés  par 

od^  +  y^  +  ^x  +  Vy  +  n-^  0.       ic'*  +  y2  +  ^x  +  2/"y  +  n'  =  0, 

et  soit  aussi 

ic»  +  y2  +  2Ga;+  2F>  +  N  =  0,  (2) 

réquation  d'un  cercle  de  rayon  R  coupant  les  deux  premiers  suivant  le  mèm& 
angle  o)  ou  suivant  les  angles  w  et  tt  —  o).  On  a  immédiatement  les  relations 
suivantes 

2^  +  2/T  — n  — N  — —  2Rrcosto,       VG  +  ^/'F  —  n' —  N -=  T  SRr'cos  w, 
ou  encore,  en  divisant  membre  à  membre, 

S^G  +  a/T-w-N   _  .   r 

—  it  ":;• 


2(/'G  +  a^F  —  w'  —  N       -"  r' 
De  cette  égalité  on  tire 

^{gr'  T  g'r)  +  ^{fr"  T  f'r)  —  (nr'  T  n'r)  —  N(r'  ^  r)  =  0, 
et,  par  suite. 


2G(pr^  T  g'r)  +  2F  (Z)-^  qp  f'r)  —  {nr'  q=  n'r) 

r'  T  r 


L'équation  (2)  du  cercle  variable  peut  donc  s'écrire 

et  l'on  voit  qu'elle  représente  un  cercle  appartenant  au  réseau  défini  par  les  trois 
lieux  suivants 


x2 


-r  y  —    r'  ^  r    ""   '  ^    r'  ^  r         '       ^  ^    r'  ^  r         ' 


qui  a,  par  conséquent,  pour  centre  radical  l'un  des  centres  de  similitude  des  cercles 
donnés  ayant  pour  coordonnées 

_      gr'  T  g'r  _      fr'  T  f'r 

^—        r':fr'         ^  —        r'  ^r  ' 

Lorsque  le  cercle  variable  coupe  les  deux  cercles  suivant  le  même  angle  u),  le 
réseau  qu'il  engendre  a  pour  centre  radical  le  centre  de  similitude  externe  B"  des 
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deux  cercles.  Le  même  cercle  décrit  un  réseau  ayant  pour  centre  radical  le  cercle 
de  similitude  interne  M'  des  deux  cercles  donnés,  quand  ceux-ci  sont  coupés  par 
le  cercle  variable  suivant  deux  angles  supplémentaires. 

Corollaire,  —  On  en  conclut  immédiatement  que  les  cercles,  tangents  extérieu- 
rement ou  intérieurement  à  deux  cercles  donnés,  appartiennent  au  premier  réseau, 
et  que  les  cercles,  qui  touchent  extérieurement  ou  intérieurement  Tun  des  cercles 
et  intérieurement  ou  extérieurement  Tautre  cercle,  appartiennent  au  deuxième 
réseau. 

Il  s'ensuit  aussi  que  les  cercles  qui  coupent  orthogonalement  deux  cercles 
donnés  forment  un  faisceau  (146)  commun  aux  deux  réseaux  dont  nous  venons 
de  parler;  que  ces  cercles  coupent  donc  orthogonalement  les  cercles  orthogonaux 
A"  et  B"  des  deux  réseaux,  et  que,  par  suite,  ces  derniers  cercles  appartiennent 
au  faisceau  défini  par  les  deux  cercles  donnés  0  et  0'. 

171.  —  Les  cercles  qui  coupent  trois  cercles  donnés  suivant  le  même  angle 
foi^ment  un  faisceau. 

Désignons  par  0,  0'  et  0"  les  centres  des  trois  cercles,  par  6",  B  et  B'  les 
centres  de  similitude  externes  des  couples  de  cercles  0  et  0',  0'  et  0",  0"  et  0. 
D*après  ce  que  nous  venons  de  dire,  les  cercles  C,  coupant  les  cercles  donnés 
suivant  le  même  angle  co,  coupent  orthogonalement  les  cercles  B",  B  et  B', 
lesquels,  ayant  leurs  centres  en  ligne  droite  et  appartenant  au  réseau  S  défini  par 
les  trois  cercles  donnés  0, 0'  et  0"  (158),  forment  un  faisceau.  Les  cercles  G  forment 
donc  aussi  un  fiaisceau  ayant  pour  axe  radical  Taxe  de  similitude  BB'B''  (146),  et 
pour  ligne  des  centres  une  droite  perpendiculaire  à  BB'B''.  Ce  système  com- 
prenant, outre  les  cercles  touchant  extérieurement  et  intérieurement  les  cercles 
donnés,  le  cercle  orthogonal  P  du  réseau  S,  a  pour  ligne  des  centres  la  perpen- 
diculaire abaissée  de  P  sur  Taxe  de  similitude  BB'B". 

Son  équation  s'obtient  facilement.  En  désignant  par  d,  d\  d"  les  distances  des 
centres  0,  0'  et  0"  des  cercles  donnés  au  centre  du  cercle  qui  les  coupe  suivant 
l'angle  w,  et  par  r,  r',  r",  R  les  rayons  de  ces  quatre  cercles,  on  a  les  relations 
suivantes  (169)  : 

rf2  «  R2  +  r2  +  2Rr  coso),  d'^  =  R2  +  r'2  +  2Rr' costo, 

rf"2  =  R2  -|_  ,."2  +  2Rr"  COS  0). 

En  remarquant  que,  o;  et  ^  désignant  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  R, 

les  expressions 

rf2  -  r\       d'2  —  r'2,       d"2  _  ^''^^ 

représentent  les  premiers  membres  S,  S',  S"  des  équations  des  trois  cercles 
donnés  (129),  les  trois  relations  précédentes  deviennent 

S  — R2—2Rrcosa>  =  0,    S'  — R2— 2Rr'cosa)  =  0,    S"  — R2  — 2Rr"coSû>  =  0. 

L'élimination  de  R^  et  de  2R  cos  tu  entre  ces  égalités  donne 


s, 

r. 

1 

S', 

r'. 

1 

=  0, 

ou  encore 

S". 

r". 

1 

S  —  S',     r-r" 
S  — S",    r-r" 


0. 


C'est,  comme  on  le  voit,  une  équation  du  premier  degré.  Elle  disparaît  quand  les 
trois  cercles  donnés  sont  égaux;  le  centre  du  cercle  orthogonal  constitue  alors 
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à  lui  seul  le  lieu  cherché,  ce  qui  montre  que  les  cercles  coupant,  suivant  le  même 
angle,  trois  cercles  égaux,  sont  concentriques.  Ënfm,  si  deux  des  trois  cercles 
donnés  sont  égaux,  la  droite  représentée  par  Inéquation  ci-dessus  coïncide  avec  Taxe 
radical  des  deux  cercles  égaux. 

172.  —  Les  cercles  C,  coupant  detix  cercles  donnés  0  et  0'  suivant  un  même 
angle  w  et  un  troisième  0"  suivant  un  angle  supplémentaire  tt  —  o),  forment 
aussi  un  faisceau. 

Car,  les  points  B",  centre  de  similitude  externe  des  cercles  0  et  0\  A  et  A',  centres 
de  similitude  internes  des  couples  de  cercles  0'  et  0",  0"  et  0,  sont  les  centres 
de  cercles  coupés  orthogonalement  par  les  cercles  C  et  appartenant  au  réseau  S. 
Gomme  les  trois  points  A,  A'  et  B''  sont  en  ligne  droite,  ils  appartiennent  à  un 
même  faisceau,  et  il  en  est,  par  conséquent,  de  même  des  cercles  C,  lesquels  ont 
pour  axe  radical  la  droite  AA'B".  Comme  aussi  le  cercle  orthogonal  P  du  réseau  S, 
ainsi  que  les  cercles,  tangents  extérieurement  ou  intérieurement  aux  cercles  0  et  0' 
et  intérieurement  ou  extérieurement  au  troisième  0",  appartiennent  au  faisceau  C, 
celui-ci  a  pour  ligne  des  centres  la  perpendiculaire  abaissée  de  P  sur  Taxe  de  simi- 
litude AA'B". 

Cette  perpendiculaire  a  évidemment  pour  équation 


s, 

r. 

1 

S', 

r'. 

\ 

S". 

-  »■", 

i 

0       ou 


S  -  S',     r  —  r' 
S  — S",    r-\-r" 


=  0. 


178.  —  Construction  des  cercles  tangents  extérieurement  ou  intérieurement  à  trois 
cercles  donnés.  —  D'après  le  théorème  du  n°  171,  les  cercles  C  et  C,  tangents  exté- 
rieurement ou  intérieurement  à  trois  cercles  donnés,  appartiennent  au  faisceau 
défini  par  le  cercle  orthogonal  et  Taxe  de  similitude  BB'B''. 

Par  suite,  les  cercles  C  et  C  sont  les  cercles  de  ce  faisceau  tangents  à  l'un  des 
cercles  0,  0'  et  0"  et  se  construisent  facilement.  Traçons  le  cercle  orthogonal  P, 
que  nous  supposons  d'abord  réel,  et  menons  l'axe  radical  de  ce  cercle  et  de  l'un 
des  cercles  0  donnés.  Cette  droite  rencontre  l'axe  de  similitude  BB'B"au  point  P'. 
De  ce  point  menons  les  deux  tangentes  P'M,  P'M'  au  cercle  0.  Les  droites  OM,  OM' 
rencontrent  la  perpendiculaire  PD  à  la  droite  BB'B"  aux  deux  points  C  et  C,  qui 
sont  les  centres  des  cercles  demandés,  lesquels,  devant  être  tangents  au  cercle  0, 
se  tracent  aisément. 

Ces  cercles  appartiennent,  en  effet,  au  faisceau  défini  par  le  cercle  P  et  par  l'axe 
de  similitude  BB'B";  car,  ils  coupent  orthogonalement  le  cercle  orthogonal  P'  du 
réseau  formé  par  les  cercles  P  et  0  et  par  l'axe  BB'B",  système  contenant  le  fais- 
ceau dont  il  est  question;  de  plus,  leurs  centres  sont  des  points  de  la  ligne  des 
centres  PD  de  ce  faisceau  (171). 

Cette  construction  fait  voir  que,  P'  étant  un  point  de  la  polaire  de  P  par  rapport 
au  cercle  0  (150),  la  droite  des  contacts  MM',  polaire  de  P'  par  rapport  à  ce  cercle, 
passe  par  le  point  P,  lequel  est  par  suite  un  centre  de  similitude  interne  des  cercles 
C  et  C  Elle  montre  encore  que  le  pôle  Q  de  l'axe  de  similitude  BB'B",  par  rapport 
au  cercle  0,  est  un  point  de  MM',  et  que,  par  conséquent,  cette  droite  des  contacts 
MM'  joint  le  pôle  Q  au  centre  P  du  cercle  orthogonal  des  trois  cercles  donnés. 

Ces  considérations  nous  permettent  de  construire  les  cercles  C  et  C  dans  le  cas 
où  le  cercle  orthogonal  P  des  trois  cercles  donnés  est  imaginaire. 
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On  construit  le  centre  P  de  ce  cercle,  ainsi  que  Taxe  de  similitude  BB'B";  puis, 
on  cherche  le  pôle  Q  de  cette  droite  par  rapport  à  l'un  des  cercles  0,  par  exemple. 


Fig.  5Î. 

Les  points  d'intersection  de  ce  cercle  avec  PQ  sont  les  points  de  contact  des  cercles 
C  et  C  avec  le  cercle  0. 
Cette  dernière  construction  peut  évidemment  s'employer  dans  tous  les  cas. 


174.  —  Cercles  tangents  extérieurement  ou  intérieurement  à  deux  cercles  donnés 
et  Intérieurement  ou  extérieurement  à  un  troisième  cercle.  —  Deux  de  ces  cercles 
appartiennent  au  faisceau  défini  par  le  cercle  orthogonal  des  trois  cercles  et  par 
l'axe  de  similitude  joignant  deux  centres  de  similitude  interne  à  un  centre  de  simi- 
litude externe.  La  question  revient  donc  à  construire  les  cercles  de  ce  faisceau  tan- 
gents à  l'un  des  cercles  donnés  et  ne  diffère  pas  essentiellement  de  la  précédente. 

Ces  cercles  forment  évidemment  trois  couples  correspondant  aux  trois  axes  de 
similitude  AA'B",  A'A"B  et  A"AB'  (172). 

On  peut  donc  toujours  mener  quatre  couples  de  cercles  tangents  à  trois  cercles 
donnés.  Les  cercles  de  chaque  couple  sont  réels  quand  la  droite  qui  joint  le  point  P, 
centre  radical  des  trois  cercles,  au  point  Q,  pôle  par  rapport  à  l'un  des  cercles  0  de 
l'axe  de  similitude  correspondant,  coupe  ce  cercle  en  deux  points  réels. 

Le  centre  radical  des  trois  cercles  est  un  centre  de  similitude  commun  à  ces 
couples  de  cercles. 

Leurs  centres  sont  situés  sur  quatre  droites  passant  par  le  centre  radical  et  per- 
pendiculaires aux  axes  de  similitude  correspondants. 

Quelques-uns  des  cercles  donnés  peuvent  évidemment  se  réduire  à  leur  centre, 
ou  être  remplacés  par  des  droites. 
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176.  —  Équation  du  cercle  coupant  trois  cercles  donnés  suivant  des  angles  donnés. 

—  Pour  finir,  nous  chercherons  la  forme  de  l'équation  du  cercle  coupant  trois 
cercles  donnés  respectivement  suivant  des  angles  eu,  o)'  et  cd". 

En  désignant  par  R,  r,  r'  et  r"  les  rayons  du  cercle  demandé  et  des  trois  cercles 
donnés,  on  obtient  Téquation  cherchée  en  éliminant  2G,  2F,  N  entre  les  égalités  (169) 

a«  +  y2  +  2Gx  4-Fy    +N  =  0, 

n  —  2Rr  coso)  —  2G^  —  2F/"  +  N  =  0, 

n'  —  2Rr'  cosw'  —  2G^'  —  âp/'  +  n  =  0, 

n"—  2Rr"costo"—  2G^"—  2F/»'+  N  =  0. 


Le  résultat  de  l'élimination  est  : 

x^   +    2/2  , 

a;  ,     2/, 

1 

n  —  2Rr  coso)  , 
w'  —  2Rr'  cos  (1)' , 

-g'  .-r. 

1 
4 

==   0, 

w"     2Rr"cos  0)", 

-  r  *  -  A", 

1 

ou  encore, 

afi  +  y^ ,    X   .    y    ,    i 

0 

1 

X   ,    y   , 

1 

2R 

r  coso) 
r'coso)' 

-g  .-f  ^ 
-g'  ,-r  . 

1 
i 

w"     , 

-^"  ,  -/"  ,    i 

r"coS(D" 

-ô 

^'\-r\ 

i 

«0. 


0. 


Ce  cercle  fait  donc  partie  d'un  faisceau  auquel  appartient  le  cercle  orthogonal 
des  trois  cercles  donnés.  Ce  faisceau  est  défini  par  le  cercle  orthogonal  et  par  la 
droite  représentée  par  l'équation 

0  ,  a:  ,  y  ,  1 
r  cos(i>  y—g,—f.\ 
r'coso)'  ,— ^'  ,— /■'  ,  1 
r"co8a)'  ^-g"  ,-r  ,    1 

C'est,  comme  on  le  voit,  l'un  des  axes  de  similitude  des  trois  cercles  concen- 
triques aux  cercles  donnés  et  ayant  respectivendent  pour  rayons  les  valeurs  absolues 
de  r  cos  to,  r'  cos  w'  et  r"  cos  a>". 

Exercices.  —  1.  Trouver  la  condition  pour  qu'un  cercle  coupe  une  droite, 
donnée  par  son  équation,  suivant  un  angle  donné. 

2.  Les  cercles  coupant  un  cercle  et  une  droite  suivant  un  même  angle  forment 
un  réseau. 

3*.  Démonli'er  analytiquement  que  la  droite  des  contacts  d'un  cercle,  tangent  à 
deux  cercles  donnés,  passe  par  l'un  ou  l'autre  des  centres  de  similitude  des  deux 
cercles. 

4.  Tracer  un  cercle  tangent  à  deux  cercles  donnés  et  appartenant  à  un  réseau 
déterminé  par  trois  cercles. 

5.  Tracer  un  cercle  tangent  à  un  cercle  donné  et  coupant  orthogonaleroent  deux 
cercles  donnés. 

6.  Tracer  un  cercle  tangent  à  deux  cercles  donnés  et  coupant  orthogonalement 
un  cercle  donné. 


DEUXIEME  PARTIE. 


LIGNES  DU  DEUXIÈME  ORDRE 


CHAPITRE  I. 

PRINCIPALES  PROPRIÉTÉS  DES  LIGNES  DU  DEUXIÈME  ORDRE. 


§  1.  —  Dieciieeioii  de  Féqfuation  du  second  de^ré. 

176.  —  Notations  et  formules.  —  Le  premier  membre  de  Téquation 
da  second  degré 

te»  +  "Ihxy  -H  my^  +  "igx  H-  2/*!/  +  m  =  0 

est  souvent  désigné  par  le  symbole  F  (a;,  y). 

Si,  dans  celte  équation,  on  remplace  a;  par  x  4-  x'  et  y  par  y  +  y\  il  vient 

te»  4-  2/1X1/  4-  my^  -f  (2te'  +  2/iy'  -f  'ig)x  +  (2/ix'  -f  2mt/'  +  2/')î/ 

+  te'2  4-  2te'y'  +  my'»  H-  2^^x'  +  2/'y'  -f-  w  =  0. 

En  désignant  les  polynômes 

2te'  4-  2/it/'  4-  2^,        2/ix'  4-  2mî/'  4-  2/" 

par  les  symboles  F'^f,  F'^/,  celte  dernière  équation  prend  la  forme 

te»  4-  Vixy  4-  mj/»  4-  xF'^,  4-  yY\,  4-  F(x',  z/')  =  0. 

Le  polynôme 

2te'  +  2/it/'  4-  2^    ou    F'^, 

est  appelé  dérivée  par  rapport  à  x'  du  polynôme  F(x',  y^).  Pour  obtenir 
cette  divisée  directement,  on  considère  le  polynôme  formé  par  les  termes 
de  F(x',  y')  qui  contiennent  x'.  On  fait  ensuite  subir  à  chacun  de  ces 
termes  la  double  transformation  suivante  : 

1®  On  le  multiplie  par  Texposant  de  x'  ; 

2®  On  diminue  ensuite  cet  exposant  d*une  unité. 
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De  sorte  que  Ix'^  devient,  par  la  première  transformation,  2te'*,  et,  après 
la  seconde,  2/a:'. 

De  même,  ^hx'y'  devient  d*abord  ^hx'y'  X  1  et  ensuite  ^hx'^^y'  ou 
2/iî/',  etc. 

Le  polynôme  F'^,  provient  donc  de  l'expression 

Ix'^  +  ihx'y  -f  ^gx\ 

dont  chaque  terme  a  subi  la  double  transformation  ci-dessus. 

Le  second  polynôme  F'  s'appelle  dérivée  par  rapport  à  y'  de  F  te',  y') 
et  s'obtient  d'une  manière  analogue. 

Les  dérivées  par  rapport  à  a;  et  à  y  de  l'expression  (Xt/  +  ay  +  v)^ 
sont  respectivement 

2X2.X  4-  2Xa2/  +  2Xv      ou      2(Xa;  +  piy  +  v)X, 
2Xua;  4-  ^u?y  +  2^v      ou      2(Xa;  +  fxî/  +  v)u. 

177.  —  Les  expressions 

Ix^  +  ^hxy  -V  my^  +  xF'^,  +  y¥^^  -h  F  (a:',  y'), 
te'2  +  ^hx'y'  +  my'^  +  x'¥'    +  y'Y'   +  F  (a;,  y) 

sont  identiques. 
Il  en  est  de  même  des  suivante  : 

xFV  +  2/F'y,  +  ^gx'  +  ^fy'  +  2w    et    x'¥'^  +  y'V^  +  igx  +  2/-i/  +  2n. 

On  s'en  assure  en  les  développant,  ce  qui  se  fait  très  simplement. 
Les  deux  dernières  expressions  s'écrivent  souvent 

x¥',,  +  2/F;.  +  z¥\r,      xT;  -f  y'F^  +  zT,; 

on  arrive  à  ces  formules  abrégées  en  considérant  l'équation  du  second 
degré  rendue  homogène 

F(x,  y,  z)  =  lx^  +  my^  +  nz^  +  ^fyz  +  ^zx  +  'Slhxy  =  0, 

et  en  remarquant  que  les  dérivées  de  F(x,  y,  2),  ¥{x\  y\  z')  par  rapport 
k  z  e\  k  z'  sont  respectivement,  quels  que  soient  z  et  z\ 

^gx  +  2fy  +  ^7iz,       ^gx'  +  ^fy'  +  ^nz'. 

Dès  lors,  lorsque  js  =  2,'  =  1 ,  on  a 

;5FV  =  25fx'  +  2/*t/'  +  2/?,        2'F'^  =  ^gx  +  2/'î/  +  2h. 

C'est  en  raison  de  ces  considérations  qu'il  nous  arrivera  souvent  de 
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prendre  pour  coordonnées  d*un  point  les  rapports  —,  —,  et  de  désigner 

celui-ci  par  le  symbole  (— ,  —  j  ou  mieux  par  (a:,  y,  %),  où  z  n'est  pas  nul. 

Â.vec  ces  nouvelles  notations,  les  relations 

X  :  a  =  y  :  b  =  z  :  c      ou      x  :  y  :  z  =  a  :  b  :  c, 

où  c  ^  0,  définissent  un  point  ayant  pour  coordonnées  les  rapports  —,  —, 

et  inversement;  de  même,  Téquation 

ax  +  by  -}-  c  =  0 
de  la  droite  s'écrit 

ax  +  by  -h  cz  =  0. 

Lorsque  z  =  i,  on  revient  aux  coordonnées  cartésiennes  ordinaires, 
aussi  appelées  coordonnées  absolues  du  point,  les  autres  étant  souvent 
nommées  coordonnées  homogènes, 

178,  —  Le  polynôme 

Ix^  +  ^hxy  +  mî/2  +  2(/x  H-  ^fy  -h  n      ou       F(x,  y) 
peut  encore  s'écrire 

xllx  +  hy  +  g)  +  y[hx  +  my  -^  f)  +  gx  -\-  fy  -\-  n, 

ou,  en  multipliant  par  2, 

2F(a:,  y)  =  xF^  -f  yV^  -h  ^gx  +  ^fy  +  2w, 

ou  encore,  sous  forme  homogène, 

2F(a;,  y,  a)=a:F', +  t/F^  +  ^FV 

179.  —  Si,  dans  l'équation  du  second  degré, 

Ix^  +  ^hxy  +  my^  -\-  2gx  +  ^fy  +  «  =  0, 

on  remplace  x  et  y  respectivement  par 

X  —  kx'        y  —  ky' 

i  —k  '       T^^k' 
on  obtient 

l(x  —  kx')^  +  2/i(x  —  kx')  (y  —  ky')  -\-  m{y  —  ky')^ 
-f  2^(rc  —  kx'){\  —  k)  +  2fiy  —  ky') (i  —  k)  +  n{i  —  k)^  =  0, 

ou,  en  faisant  les  calculs, 

k^¥{x'  y')  —  ^(x'F'^  +  î/T'    +  ^gx  H-  ^fy  +  %i)  -\-  ¥{x,  y)  =  0, 
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ou  encore,  sous  forme  homogène, 

k^¥{x'  y'  z')  —  k(x'¥^  +  y'¥\  4-  xT'J  +  Y[x,  y,  z)  =  0. 

180.  —  Discussion  de  l'équation 

Ix^  +  ihxy  +  mi/2  H-  2^j;  +  2/i/  +  n  =  0. 

Nous  examinerons  tout  d*abord  le  cas  spécial  où  l'équation  se  réduit 
aux  seuls  termes  du  second  degré,  où  elle  a,  par  conséquent,  la  forme 

Ix^  +  ihxy  4-  my^  =  0.  (1) 

En  supposant  m  ^  0  et  résolvant  cette  équation  par  rapport  à  y,  on  a 

—  h  ±  Vh^  —  Im 
y  = X. 

L'équation  donnée  peut  donc  s'écrire 
-[my  +  (/i  +  yh^  —  lm)x][my  -f  {li  —  ]/h^  —  lm)x]  =  0; 

www 

et  on  voit  qu'elle  représente  deux  droites  ayant  respectivement  pour  équations 

my  +  (/i  -f  |//i2  —  lm)x  =  0,      my  -^  {h  —  Vli^  —  lm)x  =  0,    (2) 

car,  les  valeurs  de  x  eX  Ae  y  qui  satisfont  à  l'une  de  ces  deux  équations 

satisfont  en  même  temps  à  l'équation  (i). 

Les  coefficients  angulaires  de  ces  droites  sont  les  racines  de  l'équation 

du  second  degré 

/  +  2/if  +  mf»  =  0  ;  (3) 

ces  droites  sont  rectangulaires  lorsqu'ils  satisfont  à  la  relation  (46) 

1  +  «'  -f  (r  -h  t')  cos  e  =  0  ; 
on  obtient  ainsi  la  suivante 

/  —  2/i  cos  0  +  m  =  0,  (4) 

qui  se  réduit,  dans  le  cas  des  axes  rectangulaires,  à 

/  +  m  =  0. 
Lorsque  m  est  une  quantité  nulle,  l'équation  (1)  devient 

/x»  -f  2/ian/  =  0,      ou      {Ix  +  ihy)x  =  0, 

et  représente  encore  les  deux  droites 

X  =  0      et      /x  -f  2/iî/  =  0, 
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dont  Tune  est  Taxe  des  ordonnées  ayant  un  coefficient  angulaire  infini, 
et  dont  l'autre  a,  pour  coefficient  angulaire,  la  racine  de  l'équation 

l-\-  ^ht  =  0,  (5) 

que  Ton  obtient  en  faisant  m  =  0  dans  l'équation  (3). 
Elles  sont  rectangulaires  quand  (46) 

—  -ôT  =  —  cos  0      ou      /  —  2/i  cos  G  =  0, 

égalité  que  l'on  obtient  en  faisant  m  =  0  dans  la  relation  (4). 

Quelles  que  soient  donc  les  valeurs  réelles  des  coefficients  1,  h,  m, 
réquation  (1)  représente  toujours  un  couple  de  droites  ayant  pour  point 
commun  C origine  des  coordonnées,  dont  les  coefficients  angulaires  sont 
donnés  par  Véquation  (3)  et  qui  sont  rectangulaires  lorsqu'on  a  la  rela- 
tion (4). 

Ces  droites  sont  réelles  et  différentes,  coïncidentes  ou  imaginaires  con- 
juguées suivant  que  la  quantité  h^  —  Im  est  positive,  nulle  ou  négative. 

A  ce  propos,  on  remarquera  que  la  relation  (4)  n'a  lieu  que  pour  un 
couple  de  droites  réelles,  car  on  en  tire 

l  -\-  m  =  2//  cos  ô, 
et,  par  suite, 

4(/i2  —  Im)  =  (/  —  m)2  +  W  sin2  G. 

Corollaire.  —  L'équation 

l(x  —  x'f  -f  2/i(x  —  x') (y  —  y')  +  m{y  —  y'f  =  0 

représente  un  couple  de  droites  réelles  ou  imaginaires  conjuguées,  passant 
par  le  point  ayant  pour  coordonnées  x'  et  y'  et  parallèles  aux  droites 
représentées  par  l'équation  (i). 

181.  —  Droites  isotropes.  —  L'équation 

as2  +  2a;i/cosG  -f-  i/^  =  0 

représente,  d'après  ce  qui  précède,  les  droites  imaginaires  conjuguées 

y  +  (cosO  +  y" —  1  sin 0)x  =  0,         i/  -f -  (cosO  —  ]/-—  4  sin  0) ir  =  0. 

Ce  sont  les  droites  isotropes  (66  .  L'équalion 

(x  —  x'f  -h  2(ir  —  x')  {y  —  y')cosO  +  (t/  —  yT  =  0 

représente,  par  conséquent,  les  droites  isotropes  issues  du  point  {x',  y'). 
Au  point  de  vue  géométrique,  elle  représente  un  cercle  de  centre  {x',  y')  et 
dont  le  rayon  est  nul,  ou  encore  un  point  circulaire  (116). 
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182.  —  Angle  compris  par  le  couple  de  droites  représentées  par 
l'équation 

ix^  +  ^hxy  +  mî/2  =  0. 

En  appelant  &>  l'angle  que  ces  droites  font  entre  elles,  on  a  (45),  Tangle 
des  axes  de  coordonnées  étant  G, 

((  —  t')  sin  6  ^  sin  6 

'^'^  =  ±  i  +  n' +  (t  +  i')cosij'    **"     *"  =  ^rT'^9' 

suivant  que  Tune  des  droites  n'est  pas  ou  est  l'axe  des  ordonnées,  c'est-à- 
dire,  suivant  que  m  est  différent  de  zéro  ou  nul.  Dans  le  premier  cas,  en 
remplaçant  t  et  t'  par  les  racines  de  l'équation  (3),  et  dans  le  second,  en 
substituante  t  la  racine  de  (5),  on  obtient 


_      ^ sin B ]/ li^  -  Im        ^r    _  ,       2/isine_ 
^'"—  ^  l  —  2/icosO  -f  m'       ^'"~^  l  —  2/i'cosO- 

La  seconde  de  ces  deux  formules  n'étant  autre  que  la  première  où  l'on  a 
fait  m  =0,  on  peut  dire  que  celle-ci  est  générale;  l'on  voit  de  plus  que 
la  tangente  de  l'angle  de  deux  droites  est  réelle  ou  imaginaire  en  même 
temps  que  le  couple  de  droites. 

183.  —  Équation  du  couple  des  bissectrices  de  l'angle  d'un  couple  de 
droites.       Désignons  par 

Ix^  +  2/ixy  4-  my^  =  0 

Téquation  du  couple  des  droites  données,  et  par 

l'x^  +  2/i'xi/  i-  my  =  0, 

celle  du  couple  de  leurs  bissectrices.  Ces  dernières  étant  perpendiculaires, 

on  a  immédiatement 

/'  —  2/i'cos0  +  m'  ==  0. 

Les  quatre  droites  formant  un  faisceau  harmonique  (80),  on  a  entre  leurs 
coefficients  angulaires  t  et  t\  k  et  A;'  la  relation 

dans  laquelle  t  ou  t'  peuvent  être  infinis. 

En  remplaçant  ces  quantités  par  leurs  valeurs  en  fonction  des  coefficients 
des  équations  ci-dessus,  on  a,  dans  tous  les  cas, 

mr  —  2/i/i'  4-  /m'=0. 
Lorsqu'on  n'a  pas 

1  cos  0 1 

m"   Il         T' 


x\ 

xy. 

y' 

i. 

—  cosô, 

1 

m, 

-h. 

/ 
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c'est-à-dire,  lorsque  les  droites  données  ne  sont  pas  les  droites  isotropes, 
ces  égalités  permettent  d'éliminer  /',  h\  m';  on  obtient  ainsi 


=  0, 


ou  encore,  en  développant, 

(/cosG  —  h)x^  +  {l  —  m)xy  4-  (/i  —  mcosB)y^  =  0,        (6) 

pour  l'équation  demandée. 
Les  droites  qu'elle  représente  sont  toujours  réelles,  car  la  quantité 

(/— m)3— 4(/cose— /t) (h—mcosb),    ou    [2/j— (^-hm)cose]2+(^— m)2sin2e 

est  toujours  positive  dans  le  cas  qui  nous  occupe. 

Lorsque  le  coefficient  h  —  m  cosô  est  nul,  l'une  des  bissectrices  est 
l'axe  des  ordonnées,  et,  par  suite,  les  deux  droites  données  sont  symétriques 
par  rapport  à  cet  axe;  l'autre  bissectrice  a  pour  coefficient  angulaire  la 
racine  de  l'équation 

/cos6  —  /i  -f  (/  —  m)t  =  0. 

Par  conséquent,  on  peut  dire  que,  dans  tous  les  cas,  les  coefficients 
angulaires  des  deux  bissectrices  sont  donnés  par 

^cosô  —  k  -\-  {l'-m)t  +  {h—  mcose)/.2  =  0. 

Pour  conserver  la  généralité  aux  résultats,  on  convient  de  dire  que, 
lorsque  les  droites  données  sont  imaginaires  conjuguées,  l'équation  (6j 
représente  encore  les  bissectrices  de  Vangle  imaginaire  qu'elles  forment; 
par  suite. 

Les  bissectrices  des  angles  d'un  couple  de  droites  réelles  ou  imaginaires 
conjuguées  sont  toujours  réelles  et  rectangulaires. 

184.  —  Cas  généraL  —  L'équation  générale  du  second  degré  est  de 

la  forme 

Ix^  -f  ^hxy  4-  wy2  +  %x  +  2/*!/  +  ?i  =  0, 

où  les  coefficients  /,  2/i,  m,  2^,  2/",  n  sont  réels;  elle  ne  renferme  que 
cinq  paramètres  arbitraires,  les  rapports  de  cinq  coefficients  au  sixième. 

Supposons  d'abord  que  m  ne  soit  pas  nul,  et  résolvons  l'équation  par 
rapport  à  y^ 

i/=  — -x  — -^  ±  —  Vih^  —  lm)x^  4-  ^(hf—mg)x  +  p  —  mn. 
^  m  mm' 


1 
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Si  nous 


construisons  la  droite  AB  ayant  pour  équation 


h 


f 


^  m  m 


(7) 


^  p^yr  avoir  l'ordonnée  d*un  point  de  la  courbe,  d'augmenter  ou 
de  diminuer  l'ordonnée  du  point  de  la  droite  ayant  môme  abscisse,  d'une 
quantité  égale  au  radical. 

La  droite  AB  a  reçu  le  nom  de  diamètre  de  la  courbe. 

La  question  revient  donc  à  étudier  le  radical  ou  le  trinôme 

(/i2  —  lm)x^  +  i(lif  —  mg)x  -{-  p  —  mn. 
Si  x'  et  x"  sont  les  racines  de  ce  trinôme,  on  pourra  le  mettre  sous 

{h^—lm)(x  —  x')(x  -  x"). 


la  forme 


186.  —  Premier  cas.  —  Genre  ellipse  :   h^  —  /m  <  0. 
A.  Lorsque  les  racines  x'  et  x"  sont  réelles  et  inégales,  on  a  : 

(hf  —  mg)^  —  (P  —  mn)  (h^  —  Im)  >  0, 


ou, 

ou  encore, 

en  posant 


—  m  (Imn  +  'ù.fgh  —  ip  —  mg^  —  nh^)  >  0, 

—  mA  >  0, 
Imn  +  ^fgh  —  /p  —  mg^  —  nh^  =  A. 


Dans  ce  cas,  les  seules  valeurs  de  l'abscisse  .t,  qui  rendent  le  radical 
réel,  sont  celles  qui  donnent  au  trinôme  une  valeur  de  signe  con- 
traire à  celui  de   h^  —  Im,    lequel  est  négatif. 

Ce  sont  donc  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  x'  et  x".  Toute  valeur  de  Tabscisse, 
non  comprise  entre  ces  quantités,  rend  l'or- 
donnée de  la  courbe  imaginaire,  et,  par 
conséquent,  le  point  correspondant  de  celle-ci 
n'existe  pas. 
Soient 

OX'  =  x'    et     OB'  =  rc". 

Il  n'existe  pas,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  de  point  réel  de  la 
courbe  à  gauche  de  AA'  ni  à  droite  de  BB',  parallèles  à  Oy;  la  courbe 
tout  entière  est  donc  située  entre  ces  droites. 

Pour  une  valeur  OP  de  l'abscisse,  on  obtient  deux  points  M  et  M'  situés 
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de  part  et  d'autre  du  diamètre  et  à  des  distances  égales  de  cette  droite. 
Pour  les  valeurs  extrêmes  x'  et  ic"  de  l'abscisse,  l'ordonnée  de  la  courbe 
est  identique  à  celle  du  diamètre.  Celui-ci  traverse  donc  la  courbe  aux 
points  A  et  B.  D'un  autre  côté,  le  radical  ne  peut  croître  au  delà  de  toute 
limite,  puisque,  pour  les  valeurs  de  x  variant  entre  oi  et  x",  il  a  un 
maximum  fini  : 

Le  trinôme  du  radical  peut,  en  effet,  s'écrire 

P  —  m«  +  x[^{hf—mg)  —  (/m  —  h^jx], 

et  l'on  voit  que  le  maximum  a  lieu  en  même  temps  que  celui  du  dernier 
terme,  c'est-à-dire  quand  on  a 

{/m  —  h'^)x  =  ^{hf—  mg)  —  (Im  —  h^)x     ou    x  =  \l^]^2' 
Pour  cette  valeur  de  x^  le  trinôme  devient  : 

ih^--lm){P--mn)^(hf--mg)^_tn{lmn+2fgh-ip--mg^--nh^)_    ma 
h^  —  im  li^  —  im  h^  —  lm' 

L'ordonnée  de  la  courbe  est  donc  toujours  finie  et,  par  conséquent,  tous 
les  points  de  celle-ci  sont  situés  à  des  distances  finies.  La  courbe,  qui  a 
reçu  le  nom  d'ellipse,  est  donc  limitée  dans  tous  les  sens. 

B.  Lorsque  —  m  A  <  0,  les  racines  du  trinôme  sont  imaginaires, 
et  il  a  toujours  le  signe  du  coefficient  li^  —  Im  ;  aucune  valeur  de  x  ne 
pouvant  donc  le  rendre  positif,  le  radical  est  toujours  imaginaire  et  la 
courbe  n'a  pas  de  point  réel. 

C.  Lorsque  —  m  A  ou  A  est  nul,  les  racines  du  trinôme  sont  réelles  et 
égales  à  x'  ;  le  radical  devient  alors 


V^(/i2  —  Im)  {x  —  x'f      ou       (x  —  x'yii^  —  Im, 
et  l'on  a,  pour  l'ordonnée  de  la  courbe, 

_  hx  +  {  ^  i(^  __  x')VW^^n^. 

''  mm  ' 

L'équation  donnée  représente  donc,  dans  ce  cas,  deux  droites  imagi- 
naires conjuguées  ayant  pour  point  commun  réel  un  point  du  diamètre  AB. 

L'ellipse  peut  donc  devenir  imaginaire  ou  dégénérer  en  deux  droites 
imaginaires  conjuguées. 

Le  cercle  appartient  à  ce  genre  de  courbe  du  second  ordre;  car,  pour 
cette  courbe,  la  quantité  h^  —  im  est  égale  à 

cos^O  —  4  =  —  sin^S, 

expression  essentiellement  négative. 
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186.  —  Deuxième  cas.  —  Genre  hyperbole  :  h^  —  Im  >  0. 
A.  Supposons  les  racines  x'  et  x"  du  trinôme  du  radical  réelles  et 
inégales,  ou  —  mA  >  0.  Les  valeurs  de  x  qui  rendent  le  radical  réel 
sont  celles  qui  donnent  au  trinôme  une  valeur  ayant  même  signe  que 
h^  —  Im.  Ce  sont  donc  les  valeurs  de  x  non  comprises  entre  x'  et  x"; 
il  n'existe,  par  conséquent,  aucun  point  réel  de  la  courbe  entre  les  deux 

parallèles  AA',  BB'  à  l'axe  Oy, 
menées  par  les  points  A'  et  B' 
tels  que  : 

OA'  =  x\      OB'  =  x". 


0/P'A'  B'  P 

Fig.  54. 


Pour  une  valeur  OP  de  x  supé- 
rieure à  x",  on  obtient  deux  points 
M  et  M'.  On  obtient  également  deux 
points  réels  N  et  N'  de  la  courbe 
pour  une  valeur  OP'  de  Tabscisse 
plus  petite  que  x'.  Pour  les  abscisses  OA',  OB',  valeurs  extrêmes  de  x, 
l'ordonnée  de  la  courbe  est  identique  à  celle  du  diamètre.  La  courbe  est 
donc  coupée  par  cette  droite  aux  points  A  et  B. 

Remarquons  aussi  que,  pour  les  valeurs  de  x  augmentant  indéfiniment, 
le  radical  croit  au  delà  de  toute  limite,  et  qu'il  en  est  de  même  pour  les 
valeurs  décroissantes  de  x.  La  courbe  se  compose  donc  de  deux  branches 
indéfinies  situées  l'une,  à  droite  de  BB',  l'autre  à  gauche  de  AA'. 

B.  Lorsque  —  m  A  <  0,  les  racines  x'  et  x"  sont  imaginaires,  et  le  tri- 
nôme, pour  toutes  les  valeurs  de  x,  a  le  signe  de  h^  —  Im  ;  il  est  donc 
toujours  positif.  Le  radical  est  par  conséquent  réel,  quelle  que  soit  la 
valeur  de  x  comprise  entre  +  oo  et  —  oo;  de  plus,  il  ne  s'annule  jamais. 
Après  avoir  passé  par  un  minimum,  il  croit  dans  les  deux  sens  au  delà 

de  toute  limite.  La  courbe  ne  rencontre 
donc  pas  le  diamètre,  et  elle  se  compose  de 
deux  branches  indéfinies  situées  de  part  et 
d'autre  de  celui-ci. 

Les  deux  branches  s'approchent  du  dia- 
mètre jusqu'aux  points  M  et  M'  correspon- 
dant à  l'abscisse  qui  rend  le  radical  minimum, 
puis  s'en  éloignent  indéfiniment. 
G.  Lorsque  A  =  0,  les  racines  du  tnnôme 


Kig.  55. 


sont  égales  à  x',  et  celui-ci  peut  s'écrire 


(/i2  —  Im)  (x  —  x')2  ; 
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l*on  a  par  conséquent,  pour  l'ordonnée  de  la  courbe , 

_  hx±_f       \  ^^  _         ___ 
^  m  m  ^ 

La  courbe  se  réduit  donc,  dans  ce  cas,  à  un  couple  de  droites  réelles  se 
coupant  sur  le  diamètre,  en  un  point  ayant  pour  abscisse  x\  car,  pour 
cette  valeur  de  Tabscisse,  Tordonnée  de  Tune  de  ces  droites  se  confond 
avec  celle  du  diamètre. 

L'inégalité  h^  —  /m  >  0  caractérise  donc  les  courbes  du  genre 
hyperbole.  Celles-ci  comprennent  la  courbe  connue  sous  le  nom  d'hypei*- 
bole,  se  composant  de  deux  branches  indéfinies,  et  les  couples  de  droites 
concourantes  en  un  point  situé  à  distance  finie. 

187.  —  Troisième  cas.  —  Genre  parabole  :  h^  —  Im  =  0. 
A.  Le  radical,  dans  ce  cas,  se  réduit  à 


]/^{hf—  mg)x  +  P  —  mn\ 
il  n*est  réel  que  pour  les  valeurs  de  x  qui  rendent  positive  l'expression 

2{hf—mg)x  -^  P  —  mn, 

ou,  pour  fixer  les  idées,  en  supposant  h.f  —  m^  >  0,  le  radical  n'est  réel 

ffifi  —  fi 
que  pour  les  valeurs  de  x  supérieures  à  la  quantité  ^-rj —  ou  OA'. 

Pour  cette  seule  valeur  de  ar,  l'ordonnée  de  la  courbe  est  égale  à  celle  du 
diamètre.  La  courbe  ne  coupe  donc  cette 
droite  qu'en  un  seul  point  A  ayant  pour 
abscisse  l'expression  ci-dessus. 

Pour  une  abscisse  OP  plus  grande  que 
OA',  on  obtient  deux  points  M  et  M'.  La 
courbe  se  compose  donc  d'une  seule  branche 
s'étendant  jusqu'à  l'infini  à  droite  de  la 
parallèle  AA'  à  l'axe  Oy,  et  ne  rencontrant 
qu'une  seule  fois  le  diamètre.  De  plus,  le 
radical  augmentant  en  même  temps  que  l'abscisse,  on  en  conclut  que  les 
deux  arcs  de  la  courbe  s'éloignent  indéfiniment  du  diamètre. 

La  courbe  a  reçu  le  nom  de  parabole. 

B.  Lorsque  hf — mg  est  une  quantité  nulle,  le  radical  devient  l/f*  —  mn, 

et  l'ordonnée  de  la  courbe, 

hx  +  f  ,  |/^« 

y  = ±  Vp  —  mn. 

^  m  ' 
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Celte  équation  représente  deux  droites  parallèles,  lesquelles  sont  réelles, 
imaginaires  conjuguées,  ou  coïncidentes,  suivant  que  la  quantité  P  —  mn 
est  positive,  négative  ou  nulle. 

Le  genre  parabole,  caractérisé  par  l'égalité  h^  —  Im  =  0,  comprend 
donc,  outre  la  courbe  de  même  nom,  les  couples  de  droites  parallèles, 
réelles,  distinctes  ou  coïncidentes,  ou  imaginaires  conjuguées. 

Il  faut  aussi  remarquer  que  l'égalité  h^  —  /m  =  0  exprime  que  les 
termes  du  second  degré  de  l'équation  d'une  parabole  forment  un  carré 
parfait. 

188.  —  Cas  où  le  coefficient  m  est  nul.  —  Lorsque  le  coefficient  m  est 
nul,  sans  que  1  le  soit,  on  peut  résoudre  l'équation  par  rapport  à  x,  et  l'on 
a  : 


x  =  —    ^  ^   ^  i^V^/iV  -f  ^(gh  —  lfjy  +  g^ —tiL 

Dans  le  cas  où  h  n'est  pas  nul,  le  coefficient  de  y^  du  trinôme  du  radical 
est  positif  et,  en  faisant  une  discussion  analogue  à  celle  du  n®  186,  on 
reconnaît  que  la  courbe,  représentée  par  l'équation  donnée,  se  compose  de 
deux  branches  indéfinies,  qui  peuvent  se  réduire  à  deux  droites  réelles 
concourantes,  et  qu'elle  appartient,  par  conséquent,  au  genre  hyperbole. 

De  même,  si  h  est  nul,  on  reconnaît  facilement  que  la  courbe  appartient 
au  genre  parabole. 

Lorsque  h  est  différent  de  zéro,  /  étant  quelconque,  on  résout  comme 
précédemment  l'équation  de  la  courbe  par  rapport  à  y  : 

Ix^  +  ^gx  +  n 


y  =  '- 


Ux  +  2/* 


Effectuant  la  division,  il  vient  : 

,,_       ^'       ^gli-lf.Vgh-nh^-ip 

^  2/1  2/i2      ^      2/i2  ihx  -h  f)     ' 

Si  nous  construisons  la  droite  AB  ayant  pour  équation 

/  ^gli  —  if 

y  2/1  "^  2/i2     ' 

il  suffira,  pour  obtenir  un  point  de  la  courbe  correspondant  à  une  abscisse 
donnée,  d'augmenter  ou  de  diminuer  l'ordonnée  du  point  de  la  droite,  cor- 
respondant à  la  même  abscisse,  d'une  quantité  égale  à  la  valeur  absolue  de 

_  2/;^/i  —  nh^  —  ip 
^*  ""     "W  {hx  +  f)      ' 

suivant  que  cette  fraction  est  positive  ou  négative. 


—  137  — 

Soit  CA  la  droite  représentée  par  Téquation 

hx  +  f  =  0, 

dans  laquelle  h  est  positif,  ce  que  l'on  peut  toujours  supposer.  Pour  une 

f 
abscisse  OP  plus  grande  que  —  j,  la 

fraction  u  est  positive  si  nous  supposons 

2fgli  —  nh^  —  ip>0. 

Elle  est,  au  contraire,  négative  quand 

f 
X  est  plus  petit  que  —  |-  ou  OC.  Tous 

les  points  de  la  courbe,  correspondant 

f  '  ' 

à  des  abscisses  plus  grandes  que  —  j-,  ï^>g-  ^''' 

sont  donc  au-dessus  de  AB,  tandis  que  les  points,  correspondant  à  des 
abscisses  plus  petites  que  cette  quantité,  sont  en  dessous  de  cette  mOme 
droite. 

Lorsque  x  varie  depuis  OP  jusqu'à  l'infini  positif,  la  fraction  u  diminue 
et  a  pour  limite  zéro;  on  obtient  ainsi,  à  partir  de  M,  un  arc  de  courbe 
se  rapprochant   continuellement  de  la  droite  AB  sans  pouvoir  jamais 

l'atteindre. 

f 
Lorsque  x,  diminuant,  a  pour  limite  OC  ou  —  j-,  la  fraction  u  croît  indé- 
finiment ;  donc,  à  partir  de  M,  la  courbe  s'éloigne  indéfiniment  de  la  droite 

AB,  tout  en  se  rapprochant  de  AG  qu'elle  ne  peut  atteindre. 

f 
Pour  une  valeur  OP'  de  x  plus  petite  que  —  p  le  dénominateur  de  la 

fraction  u  change  de  signe,  et  celle-ci  devient  négative;  le  point  M'  corres- 
pondant à  l'abscisse  OP'  est  donc  situé  en  dessous  de  AB. 

f 

Lorsque  x,  augmentant  depuis  OP',  a  pour  limite  —  ^,  la  fraction  u  aug- 
mente indéfiniment  en  valeur  absolue,  tout  en  restant  négative  ;  on  obtient 
ainsi  une  série  de  points  s'éloignant  de  AB  tout  en  se  rapprochant  de  G  A. 
La  courbe  qui  les  joint  s'approche  donc  indéfiniment  de  cette  dernière 
droite  sans  pouvoir  l'atteindre. 

Loreque  x  varie  depuis  OP'  jusqu'à  l'infini  négatif,  la  fraction  u  diminue 
en  valeur  absolue  et  a  pour  limite  zéro.  A  partir  de  M',  on  a  donc  un 
second  tronçon  de  courbe  se  rapprochant  constamment  de  AB  sans  pouvoir 
l'atteindre. 
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La  courbe  représentée  par  Téquation  donnée  se  compose  donc  de  deui 
branches  se  rapprochant  indéfiniment  de  deux  droites  ÂB,  CÂ  sans  jamais 
pouvoir  les  atteindre. 

Lorsque  la  fonction  ^fgh  —  iih*  —  ip  est  égale  à  zéro,  la  fraction  u  est 
nulle,  et  Téquation  de  la  courbe  peut  s'écrire  : 


ou  encore 


Sous  cette  forme,  on  reconnaît  qu'elle  représente  deux  droites  réelles  et 
concourantes. 

Lorsque,  m  étant  nul,  h  est  différent  de  zéro,  la  courbe,  représentée  par 
Téquation  donnée  ici,  appartient  donc  au  genre  hyperbole;  celui-ci  est  donc 
bien  caractérisé  dans  tous  les  cas  par  l'inégalité  h*  —  Im  >  0. 

Cette  analyse  nous  a  encore  permis  de  constater  l'existence  de  deux 
droites  ÂB,  ÂG  intimement  liées  à  ce  genre  de  courbes  et  qu'on  appelle 
asymptotes.  Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  elles  ont  pour  équations 

nx  -r-  j  —  K),        y  ^  <ih  2/i2 

Quand  la  courbe  dégénère  en  un  couple  de  droites,  les  asymptotes  sont 
donc  ces  droites  elles-mêmes. 

189.  —  Asymptotes.  —  Ces  droites  sont  assez  faciles  à  déterminer  dans 
le  cas  général,  c'est-à-dire,  lorsque  m  n'est  pas  nul.  Les  différences,  entre 
les  ordonnées 

hx  +  f      A 

y  = ^  zb  ~|/(/i2  —  lm)x^  +  ^{hf  —  mg)x  -\-  p  —  mn 

des  points  de  la  courbe  ayant  une  certaine  abscisse,  et  celles  des  points 
correspondant  à  la  même  abscisse  des  droites 

_      fix-{-  f       d  (h^  —  lm)x  -\-  hf—mg 
sont 
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Elles  ne  sont  réelles  que  pour  les  valeurs  de  x  considérées  dans  les 
courbes  du  second  degré  non  elliptiques,  et  elles  n'existent  pas  pour  les 
courbes  du  genre  parabole.  L'expression  ci-dessus  peut  encore  s'écrire 

(hf-fn9)'_ 
1    h'  —  lm         '    ^  "" 

V"  h^  —  Im 
ou  bien, 

_  Imn  +  ^fgh  —  ip  —  mg^  —  nh^ 

x(h^  —  Im) 


xVh^  —  Im        yf  x  x^ 


On  voit  que  cette  fraction  converge  vers 
zéro,  quand  les  valeurs  positives  ou  néga- 
tives de  X  augmentent  indéfiniment  en 
valeur  absolue. 

Les  arcs  BM  et  BM'  de  l'hyberbole,  cor- 
respondant aux  valeurs  de  x  supérieures 
à  OB',  s'éloignent  donc  en  se  rapprochant 
respectivement  des  droites  PR'  et  FR 
ayant  pour  équations 


Pig.  58. 


hx  -}-  f      ih^  —  lm)x  H-  hf  —  mg 


m 


mV^h^  —  Im 


sans  toulefois  pouvoir  jamais  les  atteindre;  et  il  en  est  de  même  des  arcs 
AN',  AN  correspondant  aux  valeurs  de  x  plus  petites  que  OA'. 

Les  droites  PR',  P'R,  asymptotes  de  la  courbe,  sont  donc  représentées 
par  l'équation  du  second  degré 

qui  peut  s'écrire 

m(/x2  -h  "ihxy  +  my^  +  2^a:  +  ^fx)  +  P  —  ^Y,~^^^'=  0, 
ou  bien, 

mY  [X,  y)  + ûT—rr^ —  ^» 

ou  encore. 


h^  —  Im 


P<^'  2')  +  w^nii^ 


=  0. 


(8) 
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Les  asymptotes  se  coupent  en  un  point  du  diamètre  (7) 

hx  -h  my  +  f===0; 

elles  sont  imaginaires  conjuguées  pour  l'ellipse,  leurs  équations  dépendant 

du  radical  V^k^  —  Im  qui  n'est  réel  que  pour  l'hyperbole.  Pour  la  para- 
bole, elles  n'eiistent  pas. 

Lorsque  m  est  nul  sans   que   h  lé   soit,  l'équation   ci-dessus   des 
asymptotes,  établie  dans  le  cas  où  m  n'est  pas  nul,  devient 

Ix^  +  ihxy  +  ^gx  -f  2fy  +  ;i  +  ^^^^'  ~  [C  ~  "'^^  =  0, 
ou,  en  réduisant 

Ih^x^  -h  Wxy  4-  igh^x  +  ^fh^y  +  ifgh  —  /p  =  0, 

ou  encore, 

(fix  +  f)  {Ihx  -f  U^y  +  '2gh  —  /f  =  0, 

et  représente  les  deux  droites 

fix  +  f  =  0,        lhx-\-  U^y  +  igh  —  if  =  0 

du  n*"  188.  L'équation  générale  (8)  représente  donc,  dans  tous  les  cas,  le 
couple  des  asymptotes  réelles  ou  imaginaires  conjuguées  de  la  courbe. 

190.  —  Droites  menées  d'un  point  parallèlement  aux  asymptotes.  — 

De  ce  que  les  asymptotes  d'une  courbe  du  second  degré  sont  représentées 
par  l'équation 

il  résulte  que  les  parallèles  à  ces  droites  menées  par  l'origine  des  coor- 
données ont  pour  équation  (180) 

Ix^  +  ^hxy  -f  1722/2  =  0; 

que,  par  conséquent,  les  asymptotes  ont  pour  coefficients  angulaires  les 
racines  de  l'équation 

/  -f  2/it  +  mt^  =  0. 

L'une  des  asymptotes  est  donc  parallèle  à  l'axe  des  abscisses  quand  le 
le  coefficient  /  est  nul. 

Lorsque  m  est  nul,  l'une  des  asymptotes  est  parallèle  à   Taxe  des 

ordonnées  (180)  et  le  coefficient  angulaire  de   l'autre   est  donné  par 

l'équation 

/  -h  2/it  =  0, 
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laquelle  montre  que,  si  L  est  nul  en  même  temps  que  m,  cette  seconde 
asymptote  est  parallèle  à  l'axe  des  abscisses. 

Lorsqu'il  s'agit  d'une  courbe  parabolique,  l'équation 

Ix^  -h  ^hxy  4-  7ny^  =  0, 
peut  encore  s'écrire 

{hx  +  my)^  =  0,        ou        lix  -^  my  =  0, 

et  représente  une  parallèle  au  diamètre  de  la  courbe  (186). 

Corollaires.  —  I.  Les  asymptotes  sont  rectangulaires  quand  on  a  la 
relation 

l  —  ^hcosO-\-m  =  0; 

la  courbe  qui,  dans  ce  cas,  doit  appartenir  au  genre  hyperbole  (180),  est  dite 
alors  équilalère.     * 

En  coordonnées  rectangulaires  cette  relation  devient 

/  -f  m  =  0. 

n.  L'angle  des  asymptotes  est  donné  par  la  formule  (182) 


^       2  sin  Q  Vh^  —  Im 
^  '*'  ""  =^  /  —  2/icos  &  -f  m 

IIL  L'équation 

1(X  —  a)2  +  2/i(x  —  a)  {y  —  ^)  +  m{y  —  /3)2  =  0, 

représente  deux  droites  menées  par  le  point  (a,  |5)  parallèlement  aux 
asymptotes  lorsqu'il  s'agit  d'une  courbe  non  parabolique,  et  une  droite 
parallèle  au  diamètre  de  la  courbe  dans  le  cas  contraire. 

IV.  Dans  le  cercle,  les  asymptotes  imaginaires  conjuguées  sont  parallèles 
aux  droites  isotropes  issues  d'un  point. 

191.  —  Condition  pour  que  l'équation  générale  représente  deux  droites. 

—  Lorsque  m  n'est  pas  nul,  l'équation  générale  représente  deux  droites, 
quand  on  a  la  relation 

(hf  —  mgf  —  {h^—  Im)  (P  —  mn)  =  0, 
ou  encore 

Imn  +  "Ifgh  —  //^  —  mg^  —  nh^        ou        A  =  0, 

exprimant  que,  si  h^  —  Im  ^  0,  les  racines  du  trinôme 

(/i2  —  lm)x^  +  2(/i/*  —  mg)x  -^  p  —  mn 
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sont  égales  et  de  même  signe  (185,  186),  et  que,  si  h^  —  Im  est  une 
quantité  nulle,  il  en  est  de  même  de  hf  —  mg  (187). 

Lorsque  m  est  nul,  sans  que  /  le  soit,  on  obtient,  quel  que  soit  h,  la 
condition 

igh  —  Iff  —  U^  (g^  —  ni)  =  0,        ou        ^fgh  —  ip  —  nh^  =  0. 

C'est  la  même  condition  qui  doit  être  satisfaite  lorsque,  h  n'étant  pas 
nul,  m  est  nul  et  /  quelconque  (188). 

Mais,  comme  le  premier  membre  de  cette  dernière  égalité  est  ce  que 
devient  A  quand  on  y  annule  m,  on  conclut  que  la  condition  A  =  0 
convient  dans  tous  les  cas  et  est,  par  conséquent,  générale.  Cette  con- 
dition est  évidemment  suffisante. 

L'expression,  que  nous  avons  jusqu'ici  désignée  par  la  lettre  A,  se 
nomme  discriminant  de  l'équation. 

192.  —  Propriété  du  discriminant.  —  Les  discriminants  des  équations 

F  (x,  y)  =  Ix^  +  ^hxy  +  my^  +  ^gx  H-  2/i/  +  w  =  0, 
Ix^  +  ihxy  +  my^  4-  xV^  +  yF\,  -h  ¥{x\  y')  =  0, 

sont  respectivement 

Imn  +  ^fgh  —  //^  —  mg^  —  nh^  ==  A, 

Im  F  (x\  y')  +  I  F;,  F^  -  j  V^  -  j  F'V  -  h^  V  ix\  y'). 

En  développant  cette  dernière  expression,  on  a  : 

(te'2  4-  "iLhx'y'  +  my'^  +  ^x'  +  ^fy'  +  n)  (Im  -^  h^) 
+  2/1  (Ix'  +  hy'  +  g) (hx'  +  my'  +  f)  —lihx'  -\-  my'  -^ff—m{lx'  +  hy'-{-g)^ 

=  n{lm  —  h^)  —  If^  —  mg^  -f  ^fgh  =  A. 

On  en  conclut  donc  que,  lorsqu'on  transporte  les  axes  de  coordonnées 
parallèlement  à  eux-mêmes  en  un  point  quelconque  ayant  pour  coordonnées 
x!  et  y\  le  discriminant  de  Véqu^tion  ne  change  pas. 

193.  —  Autre  forme  de  l'équation  des  asymptotes.  —  De  ce  que  l'on  a 

(Im  -  h^)  F  (x,  y')  -f  j  (2/1  F^  F'^.  -  IF\  —  mF'V)  =  A, 

pour  tous  les  points  du  plan,  on  conclut  l'identité 

4  (/m  -  h^)  F  [x,  y)  =  l¥\  —  2/iF'   F'    -h  mF'V  -f  4  A. 
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Au  facteur  4  (Im  —  h*)  près,  l'équation 

F  (x,  y)  =  Ix^  -f  ihxy  +  my^  4-  igx  +  g/'y  -h  n  =  0 

d'une  courbe  du  second  degré,  non  parabolique,  est  donc  identique  à  la 

suivante 

/F'2   _  2/iF'    F'    +  m¥\  +  4A  =  0. 

Cette  nouvelle  forme  de  Téquation  générale  nous  montre  que,  lorsque  son 
discriminant  est  nul,  elle  représente  le  couple  de  droites 

/F'3   —  2/iF'    F'    +  m¥\  =  0. 
De  ce  qui  précède,  on  conclut  encore,  au  facteur  /m  —  h^  près, 
\  {ir\  -  2AF;  F;  +  mF'^)  =  F  (x,  y)  +  ,^^A_ 

dans  le  cas  d'une  courbe  non  parabolique,  et  l'on  voit  que  les  asymptotes 
de  la  courbe  représentée  par  l'équation  générale  ont  encore  pour  équation 
quadratique 

/F'%  —  2/iF'^  F  y  -f  fwF'^  =  0.  (9) 

Lorsqu'une  courbe  du  second  degré  non  parabolique  se  réduit  à  deux 
droites,  elle  se  confond  donc  avec  ses  asymptotes. 

Dans  le  cas  où  m  n'est  pas  nul,  ces  droites  ont  pour  équations  (180) 

F'.  +  Z±±A^^E^E  F'  =  0. 


OU  encore,  quand  l  est  nul, 


m 


F'  =0        et        mF'    —  ih¥'  =  0. 

X  X  y 

Lorsque  le   coefficient  m  est  égal  à  zéi*o,  les  asymptotes  ont  pour 

équations 

F'  =0       et       /F'    —  2/iF'  =0. 
y  y  ' 

En  désignant  par  t  le  coefficient  angulaire  fini  ou  infini  de  l'une  d'elles 
(190),  elle  est,  dans  tous  les  cas,  représentée  par 

F'    -h  (F'„  =  0. 

X  y 

Remarque.  —  Dans  le  cas  d'une  parabole,  les  droites  (9)  coïncident 
avec  la  droite 

/F'^  -  h¥\  =  0        ou        hY\  —  mY\  =  0. 

En  développant  ces  équations,  on  obtient 

l(hx  -\-  my  +  /■)  -  h{lx  +  hy  +  g)  =  0, 
h{hx  ■¥  my  -\-  f)  —  m{lx  +  liy  +  g)  =  0. 
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et  l'on  voit  qu'elles  représentent  la  droite  de  l'infini,  ou  une  droite  indé- 
terminée dans  le  cas  où  la  courbe  se  réduit  à  deux  droites  parallèles. 

194.  —  Autre  forme  du  discriminant.  —  Le  discriminant  A  peut 
encore  s'écrire  sous  forme  de  déterminant  symétrique 


A  = 


Les  mineurs 


/,    II,    0 
h,   m,    f 

9y    A     '^ 


mu  —  P,   ni  —  g'\   ira  —  /i^,  gk  —  //*,   hf  —  mg,  fg  —  nh 

des  éléments  /,  m,  n,  f,  g,  h  seront  respectivement  désignés  dans  la  suite 
par  les  lettres  L,  M,  N,  F,  G,  H.  On  calcule  facilement  que 

MN  —  F2  =  (ni  —  sf2)  (Im  -  h^)  —  [g/i  —  //)2  =  /  A, 

NL  —  G2  =  m  A,        LM  —  H2  =  n  A, 

GH  —  LF  =  /•  A,        HF  —  MG  =  g  X        FG  —  NH  =  /i  A. 

Remarquons  aussi  que  le  déterminant 

L,     H,     G 
H,     M,     F 

G,     F,     N 

est  égal  à  A2  ;  il  a,  en  effet,  pour  expression 

L(MN  —  F2)  +  H(FG  —  NH)  +  G(HF  —  MG) 

ou,  en  développant, 

A  [l{mn  -  P)  +  h(fg  —  nh)  +  g{hf  -  mg)]  =  A^. 

186.  —  Intersection  d'une  courbe  du  second  degré  avec  une  droite.  — 

Désignons  par  rr/  et  y\  a  et  (3  les  coordonnées,  par  rapport  à  deux  axes 
quelconques,  de  deux  points  différents  A  et  P  d'une  droite  AP. 

Nous  trouverons  les  paramètres,  par  rapport  à  A  et  à  P,  des  points  d'in- 
tersection de  la  droite  avec  la  courbe,  en  exprimant  que  les  coordonnées 


\^k  ' 


\—k' 


d'un  point  quelconque  de  AP  satisfont  à  l'équation  de  la  courbe  donnée. 
On  obtient  ainsi  l'équation  du  second  degré  (179) 

A:2F(«,  |3)  —  k{aY\,  -f  ,6F'     +  ^x'  -¥^fy'  +  2//)  -h  ?{x\  y')  =  0, 
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ou,  sous  forme  homogène, 

k^¥(a,  (3,  y)  -  k{aF^.  +  ^F^,  +  yF^)  +  F(a:',  y\  z')  =  0, 

qui  donne  ces  paramètres. 

Supposons  que  l'un  des  points  P,  ne  fasse  pas  partie  de  la  courbe;  le 
coefficient  de  k^,  dans  l'équation  ci-dessus,  est  alors  différent  de  zéro,  et  les 
racines  sont  réelles  et  distinctes,  réelles  et  égales  ou  imaginaires  conjuguées. 

Dans  le  premier  cas,  elles  déterminent  deux  points  réels  et  distincts  dont 
Tun  est  situé  à  l'infini,  quand  l'une  des  racines  est  égale  à  l'unité  (6). 

Dans  le  second  cas,  les  deux  valeurs  de  k  ne  déterminent  qu'un  point, 
ou  plutôt,  comme  on  dit  ordinairement,  deux  points  coïncidents,  lesquels 
sont  à  l'infini  quand  ces  valeurs  de  k  sont  égales  toutes  deux  à  l'unité. 

Enfin,  dans  le  troisième  cas,  les  racines  ne  déterminent  aucun  point  de 
section.  Cependant,  comme  les  équations  de  la  droite  et  de  la  courbe  sont 
satisfaites  par  deux  systèmes  de  valeurs  de  x  eide  y  imaginaires  conju- 
guées, on  dit  que  la  droite  a,  avec  la  courbe,  deux  points  communs 
imaginaires  conjugués  (64). 

Lorsque  le  point  P  est  l'un  des  points  d'intersection  de  la  courbe  avec 
la  droite,  la  quantité  F  (a,  f3)  est  nulle  ;  l'équation  du  second  degré  pré- 
cédente s'abaisse  au  premier  degré  et  n'a  plus,  par  conséquent,  qu'une 
racine,  laquelle  détermine  un  point  réel  qui  peut  être  différent  de  P,  coïn- 
cider avec  lui  ou  se  trouver  à  l'infini. 

Une  droite  quelconque  a  donc  avec  une  courbe  du  second  degré  deux 
points  communs  réels,  distincts  ou  coïncidents,  ou  imaginaires  conjugués, 
en  y  comprenant  les  points  situés  à  l'infini. 

196.  —  Direction  des  droites  qui  ont  avec  la  courbe  deux  points  com- 
muns dont  l'un  est  situé  à  Tinfini.  —  Entre  les  coordonnées  x'  et  y\  «  et  j3 
des  points  A  et  P  d'une  telle  droite,  on  a  la  relation 

F  (a,  (3)  -  (aFV  +  (3FV  +  ^gx'  -f  %'  +  2n)  +  V{x\  /)  =  0, 

qui  exprime  que  le  premier  membre  de  l'équation  du  second  degré  en  k 
du  n®  précédent  est  multiple  de  A;  —  1 . 
Cette  relation  peut  encore  s'écrire,  en  réduisant, 

/(a  —  x')^  -h  2/i  (a  —  x')  ((3  —  ^')  4-  m (]3  —  y'Y^  =  0, 

elle  exprime  alors  que,  si  P  est  fixe,  le  point  A  appartient  à  l'une  ou 
l'autre  des  droites  représentées  par  l'équation 

/(a  —  x)2  +  2/i(a  —  a;)  (|3  —  y)  +  m{^—y)^  =  0, 

et  parallèles,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  (190),  aux  asymptotes,  lorsqu'il 

10 
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s'agit  de  courbes  non  paraboliques,  et  au  diamètre  de  la  courbe,  dans  le  cas 
contraire. 

Toute  droite  parallèle  à  une  asymptote  ou  au  diamètre  d'une  parabole 
a  donc,  avec  la  courbe,  deux  points  communs  dont  l'un  est  situé  à  l'infini, 
sur  l'asymptote,  dans  le  premier  cas,  et  sur  le  diamètre,  dans  le  second. 

Corollaire,  —  I^es  droites  représentées  par  l'équation  ci-dessus  étant 
différentes  et  réelles  pour  l'hyperbole,  imaginaires  conjuguées  pour  l'ellipse, 
et  réelles  et  coïncidentes  pour  la  parabole,  on  en  conclut  que  les  deux 
premières  courbes  ont  deux  points  situés  à  l'infini  dans  la  direction  des 
asymptotes,  réels  pour  l'hyperbole,  imaginaires  conjugués  pour  l'ellipse, 
et  que  la  parabole  a  un  seul  point  réel  situé  à  l'infini  sur  son  diamètre. 

Le  cercle  a  deux  points  imaginaires  conjugués  situés  à  l'infini  sur  les 
droites  isotropes  issues  d'un  point  quelconque.  Ce  sont  les  points  cy- 
cliques (66). 

187.  —  Droites  qui  ont  avec  la  courbe  deux  points  communs  coïnci- 
dents situés  à  l'infini.  —  Si  les  deux  points  communs  à  la  sécante  AP  et 
à  la  courbe  sont  situés  à  l'infini,  l'équation 

k^F(a,  (3)  -  ^(aFV  +  (5FV  +  %x'  +  ^fy'  +  2>/)  -h  F(^',  î/')  =  0, 

a  ses  deux  racines  égales  à  l'unité,  et  l'on  a,  avec  la  relation  du  n*"  précé- 
dent, les  suivantes 

«FV  +  ^F;,  +  ^gx'  +  W  +  2^1  =  2F(«,  (3)  =  2¥{x\  y\ 
qui  peuvent  s'écrire  : 
(«  -  X') F^  +  ((3  -  y')  ¥^  =  0,     (a  -  X')  F^  +  {(3  -  y')Y\,  =  0. 

En  éliminant  a  —  x'  et  |3  —  y'  entre  ces  relations  et  celle  du  n*"  précédent, 
on  obtient  les  suivantes 

IY'\,  —  2/tFVFy,  +  7nF'V  =  0,     IV'' ^  —  2/iF' J'_ç  +  mF'2^  =  0, 

qui  expriment  que  les  points  P  et  A  se  trouvent  sur  l'une  des  droites 
représentées  par  l'équation 

/F'2  __  2/iF  F    +  rwF\  =  0. 

Ce  sont  les  asymptotes  pour  les  courbes  non  paraboliques;  pour  la  para- 
bole, ces  droites  coïncident  avec  la  droite  de  l'infini  (193). 

Il  n'existe  donc  pas  de  droite  rencontrant  la  parabole  en  deux  points 
situés  à  l'infini. 
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198.  —  On  trouve  encore  les  coordonnées  des  points  d*intersection 
d'une  courbe  du  second  degré  avec  une  droite 

y  =  tx  +  s, 

non  parallèle  à  Taxe  des  ordonnées,  en  considérant  comme  simultanées  les 
équations  des  deux  lignes  et  en  cherchant  leurs  solutions  communes. 

On  trouve  ainsi,  pour  l'équation  qui  donne  les  abscisses  des  points  d'in- 
tersection, 

(/  +  2/U  +  mr.2)x2  +  2[(/i  +  mt)s  -}- g  +  ft]x  -\-  ms^  +  ifs  +  n  =  0.  (10) 

Quand  la  droite  est  parallèle  à  une  asymptote,  on  voit  que  le  coefficient  de 
x^  est  nul. 

Quand  la  droite  est  elle-même  une  asymptote,  elle  a  pour  équation 

où  t  est  son  coefficient  angulaire  (193);  en  développant,  on  trouve 

Ix  +  hy  -{-  g  -^  t  (lix  -\-  my  -\-  f)  =  0, 
ou  bien,  h  +  mf  ^  0  dans  le  cas  qui  nous  occupe, 

l  +  lit  g  +  ft 


y  =  —  L  ■  ^.^ 


h  -}-  mt  k  -{-  mt* 

ou  encore, 

y  =  tX—  ^    ,     ', 

^  h  -^  mt 

le  coefficient  angulaire  t  satisfaisant  à 

/  +  2/it  +  mt^  =  0,      ou  à      l  +  ht  +  t(li  +  mt)  =  0. 

Par  suite,  pour  une  asymptote  non  parallèle  à  Oî/, 

g  +  ft 


Il  +  mt' 


et  le  coefficient  (h  +  mt)s  -^  g  -\-  ft  de  x  dans  l'équation  (10)  est  aussi  nul. 

Lorsque  la  droite  est  parallèle  à  l'axe  des  y,  elle  est  représentée  par 

une  équation  de  la  forme 

flx  +  0  =  0, 

et  l'élimination  de  x  entre  cette  équation  et  celle  de  la  courbe  donne 
ma^y^  —  2(/ic  —  fa)ay  +  na^  —  2^ac  +  Ic^  =  0. 

Si   la  droite  est  une  asymptote,   m  est  nul  (190);  elle  a  alors  pour 

équation  (193), 

Vy  =  0      ou       hx  +  f=0, 
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et  Ton  voit  que  les  coefficients  de  y^  et  de  y  dans  Téquation  du  second 
degré  précédente  sont  nuls  sans  que  le  terme  indépendant  If^  -f-  nh^ — ifgh 
le  soit  (191). 

Par  conséquent,  quand  on  élimine  une  variable  entre  les  équations  d'une 
courbe  du  second  degré  et  celle  d'une  droite,  on  obtient  une  équation  du 
second  degré  dont  le  premier  terme  est  nul,  pour  une  droite  parallèle  à 
une  asymptote,  et  dont  les  deux  premiers  termes  sont  nuls,  lorsque  la 
droite  est  asymptote. 

199.  —  Relation  eotre  les  coefficients  des  équations  de  deux  courbes  du  second 
degré  ayant  deux  asymptotes  parallèles.  —  Cette  relation  s'obtient  en  éliminant  / 
entre  les  équations 

/  +  2/t/  +  m/2  =  0,       l'  +  Vi't  +  m't^^O;  (li) 

c'est  donc 

A{hm'  -  k'm)  Hh'  —  l'h)  -  {l'm  —  /mO»  =  0.  (42) 

Les  courbes  du  second  degré  considérées  ne  peuvent  être  évidemment  des 
ellipses,  car  la  valeur  de  t  commune  aux  deux  équations  est  réelle,  si  ces  deux 
équations  ne  sont  pas  identiques,  ce  que  Ton  suppose. 

Cette  supposition  nous  permet  encore  de  dire  que,  dans  le  cas  qui  nous  occupe, 
km'  —  k'm  est  une  quantité  non  nulle;  car,  s'il  en  était  autrement,  on  aurait 

J jn^ fi 

V  ~  m'  ~  W' 

200.  —  Relations  entre  les  coefllcients  des  équations  de  deux  courbes  du  second 
degré  ayant  une  asymptote  commune.  —  Les  relations  cherchées  s'obtiennent 
évidemment  en  éliminant  t  entre 

/  +  2/ïr  +  mt^  =  0,       /'  +  Vi't  +  m't^  =  0, 

h  +  mt      h'+m't' 

Les  deux  premières  donnent  les  relations 

l'm  —  Im' 


i{hm'  -  h'mWh'  -  l'h)  —  U'm  —  Im')^  =  0,        t  = 


^{hm'  —  h' m)  ' 
Combinant  avec  la  troisième,  on  obtient 

^igà'  —  g'h)[hm'  —  h'mf  +  (/m'  —  fmWm  —  lm'1^ 
+  2(^m'  —  g' m  +  fh'  —  fkWm  -  lm'){hm'  —  h' m)  =  0, 

ou  encore,  en  divisant  par  le  facteur  /ww'  —  h'm,  différent  de  zéro  (199), 

^igh'  —  g'h)  ihm'  -  h'm)  +  2(/m'  —  rmWl  —  hl') 
+  (^m'  -  g'm  +  fh'  —  rhWm  —  /m')  =  0. 

Cette  démonstration  suppose  évidemment  qu'il  s'agit  de  courbes  hyperboliques. 
Les  deux  relations  que  nous  venons  de  trouver  subsistent  encore  quand  il  s'agit 
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de  courbes  du  second  degré  dont  les  asymptotes  réelles  ou  imaginaires  conjuguées 
sont  parallèles,  car  alors  on  a 

l:  l'  =  h:  h'  ^m\m\ 

Dans  ce  dernier  cas,  les  deux  courbes  peuvent  être  deux  ellipses,  deux  hyper- 
boles ou  même  deux  paraboles. 
Exercices.  —  1.  Les  droites  représentées  en  coordonnées  rectangulaires  par 

Téqualion 

(/  —  k)a^  +  2toy  +  (w  —  k)y^  ==  0, 

sont  symétriques  par  rapport  à  deux  droites  fixes. 

2.  Donner  Téquation  des  deux  paraboles  passant  par  les  quatre  points  A,  k\ 
B  et  B'.  Quelles  doivent  être  les  positions  de  ces  points  pour  que  ces  courbes 
soient  réelles? 

§  ^.  —  Du  centre* 

201.  —  Corde.  —  On  appelle  corde  d'une  courbe  du  second  degré  la 
partie  d'une  sécante  comprise  entre  les  deux  points  communs,  réels  ou 
imaginaires  conjugués,  de  la  droite  avec  la  courbe.  Il  faut  évidemment 
exclure  de  cette  définition  les  sécantes  parallèles  aux  asymptotes,  ainsi  que 
celles  qui,  dans  la  parabole,  sont  parallèles  au  diamètre  (196). 

Centre.  —  Le  centre  d'une  courbe  du  second  degré  est  un  point  tel  que 
toutes  les  cordes  passant  par  ce  point  y  sont  divisées  en  deux  parties  égales. 

202.  —  Coordonnées  du  centre.  —  Soit 

Xx  +  fxt/  -h  y  =  0, 

l'équation  de  la  sécante  AP  joignant  les  points  dififérents  A  (x',  y')  et 
P(a,  /5),  et  désignons  par  k!  et  k"  les  paramètres  des  points  d'intersec- 
tion M  et  N  de  la  courbe  avec  celte  droite.  Lorsque  le  point  A  est  le  milieu 
de  MN,  ces  paramètres,  qui  sont  les  racines  de  l'équation 

^2F(«,  (3)  -  MaFV  +  (3F^,  -f-  ^ijx'  +  W  +  2«)  -f  F  (a:',  j/')  =  0, 

satisfont  à  l'une  des  relations 

1  —  2;t'  =  0        ou        k'  +  k"  —  U'k"  =  0, 

suivant  que  P  appartient  ou  n'appartient  pas  à  la  courbe. 
Dans  tous  les  cas,  entre  les  coordonnées  x'  et  y\  a  et  (3  on  a  l'égalité 

aFV  +  /5F'y,  +  ^gx'  +  2/y'  +  2n  —  2F (x',  i/')  =  0; 

en  faisant  les  calculs,  on  obtient 

(a  -  x')  \\,  +  (P  -  y')  FV  =  0        ou        fxF',,  -  XF>  =  0. 
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Pour  que  le  point  A  soit  un  centre,  il  faut  que  l'égalité  ci-dessus  subsiste 
pour  une  sécante  de  direction  quelconque  ;  on  doit  donc  avoir 

K'  =  0,      FV  =  0. 

Ces  équations  étant  du  premier  degré  en  x\  y\  on  en  conclut  qu'une 
courbe  du  second  degré  n'a  généralement  qu'un  centre;  ce  point  est  situé 
sur  les  deux  droites 

F'^=0,     F'^=0      ou      Ix  +  hy+g^O,    lix  +  tny  +  f=0.      {A) 

Le  centre  existe  et  a  pour  coordonnées  homogènes 

x:hf —  mg  =  y:gli  —  lf=  z :  Im  —  h^       ou       x:G  =  y:¥  =  z:^, 

quand  ces  droites  ne  sont  pas  parallèles,  c'est-à-dire  quand 

Im  —  /i2  ^  0. 

Cette  inégalité  caractérise  les  genres  ellipse  et  hyperbole.  Ce  point 
n'existe  pas  ou  est  situé  à  l'infini  (37)  quand  les  deux  droites  (1)  sont 
parallèles  et  différentes,  c'est-à-dire  quand  on  a  les  relations 

Im  —  h^  =  0.        hf  —  mg  c:  0, 

qui  définissent  la  courbe  appelée  parabole  (187). 

Enfin,  le  centre  est  un  point  quelconque  de  l'une  des  droites  (4),  quand 
elles  coïncident  ;  on  a  alors  les  égalités 

/i2  _  /,„  =  0        et        hf  —  mg  =  0, 

lesquelles  indiquent  que  la  courbe  se  réduit  à  deux  droites  parallèles  (187). 
On  en  conclut  que  les  courbes  elliptiques  et  hyperboliques  ont  un  centre 
réel  unique,  situé  à  distance  finie;  que  la  parabole  n*a  pas  de  centre 
ou  a  un  centre  situé  à  l'infini  sur  le  diamètre,  et  que,  lorsque  cette  courbe 
se  réduit  à  deux  droites  parallèles,  le  système  a  une  infinité  de  centres 
sur  une  parallèle  à  ces  droites. 

203.  —  Corollaires.  —  I.  Si  l'origine  des  coordonnées  est  portée  au 
centre  de  la  courbe,  l'équation  de  celle-ci  ne  contient  pas  de  termes  du 
premier  degré.  L'équation  (178) 

/j:2  +  2hxy  +  my^  +  x¥\.  -f-  yV^,  +  F(x',  y')  =  0, 

devient,  en  effet, 

Ix^  +  ^hxy  +  my^  4-  F  (a:',  y)  =  0, 

quand  x'  et  y'  sont  les  coordonnées  du  centre. 
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II.  Deux  courbes  du  second  degré,  dont  les  équations  en  coordonnées 
cartésiennes  absolues  ne  diffèrent  que  par  une  constante,  sont  cojicen- 
îriques;  car  les  coordonnées  du  centre  sont  indépendantes  du  terme 
constant  de  Téquation. 

III.  Les  asymptotes 

F'    +  «F'  =  0        ou        F'   =  0 

d'une  courbe  du  second  degré  passent  par  le  centre  de  la  courbe. 

IV.  Quand  l'équation  du  second  degré  représente  un  couple  de  droites 
concourantes,  celles-ci  passent  par  le  centre  du  système.  Ces  droites  sont, 
en  effet,  représentées  par  l'équation 

/F'2   _  2/iF' F'    -f  mY\  =  0 

satisfaite  par  les  équations  du  centre. 

Réciproquemeuty  si  le  centre  est  un  point  de  la  courbe,  celle-ci  se 
réduit  à  deux  droites  concourantes.  Car,  l'équation  de  la  courbe  pouvant 
s'écrire  (193) 

l¥\  —  2/iF'/;^  +  m¥\  -4-  4A  =»  0, 

on  voit  clairement  que,  si  elle  est  satisfaite  par  les  équations  du  centre, 
A  est  nul  et  l'équation  représente  deux  droites  concourantes. 

Exercices.  —  1.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  hyperboles  passant  par  deux 
points  donnés  et  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  à  deux  droites  données. 

2.  Lieu  des  centres  des  courbes  du  second  degré  passant  par  quatre  points. 

3.  Lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  passant  par  trois  points. 

4.  On  donne  Téquation 

y2  -j-  axy  —  ba^  +  ^x  =  0, 

dans  laquelle  a,  bj  c  sont  des  constantes  arbitraires  : 

Déterminer  ^  et  c  en  fonction  de  a  de  manière  que  toutes  les  courbes,  repré- 
sentées par  l'équation,  aient  pour  asymptote  commune  la  droite  ayant  pour  équa- 
tion y  —  X  — 2  =  0; 

Chercher  le  lieu  des  centres  des  courbes  comprises  dans  l'équation  qui  résulte 
de  l'élimination  de  ^  et  de  c  en  y  considérant  a  comme  variable.  Discuter 
l'équation  du  lieu. 

§  3.  —  Des  diamètres* 

204.  —  Diamètres.  —  On  appelle  diamètre  d'une  courbe  le  lieu 
géométrique  des  points  milieux  d'un  système  de  cordes  (201)  parallèles. 
Le  diamètre  est  dit  conjugué  aux  cordes  qu'il  divise  en  deux  parties 
égales. 
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206.  —  Équation  des  diamètres.  —  La  relation 

(xF',,  -  XFV  =  0 

du  n""  202,  étant  indépendante  du  coefficient  v,  exprime  non  seulement 
que  le  point  X(x',  y')  de  la  corde  MN  ayant  pour  équation 

Xx  4-  |ULt/  H-  V  =  0, 

est  le  milieu  de  cette  corde,  mais  aussi  que  ce  point  est  le  milieu  de 

toute  corde  parallèle  à  MN.  Le  point  A  est  donc  un  point  quelconque 

du  diamètre  conjugué  à  ces  cordes,  lequel  a,  par  conséquent,  pour 

équation  (20) 

ur^  -  XF;  =  0,  (1) 

ou  respectivemeni, 

F'   =0,        F'  =0, 

suivant  que  les  cordes  MN  sont  parallèles  à  Taxe  des  abscisses  ou  à  celui 
des  ordonnées. 

Lorsque  les  cordes  parallèles  ont  pour  coefficient  angulaire  t,  l'équation 
générale  que  nous  venons  de  trouver  prend  la  forme 

F'^  4-  tFy  ==  0,        ou        (/  +  lit)x  +  (/i  +  mt)y  -^  g-{-  tf=0.      (!') 

206,  —  Corollaires.  —  I.  L'équation  générale  (1)  étant  du  premier 
degré  représente  des  droites;  sa  forme  montre  que  ces  droites  passent  par 
le  centre  ou  sont  parallèles  (39). 

Les  diamètres  sont  donc  des  droites  passant  par  le  centre  pour  les 
courbes  elliptiques  et  hyberboliques,  et  des  droites  parallèles  de  coefficient 
angulaire  commun  —  h  :  m,    ou  —  l  i  h  pour  les  courbes  paraboliques. 

Dans  ce  dernier  cas,  le  diamètre  est  unique  si  la  courbe  se  compose 
de  deux  droites  ;  on  a  alors,  en  effet  : 

F'    =  F' 

IL  Toute  droite  passant  par  le  centre  d'une  ellipse  ou  d'une  kyperbole 
est  U7i  diamètre  ou  une  asymptote,  et  toute  parallèle  réelle  à  un  diamètre 
d*une  parabole  est  un  diamètre  de  la  courbe.  Car,  les  droites  passant  par 
le  centre  d'une  courbe  non  parabolique  ont  pour  équation  générale 

."F'^  -  ^F;  =  0,       ou       F',  +  tp;,  =  0, 

laquelle  représente  un  diamètre  ou  une  asymptote  (193). 

Au  point  de  vue  algébrique,  on  peut  aussi  dire  qu'une  asymptote  est  un 
diamètre  conjugué  aux  droites  qui  lui  sont  parallèles. 
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Lorsqu'il  s'agit  d'une  parabole,  l'équation 

f^F'.  -  ^F;  -  Mm'F',  -  X'F;)  =  0. 
représente  une  parallèle  au  diamètre 

comme  elle  peut  s'écrire 

on  voit  qu'elle  représente  un  diamètre  conjugué  à  la  corde  ayant  pour 
coefficient  angulaire  le  rapport r—,. 

Cette  équation  ne  représente  toutefois  un  diamètre  que  lorsque  le 
rapport  ci-dessus  n'est  pas  égal  à  —  h  :  m  ou  à  —  l  :  h  (196). 
Comme,  dans  le  cas  contraire,  elle  représente  la  droite  de  l'infini  (193),  on 
dit  souvent  que  la  parabole  a  U7i  diamètre  à  Vinfini,  conjugué  à  sa  pj'opre 
direction, 

m.  Si  un  diamètre,  conjugué  à  l'un  des  axes  de  coordonnées,  est  en 
même  temps  parallèle  à  l'autre,  le  coefficient  li  est  nul  ;  car,  si  la  droite 

F'^  =  0      ou      lx  +  hy  +  0  =  0 

est  parallèle  à  l'axe  des  ordonnées,  le  coefficient  de  y  doit  être  égal  à  zéro. 
De  même,  le  coefficient  de  x  dans  l'équation 

F'y  =  0,      ou      hx  4-  iny  4-  /*  =  0, 

est  nul,  quand  la  droite  qu'elle  représente  est  parallèle  à  l'axe  des 
abscisses. 

La  réciproque  est  évidemment  vraie,  et,  lorsque  h  est  nul,  le  diamètre 
conjugué  à  un  axe  de  coordonnées  est  parallèle  à  l'autre. 

Donc,  quand  l'équation  du  second  degré  ne  renferme  pas  de  terme  en  xy, 
les  axes  de  coordonnées  sont  parallèles  à  un  diamètre  et  à  ses  cordes 
conjuguées,  et  réciproquement. 

207.  —  Diamètres  conjugués.  —  En  désignant  par  t'  et  t  les  coeffi- 
cients angulaires  d'un  diamètre  AB  et  de  l'une  de  ses  cordes  conjuguées  PR, 
on  a,  dans  le  cas  où  le  binôme  fi  -t-  ml  n'est  pas  nul, 

, h  -r  mt 

^  ~~  mû' 

ou,  en  développant, 

/  +  h{t  +  0  +  m«'  =  0. 
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Cette  relation  étant  symétrique  par  rapport  à  t  et  à  t\  exprime  aussi  que, 
si  i'  est  le  coefficient  angulaire  d'une  corde  MN,  t  sera  celui  de  son 
diamètre  conjugué  CD. 
Si  le  binôme  h  +  mt  est  nul,  le  diamètre  AB  est  parallèle  à  Taxe 

des  y  (205),  et  le  diamètre  CD,  conjugué  à  la 
corde  MN  parallèle  à  AB  ou  à  Oi/,  a  pour 
équation  (205) 


F'^  =  0      ou 


hx  +  my  -{-  f  =^  0, 


Fig.  59. 


et,  par  suite,  est  parallèle  à  PR.  Donc, 

Il  y  a  une  infinité  de  couples  de  diamètres 

AB  et  CD  tels  que  Tun  d'eux  est  parallèle 

aux    cordes    conjuguées    de    l'autre.    Ces 

diamètres  sont  dits  conjugués. 

Évidemment,  ils  n'existent  pas  pour  la 

parabole,  car,  pour  cette  courbe,  une  corde  ne  peut  être  parallèle  à  un 

diamètre  (201). 

La  relation 

1  +  h(t-\-  0  +  rw«'  =  0 

existant  entre  les  coefficients  angulaires  d'un  diamètre  et  de  ses  cordes 
conjuguées  ou  de  deux  diamètres  conjugués  devient,  dans  le  cas  d'un 
cprclp 

1  +  (i  -h  t')  cos  ô  +  «'  =  0, 

et  exprime  alors  que  deux  diamètres  conjugués  sont  rectangulaires  et 
réciproquement,  ou  encore  qu'un  diamètre  quelconque  est  perpendiculaire 
à  ses  cordes  conjuguées. 

Remarque.  —  D'après  ce  que  nous  avons  dit  précédemment  (206),  si 
l'équation  d'une  courbe  du  second  degré  non  parabolique  ne  renferme 
pas  de  terme  en  xt/,  les  axes  de  coordonnées  sont  parallèles  à  deux 
diamètres  conjugués,  et  réciproquement. 

208.  —  Condition  pour  qu'une  droite  soit  un  diamètre.  —  Une  droite 
représentée  par  l'équation 

ax  -\-  by  -\-  c  =  (S 
est  un  diamètre  quand  elle  peut  se  mettre  sous  la  forme 

^f;  -  xf;  =  0, 

OU  encore. 
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c'est-à-dire,  quand  on  a  les  relations 


M  —  {A/i Xh  —  [xm X^  —  p./" 

a  b  c  ' 


ou 


\l  —  jjl/i  —  ka==  0,      Ih  —  \t.m  —  kb  =  0,      'kg  —  [t.f —  /ce  =  0. 

En  éliminant  X,  {jl,  k  entre  ces  égalités,  on  obtieni,  dans  le  cas  où  au 
moins  Tun  des  mineurs  hf  —  mg,  gh  —  If,  Im  —  h^,  n'est  pas  nul. 


l. 

h, 

a 

II, 

m, 

b 

9, 

A 

c 

=  0 


ou,  en  développant, 


aG  +  b¥  +  cN  =  0. 


Cette  égalité  ne  convient  donc  pas  au  cas  où  la  courbe  se  réduit  à  deux 
droites  parallèles  (206,  II). 

Exercices.  —  1.  Trouver  le  lieu  géométrique  des  points  milieux  des  cordes 
d'une  courbe  du  second  degré  passant  par  un  point  fixe. 

2.  Lieu  du  point  de  rencontre  des  diamètres  d'une  courbe  du  second  degré  et 
d'un  cercle,  conjugués  à  une  même  direction  variable. 

3.  Lieu  du  point  de  rencontre  d'un  diamètre  avec  la  perpendiculaire  abaissée 
d'un  point  fixe  sur  les  cordes  conjuguées  au  diamètre. 

§  >^.  —  AjLe»  <le  symétrie* 


209,  —  Directions  des  axes  de  symétrie.  —  Pour  qu'un  diamètre  de 
coefficient  angulaire  t'  soit  perpendiculaire  à  ses  cordes  conjuguées  de 
coefficient  angulaire  f,  il  faut  que  l'on  ait  les  deux  relations 


i  H-  (r  -f  OcosG  +  tf  =  0, 
/  +  /i  (f  •+  t'}  +  mtl'  =  0. 


(1) 


Quand  il  ne  s'agit  pas  d'un  cercle,  ces  deux  égalités  sont  différentes, 
et,  en  éliminant  t\  on  obtient 


i  4-  ^cosG, 
/  +  ht, 


t  -f-  cosG 
mt  +  h 


=  0, 


ou  encore,  en  développant 

/cosG  —  /i  +  (/  —  m)î  +  (Il  —  mcosO)t2  =  0, 


(2) 
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équation  qui,  dans  le  cas  où  h  —  mcos9  est  une  quantité  différente  de 
zéro,  a  deux  racines  réelles,  le  binôme 

(/  --  m)2  —  4(/cos0  —  h){h  —  mcosG) 

étant  toujours  positif  (183).  Il  y  a  donc,  dans  ce  cas,  deux  directions, 
dites  p7'incipales,  déterminées,  et,  par  suite,  il  existe  généralement  deux 
diamètres  perpendiculaires  à  leurs  cordes  conjuguées.  Ces  diamètres  sont 
appelés  axes  de  symétrie  de  la  courbe,  et  les  points  où  ils  rencontrent 
celle-ci  se  nomment  sommets. 

Mais  il  faut  remarquer  que  Téquation  du  second  degré  pi'écédente  donne 
aussi  les  coefficients  angulaires  d'un  axe  de  symétrie  et  de  ses  cordes 
conjuguées;  car  des  relations  (1),  on  tire  les  suivantes  : 

,     . l  —  m  , IcosO  —  h 


rwcosô'  h  —  mcosô' 

lesquelles  expriment  que  t  et  t'  sont  les  racines  de  Téquation  du  second 
degré  dont  il  s'agit.  Par  suite,  ces  racines  déterminent  deux  directions 
rectangulaires. 

Les  directions  principales  sont  donc  rectangulaires,  et  il  en  est  de  même 
des  axes  de  symétrie;  ces  droites  sont  donc  des  diamètres  conjugués. 

La  forme  de  Téquation  (2)  montre  aussi  que  les  axes  de  symétrie  sont 
les  bissectrices  des  angles  des  asymptotes  (183). 

Lorsque  li  —  mcosO  est  une  quantité  nulle,  Téquation  (2)  s'abaisse 
au  premier  degré  et  ne  détermine  plus  qu'une  seule  direction  principale 
dont  le  coefficient  angulaire  est  donné  par  la  relation 

IcosO  — Il  -\-  {l  —  m)t  =  0,        ou        (/  —  m)cosG  +  (/  —  m)(=»0, 

ou  par  la  suivante 

t  =  —  cosG. 

Cette  direction  est  perpendiculaire  à  l'axe  des  ordonnées  (47)  ;  par  suite, 
il  y  a  un  axe  de  symétrie  parallèle  à  cet  axe. 

Le  diamètre  conjugué  est  un  second  axe  de  symétrie,  car  il  est  perpen- 
diculaire à  l'axe  des  ordonnées  et  a  pour  cordes  conjuguées  des  parallèles 
à  cet  axe  (207). 

La  parabole  ne  peut  avoir  qu'un  seul  axe  de  symétrie  puisque,  dans  une 
pareille  courbe,  tous  les  diamètres  sont  parallèles  et  ont  pour  coefficient 
angulaire  le  rapport  —  h  :  m  ou  —  l  :  li. 

La  direction  principale  correspondante  a  un  coefficient  angulaire  t 
déterminé  par  l'équation 

1  +  (f  +  t')  cosO  +  tt'  ==  0, 
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où  l*on  donne  à  i  Tune  des  valeurs  ci-dessus;  on  obtient  ainsi  les  deux 
valeurs  identiques 

m  —  /!  C08  6  h — /cosG 

h  —  mcos0  /  —  /icosG* 

L'équation  du  second  degré  (2)  donne,  dans  ce  cas,  les  coefBcieuts 
angulaires  de  l'axe  de  symétrie  et  de  ses  cordes  conjuguées,  d'après  ce 
que  nous  avons  dit  au  n°  précédent.  On  pourrait  facilement,  du  resle,  s'en 
assurer  en  la  résolvant  dans  l'hypothèse  où  /i*  =  /m. 

Remarque.  —  Lorsque  les  axes  de  coordonnées  sont  rectangulaires, 
l'équation  du  second  degré  en  i  devient 

— /i  +  (/  — m)(  4-  /ït2  =  0; 

dans  ce  cas,  si  h  est  nul,  les  diamètres  conjugués  parallèles  aux  axes 
de  coordonnées  sont  les  axes  de  symétrie,  ou  bien,  dans  la  parabole,  les 
axes  de  coordonnées  sont  parallèles  à  l'axe  de  symétrie  et  à  ses  cordes 
conjuguées. 

210.  —  Équations  des  axes  de  symétrie.  —  En  remplaçant  dans 
l'équation  générale  des  diamètres  (205)  le  coefficient  angulaire  l  par  les 
racines  i'  et  i"  de  l'équation  du  second  degré  (2),  on  obtient  les  suivantes 

F'x  +  ^'^'y  =  0,     '  F',  +  i"Y\  =  0, 

qui  représentent  les  axes  de  symétrie  des  courbes  non  paraboliques.  Ces 
droites  sont  encore  représentées  par  l'équation  quadratique 

F'a^  +  (f  +  t")  YY^  +  i'i'Y"^^  =  0, 
ou  encore 

(h  — m  cosG)F'2^  —  (^  —  w)F'x^'y  +  (^  cosO  —  h)  F^^  =  0. 
L'axe  de  symétrie  de  la  parabole  a  pour  équation 

[h  — m  cosG)  F'^  +  (m  —  //.  cosG)  F'^^  =  0, 

ou  bien, 

(/  —  h  cosO)F'  +  (/i  —  /  cosO)F',  =  0. 

En  coordonnées  rectangulaires,  ces  équations  deviennent 

AF'*^  —  (Z  -  m)  F'/'^  -  ftF'%  =  0, 
AF'  +»nF'„  =  0         ou        «F'   + /tF'  =  0. 
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211.  —  Axes  de  symétrie  d'un  couple  de  droites.  —  Qaand  Téquation 
générale  représente  deux  droites  concourantes,  le^  axes  de  symétrie  sont 
les  bissectrices  des  angles  qu'elles  forment  ;  car  ces  droites  sont  les  asymp- 
totes du  système  représenté  par  l'équation  (193). 


§  2S*  —  Xan^entes  et  nonnciles. 

212.  —  Tangente.  —  On  appelle  tangente  en  un  point  A  d'une  courbe 
du  second  degré,  la  droite  AT  limite  des  positions  d'une  sécante  AB  qui 
tourne  autour  de  l'un  de  ses  points  d'intersection  A  avec  la  courbe,  quand 
le  second  point  d'intersection  B  se  rapproche  indéfiniment  du  premier 
jusqu'à  la  coïncidence. 

On  peut  donc  dire  que  les  deux  points  communs  à  la  tangente  et  à  la 
courbe  coïncident,  et  que,  par  conséquent,  les  paramètres  de  ces  points,  par 
rapport  à  deux  points  quelconques  de  la  tangente,  sontégaux.  Il  faut  évidem- 
ment exclure  le  cas  où  les  paramètres  des  deux  points  communs  sont  tous 
deux  égaux  à  l'unité,  la  droite  qui  les  joint  étant  une  asymptote  (197). 

Plus  généralement,  une  tangente  à  une  courbe  du  second  degré  est  la 
limite  d'une  corde  qui  se  meut  de  manière  à  ce  que  ses  deux  extrémités 
tendent  l'une  vers  l'autre;  le  point  de  contact  est  la  limite  commune  de  ces 
deux  extrémités. 

Ainsi,  on  établit  qu'une  droite  est  tangente  à  la  courbe  en  exprimant 
que  l'équation,  que  l'on  obtient  en  éliminant  une  variable  x  o\iy  entre  les 
équations  de  la  courbe  et  de  la  droite,  a  deux  racines  égales. 

213.  —  Tangente  en  un  point  de  la  courbe.  —  Considérons  la  sécante 
AP  dont  l'un  des  points,  P  par  exemple,  n'est  pas  situé  sur  la  courbe. 
Lorsque  z'  =  y  =  i,  l'équation  du  second  degré 

^2F(a,  /3,  y)  -  k(ar,,  +  (SF^  +  yF^)  +  F(x',  y\  z')  =  0 

donne  les  paramètres,  par  rapport  aux  points  A  et  P,  des  intersections 
de  AP  avec  la  courbe  (195). 

Lorsque  A{x\  y',  z')  est  un  point  de  celle-ci,  l'une  des  racines  de  cette 
équation  est  nulle,  et  l'un  des  points  d'intersection  de  la  sécante  AP  avec 
la  courbe  est  le  point  A,  ce  qui  est  évident.  Dans  ce  cas,  l'autre  point 
d'intersection  B  a  pour  paramètre 
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Il  coïncide  avec  A,  el  la  droite  AP  est,  par  conséquent,  la  tangente  à  la 
courbe  en  ce  point,  quand  on  a 

«F',,  +  /3F;,  +  yFV  =  0, 

Cette  relation  exprime  que  les  coordonnées  a,  (3  et  y  d'un  point  quel- 
conque P  de  la  tangente  au  point  A  vérifient  l'équation 

xf;,  +  i/F;,  +  ^FV  =  0, 

laquelle  représente,  par  conséquent,  cette  droite  (20). 

Cette  méthode  montre  aussi  qu'un  point  quelconque  P  de  la  tangente 
autre  que  le  point  de  contact  ne  peut  toe  situé  sur  la  courbe. 

Corollaires.  —  I.  Les  paramètres  des  points  communs  à  une  asymptote 
et  à  la  courbe  étant  tous  deux  égaux  à  l'unité,  on  peut  considérer  une 
asymptote  comme  la  limite  des  positions  d'une  tangente  dont  le  point  de 
contact  s'éloigne  indéfiniment  sur  la  courbe. 

II.  L'équation  précédenle,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  (177),  peut 

s'écrire 

xT'  +  i/'F'„  +  z'¥'  =  0. 

Si  le  point  de  contact  est  l'origine  des  coordonnées,  le  terme  constant  n 

est  nul,  ainsi  que  les  coordonnées  x'  et  y\  en  sorte  que  l'équation  de  la 

tangente  devient 

F'^  =  0        ou        gx-\-fij  =  Q. 

III.  Le  diamètre  représenté  par  l'équation 

passe  par  le  point  A  dont  les  coordonnées  sont  x\  y\  z\  quand  on  a  la 

relation 

fxF',,  -  XFV  =  0, 

laquelle  exprime  que  (34) 

La  tangente  à  Vextrémité  (x',  y\  %')  d'un  diamètre  est  parallèle  au^ 
cordes  conjuguées  à  ce  diamètre. 

214.  —  Tangentes  par  un  point  extérieur  à  la  courbe.  —  Désignons 
par  x',  y\  %'  les  coordonnées  du  point  de  contact  A  de  la  tangente  à  la 
courbe  issue  du  point  P  ayant  lui-même  pour  coordonnées  a,  /3,  y. 
On  a  alors  les  relations 

F(x',  y\  %')  =  0      et      «F^  +  (SF^  +  yF^  =  0, 

exprimant  respectivement  que  le  point  A  appartient  à  la  courbe,  et  que 

le  point  P  se  trouve  sur  la  tangente  en  A.  La  dernière  relation,  pouvant 

s'écrire  (1 77) 

xT'^  +  t/F'^  +  zT.^  =  0, 
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exprime  encore,  avec  la  première,  que  les  coordonnées  x\  y\  z'  satisfont 
aux  deux  équations 

F(x,  y,  z)  =  0,      xF^  +  t/F3  +  ^F^^  =  0, 

c'est-à-dire,  que  le  point  de  contact  est  Tun  des  points  d'intersection  des 
lieux  qu'elles  représentent. 

Les  points  de  contact  sont  donc  les  points  communs  à  la  courbe  et  à  la 
droite  toujours  réeAle,  ayant  pour  équation 

Celle-ci,  appelée  droite  des  contactSy  a  généralement  avec  la  courbe 
deux  points  communs;  par  suite,  il  y  a  généralement  deux  tangentes. 
Ces  droites  sont,  comme  leur  point  de  contact,  réelles  et  distinctes,  coïnci- 
dentes ou  imaginaires  conjuguées  (65). 

Il  y  a  exception  quand  la  droite  des  contacts  est  parallèle  à  l'une  des 
droites  réelles  représentées  par  l'équation 

Ix^  +  ^hxy  +  my^  =  0  ; 

la  ligne  des  contacts  n'a  alors  avec  la  courbe  qu'un  point  commun;  ce 
point  est  réel  et,  par  suite,  on  ne  peut  mener  qu'une  seule  tangente  à  la 
courbe,  laquelle,  dans  ce  cas,  ne  peut  être  elliptique,  les  droites  représentées 
par  l'équation  ci-dessus  n'étant  pas  réelles  pour  ce  genre  de  courbes. 
Mais  comme,  dans  ce  cas,  à  cause  de  (1)  on  a  toujours  la  relation 

/F'2^  —  2/tF' J'^  +  mV\  =  0, 

on  voit  que  le  point  P  appartient  à  Tune  des  droites, 

l¥\  —  2/iF'   F'    +  m¥\  =  0 

y  se      y  X 

asymptotes  de  l'hyperbole.  Nous  pouvons  donc  dire  que,  par  un  point 
situé  sur  l'une  des  asymptotes,  on  ne  peut  mener  qu'une  seule  tangente  à 
la  courbe. 

Il  faut  remarquer  que,  pour  la  parabole,  l'équation  ci-dessus  repré- 
sentant la  droite  de  l'infini,  le  point  P,  situé  à  distance  finie,  ne  pourra  en 
faire  partie;  le  cas  qui  nous  occupe  ne  se  présentera  donc  pas  pour  une 
courbe  de  ce  genre. 

Loreque  les  coefficients  F'^^,  F'g  sont  nuls  à  la  fois,  ce  qui  ne  peut  pas 
se  présenter  pour  la  parabole  (202),  le  premier  membre  de  l'équation  de 
la  droite  des  contacts  est 

^G  4-  /"F  +  wN    ou    A, 
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a,  |3,  y  étant  respectivement  proportionnels,  dans  ce  cas,  à  G,  F,  N.  Celte 
droite  est  à  Tinfini,  ainsi  que  ses  points  d'intersection  avec  la  courbe, 
quand  A  n*est  pas  nul,  c'est-à-dire,  quand  la  courbe  n'est  pas  réduite  à 
deux  droites. 

Si  l'on  considère  que  le  point  P  est,  dans  ce  cas,  le  centre  de  la  courbe, 
on  peut  dire  que,  par  le  centre  d'une  courbe  du  second  degré,  on  ne 
peut  pas  mener  de  tangente  à  la  courbe. 

L'équation  de  la  droite  des  contacts  est  indéterminée  ainsi  que  les  points 
de  contact  des  tangentes  quand,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  A  est  nul, 
c'est-à-dire,  quand  il  s'agit  d'un  couple  de  droites.  Les  points  de  contact 
sont  alors  respectivement  situés  en  un  endroit  quelconque  de  chacune 
des  droites  et,  par  suite,  les  tangentes  issues  du  centre  sont  les  droites 
elles-mêmes. 

CoROLLAiKES.  —  l.  Si  le  point  P(a,  (3,  y)  est  sur  la  ligne  des  contacts, 
on  a 

a¥\  +  ^F'p  +  yF'.^  =  2F  (a,  /3,  y)  =  0, 

relation  qui  exprime  que  P  est  sur  la  courbe.  Cette  ligne  des  contacts  est 
alors  tangente  à  la  courbe  en  ce  point  (213).  Donc,  suivant  que 

FK/3,  y)^0       ou       F(«, /3,  y)=0, 
l'équation 

xF'„  +  yF'p  +  zF\^  =  0, 

représente  la  ligne  des  contacts  des  tangentes  issues  de  P,  ou  bien  la  tan- 
gente en  ce  point,  et  réciproquement. 

n.  Lorsque  la  ligne  des  contacts  est  tangente  à  la  courbe,  les  tangentes 
issues  de  P  ont  même  point  de  contact;  par  suite,  elles  coïncident  entre 
elles  et  avec  la  ligne  des  contacts,  car,  en  un  point  d'une  courbe  du  second 
degré,  il  n'y  a  qu'une  seule  tangente  (213). 

216.  —  Pôle  et  polaire.  —  La  ligne  des  contacts  BC  des  tangentes, 
menées  d'un  point  P,  à  une  courbe  du  second  degré  est  appelée  polaire  du 
point  P,  et  Ton  donne  à  ce  point  P  le  nom  de  pôle  de  la  droite  BC. 

Nous  étudierons,  dans  un  chapitre  spécial,  les  propriétés  importantes  des 
pôles  et  polaires  ;  nous  ne  donnerons  ici  que  le  théorème  fondamental  : 

Une  sécante  quelconque  à  une  courbe  du  second  degré  est  divisée  liarmo- 
niquement  par  un  point  et  sa  polaire. 

Les  points  de  section  d'une  sécante  AlP  avec  la  courbe  sont  conjugués 
harmoniques  par  rapport  à  A  et  à  P,  quand  les  racines  de  l'équation 
du  second  degré  qui  donnent  leurs  paramètres  sont  égales  et  de  signes 
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j  ^nue  les  coordonnées  des  points  A  et  P, 
•^^ -''  .  ^p £xe,  cette  relation  exprime  que  A  est  un  point 

ae  f^ '"■*''*'  xf;  +  yr^  +  zf;  =  o, 

•„t  P-  d'où  Ton  conclut  le  théorème. 

__  Équation  quadratique  des  tangentes  menées  d'un  point  exté- 
^^l' une  courbe  du  second  degré.  —  Désignons  par  A  un  point  quel- 
rieur  a       j.^jjg  jgg  tangentes  issues  de  P.  Les  points  d'intersection  de  la 
co^^^  aP  avec  la  courbe  coïncidant,  les  racines  de  l'équation 

mo^,  ^.  y)  -  ^(«FV  +  PFV  +  yFV)  +  F(x',  2/',  ^')  =  0, 
sont  égales  et  Ton  a  : 

(«F;,  +  pF^  +  yFV)^  -  4F(a:',  y',  ^')F(«,  /3,  >•)  =  0. 

Cette  relation  exprime  que  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  A  de 
Tune  des  tangentes  satisfont  à  l'équation 

(«F;  -f  /3F;  +  yF',)2  -  4F(a:,  i/,  2)F(a,  (3,  y)  =  0, 
ou  encore 

(xV^  +  yV^  +  zV/  -  A¥(x,  y,  z)  F(a,  (3,  y)  =  0, 

laquelle  étant  du  second  degré,  représente  les  deux  tangentes  issues  de  P  (20). 

Lorsque  P  appartient  à  une  asymptote,  cette  équation  représente  cette 
asymptote  et  la  tangente  unique  issue  du  point. 

Quand  le  point  P  se  trouve  au  centre  de  la  courbe, 

r   =  0,  F'   =  0    ou    a  :  G  =  (5  :  F  =  y  :  N, 

oc  p 

et  l'équation  ci-dessus  devient 

(^G  -h  /"F  +  wN)2;2  _  NF(ar.,  y,  z)  =  0, 
ou  encore,  z  étant  égal  à  1 , 

et  représente,  par  conséquent,  les  asymptotes. 


—  163  — 

Si  donc  on  considère  une  asymptote  comme  une  tangente  dont  le  point 
de  contact  est  à  Tinfini  (212),  on  peut  dire,  quoique  cela  n^ait  géométrique- 
ment pas  de  sens,  qu'une  courbe  du  second  degré  est  tangente  à  ses 
asymptotes  aux  points  situés  à  rinfini  sur  ces  droites. 

Un  cercle  est  tangent  aux  droites  isotropes  issues  de  son  centre  en  deux 
points  situés  à  Tintini  (points  cycliques). 

Corollaire.  —  Si  le  point  P  appartient  à  la  courbe,  la  quantité  F(a,  j3, 7) 
est  nulle  et  les  tangentes  coïncident. 

Réciproquement,  si  les  tangentes  issues  d*un  point  coïncident  avec  la 
droite  des  contacts,  le  point  appartient  à  la  courbe. 

217.  —  Tangentes  parallèles  à  une  droite  donnée.  —  Si,  dans  l'équation 
(a'F'^  +  (3'F'y  +  /F',)2  -  i¥(x,  y,  z)  F  (a',  |3',  /)  =  0, 

où  35  =  7'  =  1,  des  tangentes  issues  du  point  («',  p',  yO,  on  remplace  a'  et  p'  par 

les  coordonnées 

x'  —  kx:i  —  k,      y'  —  k&:\  —  k 

d'un  point  quelconque  M  de  la  droite  AP,  elle  devient,  quand  on  l'écrit  sous 
forme  homogène, 

[W  -  kar^  +  (!/•  -  kpWy  +  {%'-  A7)F'J2 
-  mx,  y,  i)  [CTCa,  p,  7)  -  «oF'^z  +  pFV'  +  7F V)  +  FCx',  y\  y)]  =  0. 

Dans  le  cas  où  le  point  M  est  à  l'infini  sur  AP,  les  tangentes  à  la  courbe  menées 
de  ce  point  sont  parallèles  à  la  droite  AP,  et  leur  équation  quadratique  devient, 

{{^x'-oL)r^'+{y'---p)ry^]^^i¥{x,y)[l{pc'-^a^^^ 

ou  encore,  en  désignant  par  t  le  coefllcient  angulaire  de  AP, 

(F'^z  +  tryf  -^  +  ^11  +  mf)  Y(x,  y)  =  0. 

Dans  le  cas  d'une  courbe  non  parabolique,  cette  équation  peut  encore  s'écrire  (193), 

{Im  —  h^  (F'^+tr^f  —  (l  +  m  +  mt^  (/F'2y-2AF'^F'y  +  mY%  +  4A)  =  0, 

ou,  en  faisant  les  calculs, 

[(/  +  ht)Y'y  —  {h  +  mOFg2  +  4A(/  +  ^t  +  mt^  =  0, 
ou  encore, 

(/  +  ht)F'y  -{h  +  mt)r^  =  ±  ^ly-M^l  +  Vit  +  mt^, 

ou  bien,  en  développant, 


Ny  —  F  -  t(^x  —  G)  =  ±  l^— A(/  4-  ^ht  +  mt%  (2) 

Lorsque  la  courbe  ne  se  réduit  pas  à  un  couple  de  droites,  il  y  a  donc  géné- 
ralement deux  tangentes  réelles  ou  imaginaires  conjuguées  qui  répondent  à  la 
question. 
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Il  y  a  exception  lorsque 

c'est-à-dire,  quand  la  droite  donnée  est  parallèle  à  une  asymptote;  dans  ce  cas,  les 
tangentes  se  confondent  avec  cette  dernière  droite.  Il  n'existe  donc  pas  de  tangente 
parallèle  à  une  asymptote. 

L'équation  (2)  montre  aussi  que,  lorsque  A  n'est  pas  nul,  une  tangente  ne  passe 
jamais  par  le  centre. 

Lorsque  le  discriminant  A  est  égal  à  zéro,  il  n'y  a  plus  qu'une  seule  tangente 
parallèle  à  la  droite  donnée,  et  elle  passe  par  le  centre.  Donc,  on  peut  dire  que 

Toute  droite  passant  par  le  point  de  rencontre  des  droites  d'un  couple  est 
tangente  au  système,  et  réciproquement. 

Dans  le  cas  d'une  parabole,  l'équation 

(F'^  +  t¥\)^  -  A(l  4-  2/ii  +  wf2)  Y(x,  y)  =  0 

ne  représente  qu'une  droite;  en  effectuant  les  calculs,  on  trouve,  en  effet,  que  les 
termes  du  second  degré  disparaissent,  et  que  l'équation  se  réduit  à 

2Fî^  —  M  —  ^(¥x  +  Gy  —  E)t  +  iHGx  —  L)t^  =  0, 
ou  encore  à 

2(F  —  Gt)  {y  —  tx)  —  L«2  +  2H^  —  M  =  0. 

A  une  parabole,  on  peut  donc  toujours  mener  une  tangente  unique,  paral- 
lèle à  une  droite  donnée;  ou  encore,  par  un  point  situé  à  l'infini,  on  ne  peut 
mener  qu'une  tangente  à  la  parabole. 

Cette  tangente  disparaît  cependant  (ou  est  rejetée  à  l'infini),  quand  on  a 

F-Gt  =  0       ou       .  =  f  =  -^^li/:='4^=-^. 

G       hf—mg       hf—mg  m" 

c'est-à-dire,  quand  la  droite  donnée  est  parallèle  aux  diamètres  de  la  courbe  (206). 

218.  —  Normale.  —  On  appelle  7iormale  en  un  point  d'une  courbe, 
une  droite  perpendiculaire  à  la  tangente  au  môme  point. 

Équation  de  la  normale  en  un  point,  —  En  désignant  par  Y'^r  et  F  y/  les 
coefficients  de  x  ei  de  y  dans  l'équation  de  la  tangente  au  point  {x\  y'), 
on  a,  dans  le  cas  des  coordonnées  rectangulaires ,  pour  l'équation  de  la 
normale  au  même  point  (49) 

'î/-l/')F',.-(a:~<)F;,  =  0. 

219.  —  Normales  issues  d'un  point.  —  En  représentant  par  a  et  <3 
les  coordonnées  d'un  point  P  donné,  et  par  x'  et  y  celles  du  pied  de  la 
normale  issue  de  ce  point,  on  a,  pour  déterminer  les  valeurs  de  x\  y\ 
les  relations 

¥(x\  y')  =  0       ei       ((3  -  yW,r  -  h.  -  rc')F;.  =  0, 


—  165  — 

dont  la  seconde  est  obtenue  en  exprimant  que  le  point  P  se  trouve  sur  la 
normale  au  point  [x\  y'). 
On  voit  donc  que  les  coordonnées  x\  y'  vérifient  les  deux  équations 

F(x,  yî=0      et      ((3  -  i/)F,  -  (a  -  x)F;  =  0, 

et,  par  conséquent,  le  point  qu'elles  représentent  se  trouve  sur  les  deux 
lignes  définies  par  ces  équations. 

Il  y  a  donc  autant  de  normales  issues  de  P  que  ces  lignes  ont  de 
points  communs. 

220.  —  Hyperbole  d*Apolloniu8.  —  L'équation 

(/3-2/)F',-(a-:r)F;  =  0, 

trouvée  ci-dessus,  est  satisfaite  par  les  coordonnées  du  centre,  puisqu'elle 
s'annule  quand 

F;  =  0      et      F'y  =  0. 

Elle  est  également  vérifiée  par  les  coordonnées  du  point  P. 

La  courbe  qu'elle  représente  passe  donc  par  ces  points. 

En  développant  cette  équation,  on  trouve  pour  les  termes  du  second 

degré 

hx^  —  (l  —  m)xy  —  hy^. 

La  courbe  est  donc  une  hyperbole  équilatère,  appelée  kyperbole  des 
neuf  points  ou  d* Apollonius  relative  au  point  P;  ses  asymptotes  sont 
parallèles  aux  axes  de  symétrie  de  la  courbe  du  second  degré  donnée  (209). 

221.  —  Autre  forme  de  l'équation.  —  Lorsque  le  point  P  est  commun 
aux  deux  droites 

ax  +  by  +  c  =  0,      a'x  +  b'y  H-  c'  =  0, 

on  obtient  une  relation  entre  x'  et  y\  en  établissant  que  la  droite 

(a'x'  +  b'y'  4-  c'){ax  -h  %  +  c)  —  {ax'  -h  by  -\-  o  [a'x  +  b'y  +  c')  =  0 

qui  joint  le  point  P  à  un  point  [x\  y')  de  la  courbe  (40),  est  perpendiculaire 
à  la  tangente  en  ce  point  ;  cette  relation 

(ax'  +  by'  +  c)  (aT^,  +  b'F^,)  —  (a'x  +  b'y  +  c')  (a¥^,  +  b¥^,)  =  0, 

s'obtient  facilement. 

L'hyperbole  d'Apollonius  a  donc,  dans  ce  cas,  pour  équation 

(ax  +  by  +  c)  [a'F^  4-  b'F\J  —  (a'x  -f  b'y  +  c')  [aV^  -h  bV\^)  ==  0. 
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Lorsque  le  point  P  est  le  centre  de  la  courbe,  cette  équation  devient 

F;(/iF;  +  mP;)  -  F;(/F',  +  hV^)  =  0, 

ou  encore 

h¥\  -  (/  -  m)F',F;  -  k¥\  =  0, 

et  représente  les  axes  de  symétrie  de  la  courbe.  Ces  droites  ont  donc 
encore  pour  équation 

(Nx  —  G)F'y  —  (Ni/  —  F)F'^  =  0. 

i.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  courbes  du  second  degré  passant  par  deux 
points  donnés  et  tangentes  à  une  droite  donnée  en  un  point  donné. 

2.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  courbes  du  second  degré  tangentes  à  deux 
droites  données  en  des  points  donnés. 

3.  Donner  l'équation  quadratique  des  tangentes  menées  du  point  (a,  h)  à  la 
courbe  représentée  par 

Ix'^  +  2toy  +  myfi  +  w  =  0. 

Quel  est  le  lieu  géométrique  des  points  (a,  b)  pour  lesquels  les  tangentes  sont 
rectangulaires? 

4.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  hyperboles  tangentes  à  une  droite  donnée  en 
un  point  donné,  et  dont  les  asymptotes  ont  des  directions  données. 

0.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  hyperboles  tangentes  à  deux  droites  données, 
et  dont  les  asymptotes  ont  des  directions  données. 

6.  Chercher  le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  passant  par  un  point 
donné  et  tangentes  à  une  droite  donnée  en  un  point  donné. 

7.  On  abaisse  d'un  point  fixe  P  des  perpendiculaires  sur  les  tangentes  à  une 
courbe  du  second  degré;  on  demande  le  lieu  du  point  d'intersection  de  ces 
perpendiculaires  avec  le  diamètre  passant  par  le  point  de  contact  de  la  tangente 
correspondante. 

§   O.   —  F'oyers   et  directrices. 

222.  —  Foyers.  —  On  appelle  foyer  d*une  courbe  un  point  tel  que 
sa  distance  à  un  point  quelconque  M  de  la  courbe  est  une  fonction 

±  Çkx  +  [j.y  +  v) 

rationnelle,  entière  et  du  premier  degré  des  coordonnées  x  e\y  An  point  M. 
Une  distance  étant  essentiellement  positive,  nous  prendrons  le  signe  plus 
ou  le  signe  moins,  suivant  que  la  fonction 

\x  +•  uy  +  V 
sera  positive  ou  négative. 
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Le  foyer  est  un  point  intimement  lié  à  la  courbe,  indépendant  de  la 
position  des  axes  de  coordonnées. 

En  effet,  si  F  est  un  foyer,  on  a  la  relation 

FM  =  ±  (Xa;  +  [Aj/  -f  v). 

Si  l'on  change  les  axes  de  coordonnées  et  qu'on  appelle  x'  et  y'  les 
nouvelles  coordonnées  du  point  M,  la  fonction  précédente  devient  : 

FM  =  ±  [M^x  +  ^'y  +  v')  +  fx(X"x  +  ii''y  +  y")  +  y], 

6t  Ton  voit  qu'elle  est  encore  entière,  rationnelle  et  du  premier  degré  par 
rapport  aux  nouvelles  coordonnées  de  M. 

223.  —  Directrice.  —  Si  wie  courbe  possède  un  foyer,  il  existe  une 
droite  telle  que  le  rapport  des  distances  de 

chaque  point  de  la  courbe  au  foyer  et  à  cette 
droite  est  constant. 

Soient  F  un  foyer  el  M  un  point  quelconque 
de  la  courbe  ayant  pour  coordonnées  x'  et  y'. 

D'après  la  définition  précédente  du  foyer 

MF  =  db  (Xx'  +  ij,y'  +  v); 
construisons  la  droite  PR  ayant  pour  équation  Fig.  eo. 

Xx  +  [Aî/  4-  y  =  0, 
«t  abaissons  la  perpendiculaire  MP  sur  cette  droite,  on  a 

Vl^  4-  p-a 

D'où  l'on  tire  

MF  :  MP  ==  1/X2  -h  |x2. 

La  connaissance  d'un  foyer  entraîne  naturellement  celle  de  la  fonction 
du  premier  degré  qui  le  définit.  Cette  fonction  égalée  à  zéro  est  l'équation 
d'une  droite  PR,  appelée  directrice  correspondante  au  foyer  considéré  F. 

224.  —  Théorème.  —  Si  un  point  et  une  droite  sont  tels  que  le 
rapport  de  leurs  distances  à  un  point  d'une  courbe  est  constant,  le  point  est 
un  foyer  de  la  courbe  et  la  droite  est  la  directrice  correspondante. 

En  effet,  soient  F  un  point  donné,  PR  une  droite  donnée  ayant  pour 

équation 

Xx  +  fxî/  -f  V  =  0, 
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x'  et  y'  les  coordonnées  d*un  point  quelconque  M  d'une  courbe,  MP  la 
perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  la  droite  PR.  D'après  l'hypothèse,  on  a 

MF  =  /c .  MP      ou      MF  =  ±     ..  ^         (Xx'  4-  ^y'  +  v). 

L'expression  de  MF  étant  une  fonction  entière,  rationnelle  et  du 
premier  degré  des  coordonnées  x'  et  y'  du  point  quelconque  M  de  la 
courbe,  on  en  conclut  que  le  point  F  est  un  foyer  et  la  droite  repré- 
sentée par 

k 

±  —  (kc  +  uy  +  v)  =  0      ou     Xx  +  ay  +  v  =  0, 

la  directrice  correspondante. 

226.  —  Courbes  à  foyers.  —  Cherchons  maintenant  quelles  sont  les 
courbes  qui  ont  des  foyers  tels  que  nous  venons  de  les  définir. 
Soient  F  un  foyer  ayant  pour  coordonnées  rectangulaires  a  et  |3,  et 

hc  +  uy  "i-  y  =  0, 

l'équation  de  la  directrice  correspondante. 

Si  X  et  1/  sont  les  coordonnées  d'un  point  M  de  la  courbe  dont  on 
cherche  l'équation,  on  doit  avoir 

MF  =  ±  (Xx  4-  fxî/  +  y). 
Mais  on  a  aussi 

MF  =  yix  —  a)2  +  {y—  (3)2. 
Donc  xeiy  vérifient  l'équation 

±(Xa:+HL2/+v)=J/(a:-a)2+(î/-,'3)2  ou   (a:-«)2+(î/-,5)2=*:(Xx  +  H^2/+v^ 

qui  représente  une  courbe  du  second  de^ré. 

Les  courbes  du  second  ordre  sont  donc  les  seules  qui  aient  des  foyers 
tels  que  nous  les  avons  définis. 

En  développant  l'équation  précédente,  on  obtient 

(i--X2)x2-2XtJLxr/  +  (l-MW--2(a+Xv!x-2((3  +  (xv)î/+a2+p2_     _  Q.  (j) 

Elle  représente  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole,  suivant  que 
la  quantité 

X2a2  _  (i   —  X2)  (1  —  jjl2)  ou         X2  +   (jl2  —  1 

est  plus  petite,  plus  grande  ou  égale  à  zéro. 
Pour  l'ellipse,  on  a  donc 

X2  +  ai  <   1        ou        V/X2  +  |a2  <   1; 
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pour  rhyperbole  et  la  parabole,  respectivement, 


|/X2  -H   JJl2    >   1         et         1/X2  -h   ,j,2  =  1. 

En  appelant  MP  la  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  la  directrice, 

on  a  

MF  :  MP  =  l/X2"ip,]^. 

Dans  Tellipse,  ce  rapport  étant  plus  petit  que  un,  tous  les  points  de  la 
courbe  sont  plus  rapprochés  du  foyer  que  de  la  directrice.  C'est  le 
contraire  pour  Thyperbole.  Enfin,  pour  la  parabole,  ce  rapport  est  égal 
à  l'unité. 

La  parabole  est  donc  le  lieu  des  points  équidislants  d*un  point  et  d'une 
droite  fixes. 

Le  discriminant  de  Téquation  ayant  pour  expression 

A  =  (i  —  X2)(l  —  ij?)(a^  +  (32—  v2)  —  2X^(a  +  |ULi/)(/3  +  Xv) 

_  (1  _  X2)(P  +  |u,v)2  —  (1  —  u')(0L  4-  Xv)2  —  X2f;.2(a2  +  (32  __  ,^2)^ 

ou  encore,  en  faisant  les  calculs, 

-  (Xa  +  a(3  +  v)^ 

on  en  conclut  que  la  courbe  se  réduit  ou  ne  se  réduit  pas  à  un  couple  de 
droites,  suivant  que  le  foyer  appartient  ou  n'appartient  pas  à  la  directrice 
correspondante. 

L'équation  (1)  porte  le  nom  d'équation  focale  des  courbes  du  second 
degré. 

226.  —  Diverses  formes  de  l'équation  focale.  —  Si  les  axes  de  coor- 
données sont  deux  droites  rectangulaires  quelconques  se  croisant  au  foyer, 
l'équation  focale  est  de  la  forme 

x^  +  y^  =  (hc  +  iJiy  -^  v)2. 

Si,  l'origine  étant  au  foyer,  l'un  des  axes  de  coordonnées,  l'axe  des 
ordonnées  par  exemple,  est  parallèle  à  la  directrice,  l'équation  focale  de 
la  courbe  a  la  forme 

xi  +  y^  =  (kx  +  v)2. 

Enfin  si  la  directrice  coïncide  avec  l'axe  des  ordonnées,  l'équation 

focale  devient 

{X  —  a)2  +  (2/  —  f^)2  =  X2a:2. 
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exprime  encore,  avec  la  première,  que  les  coordonnées  x',  y',  z'  satisfont 
aux  deux  équations 

¥{x,  y,  z)  =  0,      xV^  +  yy\,  +  ^F'.^  =  0, 

c'est-à-dire,  que  le  point  de  contact  est  l'un  des  points  d'intersection  des 
lieux  qu'elles  représentent. 

Les  points  de  contact  sont  donc  les  points  communs  à  la  courbe  et  à  la 
droite  toujours  réelle,  ayant  pour  équation 

xV\  +  y¥^  +  .-F;^  =  0.  (1) 

Celle-ci,  appelée  droite  des  contacts,  a  généralement  avec  la  courbe 
deux  points  communs;  par  suite,  il  y  a  généralement  deux  tangentes. 
Ces  droites  sont,  comme  leur  point  de  contact,  réelles  et  distinctes,  coïnci- 
dentes ou  imaginaires  conjuguées  (65). 

Il  y  a  exception  quand  la  droite  des  contacts  est  parallèle  à  l'une  des 
droites  réelles  représentées  par  l'équation 

Ix^  +  ^hxy  +  my^  =  0  ; 

la  ligne  des  contacts  n'a  alors  avec  la  courbe  qu'un  point  commun;  ce 
point  est  réel  et,  par  suite,  on  ne  peut  mener  qu'une  seule  tangente  à  la 
courbe,  laquelle,  dans  ce  cas,  ne  peut  être  elliptique,  les  droites  représentées 
par  l'équation  ci-dessus  n'étant  pas  réelles  pour  ce  genre  de  courbes. 
Mais  comme,  dans  ce  cas,  à  cause  de  (1)  on  a  toujours  la  relation 

lY'^^  —  2/fF' J'^  +  m¥\  =  0, 

on  voit  que  le  point  P  appartient  à  Tune  des  droites, 

/F'2   -,  2/iF'  F'    +  mY\  =  0 

asymptotes  de  l'hyperbole.  Nous  pouvons  donc  dire  que,  par  un  point 
situé  sur  l'une  des  asymptotes,  on  ne  peut  mener  qu'une  seule  tangente  à 
la  courbe. 

Il  faut  remarquer  que,  pour  la  parabole,  l'équation  ci-dessus  repré- 
sentant la  droite  de  l'infini,  le  point  P,  situé  à  distance  finie,  ne  pourra  en 
faire  partie  ;  le  cas  qui  nous  occupe  ne  se  présentera  donc  pas  pour  une 
courbe  de  ce  genre. 

Lorsque  les  coefficients  F'^,  F'g  sont  nuls  à  la  fois,  ce  qui  ne  peut  pa^ 
se  présenter  pour  la  parabole  (202),  le  premier  membre  de  l'équation  de 
la  droite  des  contacts  est 

^G  4-  /"F  -f  wN    ou    A, 
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a,  j3,  y  étant  respectivement  proportionnels,  dans  ce  cas,  à  G,  F,  N.  Cette 
droite  est  à  l'infini,  ainsi  que  ses  points  d'intersection  avec  la  courbe, 
quand  A  n'est  pas  nul,  c'est-à-dire,  quand  la  courbe  n'est  pas  réduite  à 
deux  droites. 

Si  l'on  considère  que  le  point  P  est,  dans  ce  cas,  le  centre  de  la  courbe, 
on  peut  dire  que,  par  le  centre  d'une  courbe  du  second  degré,  on  ne 
peut  pas  mener  de  tangente  à  la  courbe. 

L'équation  de  la  droite  des  contacts  est  indéterminée  ainsi  que  les  points 
de  contact  des  tangentes  quand,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  à  est  nul, 
c'est-à-dire,  quand  il  s'agit  d'un  couple  de  droites.  Les  points  de  contact 
sont  alors  respectivement  situés  en  un  endroit  quelconque  de  chacune 
des  droites  et,  par  suite,  les  tangentes  issues  du  centre  sont  les  droites 
elles-mêmes. 

CoROLLAiKES.  —  L  Si  le  point  P(a,  j3,  y)  est  sur  la  ligne  des  contacts, 
on  a 

aF,  +  (iV^  +  yV.^  =  2F  (a,  /3,  y)  =  0, 

relation  qui  exprime  que  P  est  sur  la  courbe.  Cette  ligne  des  contacts  est 
alors  tangente  à  la  courbe  en  ce  point  (213).  Donc,  suivant  que 

F(«,  (3,  7)^0       ou       F(a,  p,  7)  =  0, 
l'équation 

xV^  +  i/F'j3  +  z¥\^  =  0, 

représente  la  ligne  des  contacts  des  tangentes  issues  de  P,  ou  bien  la  tan- 
gente en  ce  point,  et  réciproquement. 

IL  Lorsque  la  ligne  des  contacts  est  tangente  à  la  courbe,  les  tangentes 
issues  de  P  ont  même  point  de  contact;  par  suite,  elles  coïncident  entre 
elles  et  avec  la  ligne  des  contacts,  car,  en  un  point  d'une  courbe  du  second 
degré,  il  n'y  a  qu'une  seule  tangente  (213). 

216.  —  POIe  et  polaire.  —  La  ligne  des  contacts  BC  des  tangentes, 
menées  d'un  point  P,  à  une  courbe  du  second  degré  est  appelée  polaire  du 
point  P,  et  l'on  donne  à  ce  point  P  le  nom  de  pôle  de  la  droite  BC. 

Nous  étudierons,  dans  un  chapitre  spécial,  les  propriétés  importantes  des 
pôles  et  polaires;  nous  ne  donnerons  ici  que  le  théorème  fondamental  : 

Une  sécante  quelconque  à  une  courbe  du  second  degré  est  divisée  liarmo- 
niquement  par  un  point  et  sa  polaire. 

Les  points  de  section  d'une  sécante  AP  avec  la  courbe  sont  conjugués 
harmoniques  par  rapport  à  A  et  à  P,  quand  les  racines  de  l'équation 
du  second  degré  qui  donnent  leurs  paramètres  sont  égales  et  de  signes 
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Lorsque  la  courbe  ne  se  réduit  pas  à  un  couple  de  droites,  l'expression 
>a  -h  jjl|3  +  V  n'est  pas  nulle;  par  suite  le  coefficient  v  est  égal  à  zéro  et  Torigine 
est  un  point  de  la  directrice. 

Exercices.  —  1.  Lieu  des  foyers  des  courbes  du  second  degré  qui  ont  même 
directrice  et  qui  touchent  une  droite  donnée  en  un  point  fixe. 

2.  Lieu  des  foyers  ou  des  sommets  des  paraboles  ayant  même  directrice  et 
même  tangente. 

3.  Lieu  des  foyers  des  courbes  du  second  degré  ayant  même  directrice  et 
passant  par  deux  points. 

4.  Les  directrices  des  paraboles  touchant  deux  droites  en  un  point  de  Tune 
d'elles  pivotent  autour  d'un  point  fixe. 

5.  Lieu  des  foyers  des  hyperboles  équilatères  dont  la  direction  des  asymptotes 
est  connue  et  qui  passent  par  deux  points. 

6.  Lieu  des  foyers  des  hyperboles  qui  ont  une  asymptote  et  un  sommet  communs. 

7.  Lieu  des  sommets  des  hyperboles  qui  ont  une  asymptote  et  une  directrice 
communes. 

8.  Lieu  des  son^mets  des  paraboles  qui  ont  une  tangente  et  un  foyer  communs. 

9.  Lieu  des  foyers  des  paraboles  qui  ont  même  directrice  et  un  point  commun. 

10.  Lieu  des  foyers  des  hyperboles  équilatères  ayant  même  directrice  et  passant 
par  un  point  donné. 

§  T«  —  Réduction  de  l'équation  générale. 

280.  —  Les  théories  qui  précèdent  ont  pour  but  de  mettre  en  évidence 
les  principaux  éléments  des  courbes  du  second  ordre.  Il  reste  maintenant 
à  étudier  leurs  propriétés  particulières.  On  comprend  sans  peine  que  celte 
étude  sera  d'autant  plus  facile  que  l'équation  de  la  courbe  sera  plus  simple. 

Nous  avons  vu  que,  lorsqu'on  place  l'origine  des  coordonnées  au  centre 
de  la  courbe,  l'équation  ne  contient  plus  de  termes  du  premier  degré. 
On  sait  aussi  qu'elle  n'a  pas  de  terme  en  xy,  quand  les  axes  de  coor- 
données sont  parallèles  à  un  système  quelconque  de  diamètres  conjugués. 

Il  est  donc  possible  de  trouver,  en  changeant  les  axes  de  coordonnées, 
une  équation  ne  contenant  plus  que  quelques  termes  et  représentant  néan- 
moins la  môme  courbe  que  l'équation  générale. 

Nous  nous  proposons,  dans  ce  qui  va  suivre,  de  calculer  les  nouveaux 
coefficients  de  l'équation  ainsi  réduite  en  fonction  des  coefficients  de 
l'équation  primitive. 

231.  -—  Changement  d'axes  de  coordonnées.  —  Désignons  par 
/x2  4-  ^lixy  4-  mî/2  +  igx  4-  ^fy  4-  w  =  0, 

l'équation  de  la  courbe  rapportée  à  deux  axes  de  coordonnées  Ox,  Oy 
faisant  entre  eux  un  angle  0. 

Conservons  l'origine  et  prenons  pour  nouveaux  axes  de  coordonnées 
deux  droites  Ox\  Oy'  comprenant  entre  elles  un  angle  a  —  a  =  0'. 
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Les  formules  de  transformation  sont 

x'sin(Q-«)  +  y'sin(e-aO 

sin  6»  ^  ' 

x'  sin  3c  +  «'  sin  a         /  /    ,    .  /  ^ 

w  = : — f =  ax   -h  by  , 

^  sm  G  ^  ' 

X  et  y  étant  les  coordonnées  d*un  point  quelconque  du  plan  par  rapport 
aux  anciens  axes,  x'  et  y\  celles  du  même  point  par  rapport  aux  nouveaux. 
En  appliquant  ces  formules  à  un  point  quelconque  de  la  courbe,  Téqua- 
tion  de  celle-ci  devient 

rx'2  +  WxY  +  m'y'^  +  ^'x'  +  ^fy'  +  n  =  Q, 
en  posant 

V   =  /a2  +  2/iao'  +  ma'^  =  (la  +  ha')  a  4-  [ha  +  ma')a\ 

h    =lab  +  hiab-^  ab)  -h  mab  {       ].     ,   ,   /.,    ,'       .        /.,/ 

(  =  (la  +  lia)b  -r  (ha  -f  ma)b  , 

m'  =  i/>2  +  2/i6//  +  m^'«  =  (/ft  -f  /t6')  6  +  (/i6  +  m^')  t'. 

g'  =  ga  +  fa\        f^gb^  fb\ 

232.  —  Relations  remarquables  entre  les  coefficients  des  deux  équa- 
tions. —  Entre  les  coefficients  des  deux  équations  on  a  les  relations 

suivantes  i 

l  —  ihco&0  +  m_l'—  W  cos  0'  +  m' 

sin2  G  ""  sin2  0' 

/i2  —  Im       /t'«  —  l'm[  A  A' 


sin2  0  sin2  6'    '  sin^  0      sin2  g'- 

I.  On  a  facilement 

/'a— 2/i'  cos  0'+  m' = /  [fl2-  2fl^  cos  (a'-a)  +  62] + m  [a'^-  ia'b'  cos  (a'-a)  +6'2] 

+  2/1  [aa'  +  M'  —  (a'b  4-  a^')  cos  (a'  —  a)]. 

Le  coefficient  de  ^  est  égal  à 

a[a  —  b  COS(a'  —  a)]  +  6[^  —  a cos(a'  —  a)] 
sin(0  —  a) 


sin^  0 


[sin  (0  —  a'  +  a'  —  a)  —  sin  (0  —  a')  cos  (a'  —  a)] 


+  ^^"  ^^  a  r.  ""'^  Isi'^l^  —  a  —  a'  +  a)  —  sin(0  -  a)  COS(a'  —  a)] 
sm*  0  '  \  '        \  n 

=  ^'"lin^^""^  [sin  (G   -  a)  cos(0  -  «')  -  cos(0  -  a)  sin(0  -  a')] 

sin'  (g'  —  a) sin^  G' 

""       sïn»!       ~  sîn2^* 
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Il  est  facile  de  s'assurer  que  le  coefficient  de  m  a  la  même  valeur.  Quant 
à  celui  de  2/i,  on  peut  récrire 

a' [a  —  b  cos(a'  —  a)]  +  b'[b  —  a  cos(a'  —  a)] 

sin  a    .       ,                 ^         ,        sm  a     .       ,  - 

=  -^-r?.  sm(a  —  a)  COS(0  —  a  ) :~r-r  sm(a  —  a)  COS  G  —  a) 

sm*  9       '  '  ''       sm2  9 

sin(a' — a)r  •  ,r,         f,         •       f       in         n  sin*(a' — a)         . 

—  '[smacos(0 — a)  —  sm  a  cos(0  —  «)]= ^-^-7^ — -  cos6 


sin^  9 


sin^G 


sin^e; 
sin^  G 


cos6. 


Par  conséquent, 

r  —  2/i'  cos  G'  +  m'  =  ^^^  Il  —  ih  cos  9 

sin2  9  ^ 


m). 


II.  La  différence  Tm'  —  h'^  est  égale  au  déterminant 

I  (la  4-  /la')  a  +  (/la  +  ma>',       (/fc  +  /i/>')  a  +  (hb  +  mb')  a' 
i  (/a  +  ha')  b  +  (ha  -^  ma')  b\        (Ib  +  hb')b  +  {hb  +  mb')b' 


a,  a  , 
b,b'\ 


la  +  ha\     ha  -h  ma'  '      '  a,  a' 
Ib  +  /t/^',      W  H-  mft'  !  "^  i  b,  b' 


2 


OU  encore  a 


Ini  h2 

{Im  —  h^)  (ab'  —  a'b)^  =  ^\^^  ^  [sin  (0  —  a)  sin  a'  —  sin  (9  —  a')  sin  a]^ 

lm  —  h\..,          .      ,             ,.      ^,       (/m  — /i»)  sin»  (a  —a) 
""    sin^9   ^^^"    ^^^  '^  ^^"  ""  —  ^^  ""  ^*^  ^^^  ""  Sn^T ' 

III.  Le  déterminant 


A'  = 


est  égal  à 

(la+ha')a+{ha+ma')a'^^ 
{la-^ha')b+(ha+ma'W4^ 


h\    m\    r 


,  (lb+hb')a+(hb-{^mb')a'+0 
,  (lb+hb')b+{hb-\-mb')b'^ 


ga+fa'+O 
gb^fb'+O 


0+0 
ou  au  produit 

a,  a\    0 

b,  b',    0 
0,    0,    1 

ou  encore  à 

a,  a\  0 

b,  //,  0 
0,    0,  1 


+ga-\-fa\        0+0        +9à+fb\  0  +0+w 


la  +  ha'  +  0,  ha  +  ma'  +0,  ga  +  fa'  +  0 
Ib  +  hb'  +0,  hb  -h  mb'  +0,  gb  +  fb'  +  0 
0+0+ ô',     0   +    0+/",    0+0+ n 


2 


l,    h  ,    g 
h,    m,    /• 


=  A(ay-a'ft)*  =  A?!2^. 

sm*  9 
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Corollaire.  —  Il  résulte  de  ce  que  nous  venons  de  démontrer  que, 
lorsqu'on  change  les  axes  de  coordonnées  en  conservant  l'origine,  les 
fonctions 

/  —  2/i  cos  Q  +  m  h^  —  lm  A 

sin^e  '  sin^e  '  sin^G 

des  coefficients  restent  invariables. 

233.  —  Changement  d'origine.  —  Changeons  de  nouveau  les  axes  de 
coordonnées  ;  conservons  leurs  directions  et  transportons  Torigine  au  point 
0'  ayant  pour  coordonnées,  par  rapport  au  système  Ox\  Oy\  les  quantités 
a  et  |3.  Les  nouvelles  formules  de  transformation  sont 

x'  =  X  +  a,  j^'  =  î/  +  p. 

Transportant  ces  valeurs  dans  l'équation 

S(x',  y')  =  Vx'^  +  2/iVî/'  +  m'i/'2  +  ^g'x'  +  ^f'y'  +  n  =  0, 

on  obtient  la  suivante 

l'x^  +  ^h'xy  +  my  +  irS'^  +  yS'^  +  S(«,  (3)  ^0, 

dont  les  coefficients  sont 

/',  2/1',  m',  S'^,  S'^,  S(«,P). 

Les  trois  premiers  termes  n'ont  donc  pas  changé  dans  cette  seconde 
transformation  ;  il  en  est,  par  conséquent,  de  même  des  fonctions 

r— 2/t'cos9'  +  m'  h'^  —  Vm' 

sin^e'  '  sin^G'    ' 

Quant  au  discriminant  de  cette  nouvelle  équation  il  est  égal  à  A',  car  on 
sait  que  cette  fonction  ne  change  pas  quand  l'origine  se  déplace  (192). 

Il  en  résulte  donc  que,  lorsqu'on  passe  d'un  système  d'axes  de  coor- 
données à  un  autre  système  quelconque,  on  a  entre  les  coefficients  les 

relations 

V  —  2/t^  cos  G'  +  m'  _  ^  —  2/i  cos  G  +  m 

sin2G'  ~  sin2Q 

/l'2  _  i^'       ^2  _  /^  A'  A 


sin^G'  sin2G   '  sin^G'       sin^G' 

0  et  G'  étant  respectivement  les  angles  des  anciens  et  des  nouveaux  axes 
de  coordonnées. 
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234.  —  Cas  particulier.  —  Lorsque  les  angles  Q  et  0'  sont  égaux,  les 
relations  ci-dessus  deviennent  respectivement  : 

/'— 2/i'cose'  +  m'=/— 2/icose  +  fn,    h'^—l'm'=h^—lm,    A'=A.  (1) 

Donc,  on  peut  transporter  les  axes  de  coordonnées  en  un  endroit  quel- 
conque du  plan,  sans  que  les  fonctions 

l  —  2/i  cos  Ô  +  m,      /i2  —  /m,      A 

soient  altérées.  Ou  bien. 

On  peut  transporter  une  courbe  du  second  degré  en  un  endroit  quel- 
conque du  plan,  sans  que  les  mêmes  fonctions  soient  altérées. 

Corollaire.  —  Si  deux  courbes  du  second  degré  sont  égales,  on  a  entre 
les  coefficients  de  leurs  équations  par  rapport  à  un  système  d'axes  quel- 
conques les  relations  (i). 

236.  —  Réduction  de  l'équation.  —  Courbes  à  centre  unique.  — 
Lorsque  les  nouveaux  axes  de  coordonnées  auxquels  on  rapporte  la  courbe 
sont  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués,  le  coefficient  2/i'  de  l'équation 
transformée  est  nul  (206).  Si,  de  plus,  la  nouvelle  origine  0'  coïncide  avec 
le  centre  de  la  courbe,  les  termes  du  premier  degré  disparaissent  de 
l'équation  (203). 

L'équation  d'une  courbe  non  parabolique  du  second  degré,  rapportée  à 

un  système  de  diamètres  conjugués  faisant  entre  eux  un  angle  G',  se  réduit 

donc  à 

l'x^  -h  mY  +  S  (a,  (3)  =  0, 

ou  encore,  en  désignant  par  n'  le  terme  S  (a,  (3), 

Vx^  -H  m'î/2  +  n'  =  0, 
avec  les  relations 

r  -f  m'_/— 2/icos6  -i-  m      ^       —  l'm'  _h^  —  lm       ^ 
sin^O'  ""      "    sin^G  '     '  '      ~mW  ~    sin^G   '     '  ' 

A'  /'mV         A 


sin^G        ^"  sin^G'       sin^G' 

lesquelles  suffisent  pour  déterminer  les  coefficients  T,  m\  n'. 
Si  les  diamètres  conjugués,  choisis  pour  axes  de  coordonnées,  sont  les 

axes  de  symétrie,  Tangle  V  vaut  ^,  et  les  relations  ci-dessus  deviennent 

,,  ,      ,       /  —  2/icosG  H- m        ,,    ,       Im 
l  +  m=  :-'^ ,       l'm  = 


sin^G  '  sin^G 

A 


Vm'n'  = 


sin^G' 


—  177  — 

Par  suite,  dans  ce  cas,  /'  et  m!  sont  les  racines  de  l'équation  du  second 

degré 

„       l  —  2/^cosô  +  m       ,   Im  —  h^      ^ 

sm^  0  sm^  6 

laquelle  a  toujours  ses  racines  réelles,  comme  on  peut  s*en  assurer,  son 

réalisant  valant 

(/  — 2/?cos9  +  m)2  _     Im  —  h^ 

sin^G  sin2  0    ' 

ou  encore, 

[^h  —  (/  4-  m)  cosôp  +  [l  —  mf  sin^  0 


sin*  0 

Corollaires.  —  I.  Si,  entre  les  coefficients  des  équations  de  deux  courbes 
du  second  degré,  on  a  les  relations 

/  — 2/icos0+m  =  r  — 2/i'cos0  +  m',   h^  —  lm^h'^-^Vm',  A=A', 

les  deux  courbes  sont  égales. 

Car,  si  on  les  rapporte  chacune  à  deux  de  leurs  diamètres  conjugués 
faisant  entre  eux  le  même  angle,  à  leurs  axes  de  symétrie  par  exemple,  on 
obtient  la  même  équation. 

II.  Les  relations  (2)  et  (3),  divisées  membre  à  membre,  donnent 

1       J__  _  ^  — 2/ICOS0  +  m 
/'       m'  ~  h^  —  lm 

et,  en  divisant  membre  à  membre  (4)  et  (3),  on  a 


d'où,  en  multipliant, 


^' wzrm'  (^) 


n'        n'  l  —  2/ICOS0  +  m    k 

T       rn'~       (h^  —  Imf 

Élevant  (5)  au  carré  et  divisant  par  (4),  on  obtient 

n'^ûïi^^'  ^    A2sing0 
l'm'      ~  [h^  —  Imf 

Remarque.  —  Les  quantités 

w'    ,    n'  ,         w/2sin2  0' 


T f 


l'       m'     '  '        Vm 

sont,  comme  on  le  voit,  indépendantes  de  l'angle  0'  que  font  entre  eux  les 
deux  diamètres  conjugués,  choisis  comme  axes  de  coordonnées.  Ces 
quantités  sont  donc  constantes  pour  tous  les  systèmes  de  diamètres  con- 
jugués de  la  courbe. 
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236.  —  Courbes  paraboliques.  —  Lorsqu*il  s'agit  de  courbes  parabo- 
liques, la  nouvelle  origine  ne  peut  coïncider  avec  le  centre  qui  n'existe 
pas.  On  ne  pourra,  par  conséquent,  faire  disparaître  les  termes  du  premier 
degré  de  l'équation  en  changeant  l'origine  de  place. 

Lorsqu'on  prend  pour  nouveaux  axes  de  coordonnées  deux  droites 
respectivement  parallèles  à  un  diamètre  de  la  courbe  et  à  ses  cordes 
conjuguées,  le  coefficient  W  de  l'équation  résultante 

/'x2  +  Wxy  +  my  +  xS'^  +  i/S'p  +  S(a,  jS)  =  0, 
est  égal  à  zéro  (206)  ;  par  suite,  le  produit 

/'m  =  (Im  —  h^)    .  .^, 

est  aussi  nul.  Le  coefficient  /',  par  exemple,  est  donc  égal  à  zéro. 
Le  coefficient  de  x  valant  alors 

a  une  valeur  indépendante  de  la  position  de  la  nouvelle  origine;  il  ne 

peut,  par  conséquent,  pas  s'annuler  en  changeant  celle-ci  de  place,  ce  que 

nous  avons  déjà  dit  plus  haut. 
Mais,  en  choisissant  pour  origine  des  coordonnées  le  point  d'intersection 

avec  la  courbe  du  diamètre  dont  nous  venons  de  parier,  on  fait  disparaître 

le  terme  indépendant  n'  ou  S  (a,  /3), 
cette  dernière  expression  élant  nulle  ; 
et  aussi  le  terme  en  y,  car  la  courbe, 
alors  rapportée  à  un  diamètre  et 
à  la  tangente  menée  à  son  extré- 
mité (213),  doit  avoir  une  équation 
telle  qu'à  toute  valeur  de  x  corres- 
pondent, pour  y,  deux  valeurs  réelles 
ou  imaginaires  égales  et  de  signes 
contraires. 
Il  en  résulte  que,  rapportée  à  ces  dernières  droites  comme  axes  de 

coordonnées,  l'équation  de  la  courbe  est  réduite  à 

my  4-  2gf'x  =  0, 


Fig.  61. 


avec  les  relations 

sin2  ^' 


m'  =  -r-YT  il  —  2/icose  +  m) ; 


qui  donnent 


sin^G 


mg^  =    .  ,^  A, 
^         sm*  ô     ' 


g''  = 


-^ 


/  — 2/icosG  +  m' 
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L'équation  transformée  définitive  est  donc 

^                           '  sm^e  ^             \/  — 2/icose  +  m 
ou  encore  

^  sina e'  \  (/—  2/ICOS0  +  m)»    * 

Le  coefficient  de  x,  lorsque  l'équation  est  mise  sous  la  forme  précédente, 
s'appelle  paramètre  du  diamètre  auquel  la  courbe  est  rapportée.  On  lui 
donne  toujours  le  signe  plus. 

Lorsque  le  diamètre  de  la  parabole  coïncide  avec  l'axe  de  symétrie, 

l'angle  G'  vaut  -^^  et  l'équation  de  la  courbe  peut  s'écrire 


y^  =  2  sin^  0  \l jn±_I!^g!_^im!L 
^  Va  — 2/icosÔ  +  m)8 


X. 


Cette  dernière  équation  ne  dépendant  pas  du  terme  constant  m,  on  peut 
dire  que 

Deux  paraboles  dont  les  équations  ne  diffèrent  que  par  le  terme  constant 
sont  identiques  quoique  ne  coïncidant  pas, 

287.  —  Hyperbole  rapportée  à  ses  asymptotes.  —  Lorsque  la  courbe 
est  une  hyperbole,  on  peut,  en  la  rapportant  à  son  centre  et  à  ses  asymp- 
totes, ramener  son  équation  à  une  forme  très  simple. 

En  effet,  si  les  nouveaux  axes  de  coordonnées  sont  parallèles  aux 

asymptotes,  les  coefficients  l' et  m' de  la  nouvelle  équation  sont  nuls  (190), 

et,  si  la  nouvelle  origine  coïncide  avec  le  centre,  il  en  est  de  même  des 

coefficients  des  termes  du  premier  degré.  De  sorte  que,  rapportée  à  ses 

asymptotes  comme  axes  de  coordonnées,  l'équation  d'une  hyperbole  est 

de  la  forme 

Wxy  +  n'  ==  0. 

En  désignant  par  o^  l'angle  des  asymptotes,  on  a  les  relations 

ih'cosùi  _l  —  ih  cos  e  -f  m  h'^     _h^  —  im 

sin*  «  sin*  0  '      sin^  w  sin^  0   ' 

A^    _  —  n'h'^  ^  _A_  (^) 

sin^  w        sin^  w         sin^  0' 

Les  deux  premières  relations  donnent,  en  les  divisant  membre  à  membre, 

/i2  —  Im 


ih'  =  —  A  cos 


0) 


/  —  2ACOS0  -h  m' 
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et  les  deux  dernières 


w'  =  — 


h^  —  Im 
résultat  connu  (235). 

La  nouvelle  équation  de  la  courbe  est  donc 

.                 I    A  ^  —  2/i  cos  0  +  m      ^ 
4ry  cos  .0  +  A        ^^,  _  ^^^, 0. 

On  en  conclut  que  la  courbe  se  trouve  dans  Tangle  aigu  des  asymptotes 
quand 

A(/  —  2/i  cosô  +  m)  <  0; 

elle  se  trouve  dans  Tangle  obtus  des  oQêmes  droites  quand 

A(/  —  2/icose  -h  m)  >  0. 

En  éliminant  h'  entre  les  relations  (6),  on  a 

_       2  sin  9  \/h^  —  Im 
^"^       "^ /  — 2/^cose  +  m' 

formule  connue.  On  en  tire 

i  —  2/i  cos  6  4-  m 


cos  w  =  db 


K(/  —  2/1  cos  Q  +  mf  +  4(/i2  —  /m)sin2  0' 
D*où  Ton  a  finalement  pour  l'équation  de  la  courbe 

A]/(l  —  ik  cos  0  +  m)2  +  4(/i3  —  /m)sin2  0 

^'^y  =  ^ îtir^mY • 

Lorsque  Thyperbole  est  équilatère,  w  est  égal  à  ^,  et  la  première  des 
relations  (6)  s'évanouit;  les  deux  autres  donnent  immédiatement 


sin  0      '  h^  —  Im 

et,  par  suite,  l'équation  transformée  devient 


sm  0        ^       /i^  —  /m 
ou  encore, 

C'est,  comme  on  le  voit,  l'équation  précédente  oit  l'on  a  annulé  le 
trinôme    /  —  2A  cos  9  +  m;    cette  dernière  équation  est  donc  générale. 
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238.  —  Applications.  —  1.  Démontrer  que,  2^  et  2/*,  2^'  et  ^f,  désignant  les 
coefficients  des  teimes  du  premier  degré  des  équations  d*une  courbe  du  second 
ordre,  rapportée  à  deux  systèmes  d'axes  rectangulaires  ayant  même  origine, 
ona 

g^  +  f^=^g'^  +  r^. 

En  effet  (231), 

g'^  +  n  =  {ga  +  fa')^  +  (gb  +  fb'y^  = 

(^COSa  —  /"silla)2  _|_  (^giha  +  /"cOSa^  =  ^2  +  /2. 

2.  Trouver  l'angle  de  deux  droites  données  par  leur  équation  quadratique 

b^  +  Vixy  +  my^  =  0. 

En  prenant  comme  axes  de  coordonnées  les  droites  elles-mêmes,  leur  équation 

devient 

Wxy  =  0, . 

avec  les  relations 

l  —  VicosQ  +  m  __  —  2/t'  cos  Cl)        h^—lm  ^    h'^ 
sin^ô  sin^w      '  sin^  6        sin^w» 

en  appelant  (d  Tangle  demandé.  Éliminant  h',  il  vient 

_      2sinel^/i2-/m 
^^■''      "*"/  — 2/icose  +  m* 

Cette  démonstration  n'existe  que  si  les  droites  données  sont  concourantes; 
elle  convient  encore  quand  Tune  des  droites  est  parallèle  à  Taxe  des  y, 

3.  Rapporter  la  courbe  du  second  degré 

Ix^  +  2tey  +  my2  -f  2^^;  +  2/y  +  w  =  0 

à  la  tangente  et  à  la  nœmale  menée  en  l'un  de  ses  points  (x',  y')-  Chercher 

la  longueur  de  la  normale  en  ce  point  dans  le  cas  d'une  hyperbole  équilatày^e. 

On  rapporte'd'abord  la  courbe  à  deux  axes  rectangulaires  parallèles  aux  anciens 

et  ayant  pour  origine  le  point  0'(x\  y');  elle  est  alors  représentée  par  l'équation 

Ix!^  +  Vixy  +  my2  +  a:F^,  +  yY^,  =  0. 

En  prenant  ensuite  comme  axes  de  coordonnées  la  tangente  et  la  normale  au 
point  {x\  y'),  cette  équation  prend  la  forme 

l'ûfi  +  '^'xy  +  w'i/«  +  2^2/  =  0, 

avec  les  quatre  relations 

l'  +  m'=l  +  m,     h'^-lW^h^-lm,     p=^^ ^,     -/r^  =  A, 


qui  permettent  de  trouver  les  coefficients  /',  h',  m\  f. 

2/*        2r 
La  normale,  au  point  (x\  y')  a  pour  valeur  ""  "^  O"  7?"  ^^^^  ^^  ^^  ^'""® 
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hyperbole  équilatère,  ou  encore,  d'après  ce  qui  précède, 

4.  Donner  la  valeur  du  carré  de  la  distance  du  centre  d'une  courbe  du 
second  degré  au  sommet  d'un  angle  droit  circonscrit;  en  conclure  le  lieu  du 
sommet  de  cet  angle.  On  rapporte  la  courbe  aux  côtés  de  l'angle  comme  axes 
de  coordonnées,  elle  a  alors  une  équation  de  la  forme 

a2a;2  +  <ih:ayy  +  b^  +  ^ax  +  "Ipby  +  p»  =  0, 
avec  les  relations 

a^  +  b^=^l  +  m,      A'2  -  aHf^^h^  —  /m, 

a2^2p2  +  ^QJbh'V^  —  a2*2p2  _  tt2^2p2  —  ^'2p2  ^  _  p2(/i'  —  obf  ^  ^, 

Le  carré  de  la  distance  considérée  est  (202) 

b^Hh'  —  ab^  ,  a^'^W  —  abf  ^  pHh' —  abf{a^  +  b^ 

(fl2^2  _- /i'2)2    -r     (fl2^2_/i'2)2  (^2^2  _  ;i'2)2 

_  _  Jl  +  m)A 
{k^  -  ImT 

Gomme  cette  quantité  est  constante,  on  en  conclut  que  le  sommet  d'un  angle 
droit, circonscrit  à  une  courbe  du  second  degré  à  centre,  décrit  un  cercle  concen- 
trique à  la  courbe  et  ayant  pour  rayon  la  racine  carrée  de  l'expression  ci-dessus. 
Ce  cercle  est  appelé  cercle  de  Monge, 

Exercices.  —  4.  Rapporter  à  leurs  axes  de  symétrie  les  courbes  repré- 
sentées en  coordonnées  rectangulaires  par  les  équations 

4r2^2,Tî/+2/2_2a;  +  y  +  3  =  0, 
a:2  -f-  4a:t/  +  y2  4-  a;  _  y  +  1  =  0. 

2.  Rapporter  à  son  axe  de  symétrie  et  à  la  tangente  menée  au  sommet  la 
parabole  représentée  par  V équation 

a;2  +  4a;2/  +  %2  +  2x  —  2y  +  1  =  0. 

3.  Rapporter  V hyper boU 

a;2  —  4a:y  +  y^  4-  3a;  —  3y  +  2  =  0 

à  ses  asymptotes;  donner  la  valeur  de  V angle  de  ces  droites  qui  comprend 
la  courbe, 

4.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  courbes  du  second  degré  de  grandeur 
constante  et  tangentes  à  deux  droites  rectangulaires. 
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CHAPITRE  II 

DE  L'ELLIPSE. 


§   1.  —  Écpiation  <le  la  <K^url>e;  tbéorèmee 

d'Apollonius. 

238.  —  Nous  avons  montré  dans  le  chapitre  précédent  que  Téquation 
Ix^  +  mxy  +  my^  +  2^x  4-  %  +  w  =  0 

d'une  courbe  à  centre,  rapportée  à  deux  axes  faisant  entre  eux  un  angle  9, 

se  réduit  à 

l'x^  +  mY  +  n'  =  0, 

quand  on  la  rapporte  à  un  système  de  diamètres  conjugués  faisant  entre 
eux  un  angle  G',  et  que  les  coefficients  /',  m',  n'  sont  donnés  par  les 
équations 

/'  4-  m'  =  -Vf  (/  —  2/1  cos  0  -h  m),  (i) 

_  l'm'  =  ^ (/i2  —  /m),      (2)  —  n'  =  ,,  ^  ,    .       (3) 

Les  axes  de  symétrie  étant  des  diamètres  conjugués  rectangulaires, 
Téquation  de  la  courbe  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes  de  symétrie 
conserve  la  forme  précédente. 

Les  coefficients  U  et  m'  sont  alors  donnés  par  les  équations 

„   ,      ,       /  —  2/i  cos  ô  +  m  „   ,       k^  —  Im 

l  -^  m  = ;— =-T ,       —  im  =  — ■  o  /s   . 

sin2  G  sm*  G 

Lorsque  la  courbe  est  une  ellipse,  la  relation  (2)  montre  que  l'fn'  >  0, 
c'est-à-dire  que  les  coefficients  /'  et  m'  ont  le  même  signe. 

Dans  l'hyperbole,  la  même  relation  indique  que  Vm'  <  0,  ou  que  les 
coefficients  V  et  m'  sont  de  signes  contraires. 

Si,  dans  le  cas  d'une  ellipse,  nous  supposons  V  et  m'  positifs,  ce  que 
nous  pouvons  toujours  faire,  n'  devra  évidemment  être  négatif,  car  les 
trois  coefficients  l\  m\  n'  ne  sauraient  être  à  la  fois  positifs,  si  l'on 
suppose  la  courbe  réelle. 

Lorsque,  dans  le  cas  d'une  hyperbole,  nous  supposons  ,r  négatif  et  m' 
positif,  le  signe  de  n'  est  positif  ou  négatif,  de  sorte  que  l'équation  de 
l'hyperbole  a  l'une  des  formes 

—  /,x2  -|-  m, 1/2  +  ;,^  =-  0      ou      —  l^x^  +  m,î/2  —  ^^  =;  o. 
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La  seconde  de  ces  deux  équations  a  la  même  forme  que  la  première; 
car,  en  changeant  x  en  y  eXy  en  x,  nous  obtenons 

—  l^y^  +  m^x^  —  n,  =  0, 

ou,  en  changeant  les  signes, 

—  m^x^  +  l^y^  +  ?i,  =  0. 

Il  suffit  donc  de  considérer  l'équation 

—  l^x^  +  fw,y2  -f  ,j^  =  0      ou      l'x^  +  mY  +  w'  =  0 
dans  laquelle  /'  seulement  est  négatif. 

240.  —  Équation  de  l'ellipse.  —  Si  nous  faisons  y  =  0  dans 

réquation 

rx^  +  my  +  w'  =  0 

de  l'ellipse,  nous  obtenons  l'équation 

l'x^  +  n'  =  0, 

qui  donne  les  abscisses  des  points  de  section  de  la  courbe  avec  l'axe  des  x. 
On  en  tire,  n'  étant  négatif, 


x=  ±  Y  —  j  =  ±  a\ 


V 

Nous  déterminons  ainsi  sur  l'axe  des  x  deux  points  A'  et  B'  tels  que 

OA'  =  OB'  =  a'. 

Si  nous  faisons  ensuite  ;r  ==  0  dans  la 
même  équation,  il  vient 

my  +  n'  =  0, 


ou 


y 


--\/-^= 


±b'. 


Kig.  62. 


équation  qui  détermine  sur  l'axe  des  y 
deux  autres  points  C  et  D',  tels  que 

OC  =  OD'  =  b\ 


Les  quantités  a'  et  b'  sont  les  demi-longueurs  des  diamètres  conjugués 
A'B'  et  CD'. 
Des  égalités  précédentes,  on  tire  facilement 


n 


a 


'2> 


m'  =  — 


_ 

^2' 
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et,  en  portant  ces  valeurs  dans  Téquation 

Vx^  4-  my  +  n'  =  0 
de  la  courbe,  on  obtient 

a'  et  b'  étant,  comme  on  vient  de  le  voir,  les  longueurs  de  deux  demi- 
diamètres  conjugués  faisant  entre  eux  l'angle  G'. 

Cas  particulier.  —  Lorsque  les  diamètres  conjugués  choisis  comme 
axes  de  coordonnées  sont  les  axes  de  symétrie,  l'équation  précédente  con- 
serve sa  forme,  puisqu'elle  a  été  établie  pour  un  système  de  diamètres 
conjugués  quelconques. 

Cependant,  on  convient,  dans  ce  cas,  de  désigner  les  longueurs  des  dia- 
mètres, axes  de  symétrie,  par  2a,  2^;  les  symboles  2a',  2^  s'appliquant 
plus  spécialement  aux  longueurs  de  deux  diamètres  conjugués  non  rectan- 
gulaires. Ainsi  l'équation 

ni     ~    h2  *' 


a' 


représente  l'ellipse  rapportée  à  ses  axes  de  symétrie. 

Nous  désignerons  également  les  points  d'intersection  des  axes  de  symé- 
trie avec  la  courbe  par  les  lettres  A  et  B,  C  et  D. 

Enfin,  nous  supposerons  toujours  a  >  b,  hypothèse  permise,  puisque 
nous  pouvons  toujours  choisir  pour  axe  des  x  le  plus  grand  axe  de 
symétrie. 

241.  —  Théorèmes  d'Apollonius.  —  La  quantité 

-  ^  —  -,      ou      a'a  +  b'\ 
i         m 

qui  est  égale  à 

Aj/— 2/icos9  +  m) 

(/i2  —  imf 

est  indépendante  de  l'angle  0'  des  diamètres  conjugués,  axes  de  coordon- 
nées, et,  par  conséquent,  constante  pour  tous  les  systèmes  de  diamètres 
conjugués  (235). 

Dans  le  cas  particulier  du  système  de  diamètres  conjugués  rectangulaires 
(axes  de  symétrie)  cette  quantité  s'écrit  a^  +  b'^.  Par  conséquent,  on  a 

a'3  +  ^'2  =  fl2   +  ^2  . 

La  somme  des  carrés  de  deux  diamètres  conjugués  est  donc  constante  et 
égale  à  la  somme  des  carrés  des  axes  de  symétrie. 
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n 


'2 


On  a  aussi  (235)  -^  sin^  9'      ou  •    a'^'^  sin»  9'  =  —  ^l  ^^f  ^  , 

quantité,  comme  on  le  voit,  constante  et  indépendante  de  Tangle  9'  des 
diamètres  conjugués.  Lorsqu*il  s'agit  des  axes  de  symétrie,  la  quantité 
a'2^'2  gin2  0'  g»écrit  aW^.  Par  conséquent, 

a'26'«  sin»  9'  =  a^i)^        ou        a'b'  sin  9'  =  ab. 

Le  parallélogramme  construit  sur  deux  diamètres  conjugua  est  donc 
constant  et  équivalent  au  rectangle  des  axes. 
242.  —  Longueurs  de  deux  diamètres  conjugués.  —  Des  relations 

a^2  +  ^'2  =  _  A(/-2fecos9  +  m)^       ^,,^,,  ^.^,  ^,  _       A^  sin^  9 


(h^  —  Imf 


{h^—lmf 


on  déduit  Téquation 


2  ,   A(/  — 2/icos9  +  m) 
^  "^  (/i2  _  imf  ^ 


A2  sin2  ô 


sin2  9'  (/i2  —  Imf 


=  0, 


TT 


dont  les  racines  sont  o'^  et  6'^,  ou  a^  et  ^^^  lorsque  9'  est  égal  à  ô-  On  en 

conclut  que  les  longueurs  des  axes  de  symétrie  d'un  couple  de  droites 
sont  nulles. 

243.  —  Forme  de  la  courbe.  —  L'ellipse  rapportée  à  ses  axes  de 
symétrie  comme  axes  de  coordonnées  a  pour  équation 

Q2y2  -f.   ^2/j.2  — -.  ^2^2^ 

ou,  en  résolvant  par  rapport  à  y, 


y  =  ±  -  Va^  —  x2. 


a 


Pour  les  valeurs  de  x  non  comprises  entre  -Ha  et  — a,  celles  de  l'or- 
donnée y  sont  imaginaires;  elles  sont,  au  contraire,  réelles,  quand  x  varie 

dans  cet  intervalle.  La  courbe  est  donc 
comprise  entre  les  parallèles  menées 
par  A  et  B  à  l'axe  Oy. 

Quand  x  croît  de  zéro  jusqu'à  a,  y 
décroît  en  valeur  absolue  depuis  b  jus- 
qu'à 0.  Donc,  on  a,  à  droite  de  Oj/, 
deux  arcs  de  courbe  CA,  DA,  symé- 
triques par  rapport  à  OA.  On  peut 
Fig.  63.  s'assurer   facilement   que  l'arc  CMA 
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présente  sa  concavité  au  centre  0  de  la  courbe,  en  cherchant  la  longueur 
de  PR. 

Quand  x  varie  négativement,  les  valeurs  de  y  restent  les  mêmes;  il  y  a 
donc  à  gauche  de  Oy,  un  arc  de  courbe  CED  symétrique  de  CAD  par  rap- 
port à  cette  droite. 

244.  —  Rayons  vecteurs  maximum  et  minimum.  —  On  a  pour  la 
longueur  d'un  rayon  vecteur  OM, 

OM  =  Vx^  -V  î/2  =  Vic2  +  ^  (a2  — x2)  =  Y^^l^  a;2  +  b^. 

Le  maximum  et  le  minimum  de  OM  correspondent  donc  respectivement 
au  maximum  et  au  minimum  de  a:,  qui  sont  a  et  zéro. 

Le  maximum  de  OM  est  donc  a  et  le  minimum  b. 

L'un  des  arcs  de  symétrie  est  donc  le  plus  grand  diamètre,  l'autre  le 
plus  petit. 

Si  M'  est  le  point  symétrique  de  M  par  rapport  à  Ox,  on  a  OM  =  OM', 
l'expression  de  la  longueur  du  rayon  vecteur  ne  contenant  que  l'abscisse 
de  son  extrémité,  qui  est  commune  aux  deux  points  M  et  M'.  Donc, 

Les  rayons  vecteurs,  menés  du  centre  symétriquement  au  grand  axe  de 
rellipsey  sont  égaux.  Il  en  est  de  même  des  rayons  vecteurs  symétiHques 
par  rapport  à  son  petit  axe, 

246.  —  Point  extérieur  ou  intérieur  à  la  courbe.  —  Soit  un  point  P 
extérieur  à  l'ellipse,  ayant  pour  coordonnées  a  et  (3.  Menons,  par  ce  point, 
une  parallèle  à  Taxe  des  x  rencontrant  la  courbe  en  un  point  M.  En 
appelant  xeiy  les  coordonnées  de  ce  point,  on  a 

a' Y  +  ^'^^^  —  o!^^'^  =  0. 

Mais  puisque,  en  valeur  absolue 

a  >  X,        |3  =  y, 
on  a 


Pig.  64. 


On  démontrerait  de  même  que,  si  a!  et  (3'  sont  les  coordonnées  d'un  point  P' 
intérieur  à  la  courbe,  on  a 

a'2fj'2  ^  ^'2^'2  _  fl'3^'2  <   0. 
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246.  —  Générations  de  l'ellipse.  —  L  Si  une  droite  MN  de  longueur  constante 
se  meut  de  manière  à  ce  que  ses  extrémités  glissent  sur  deux  droites  fixes 
rectangulaires  Ox,  Oy,  tout  point  fixe  de  cette  droite  décrit  une  ellipse.  — 
Désignons  par  a  eX  b  les  segments  fixes  MP  et  PN  de  la  droite  MN,  par  x  eiy  \e& 

coordonnées  rectangulaires  OA,  AP  du  point  P. 

Les  triangles  semblables  M6P,  PAN  donnent 


a 
b 

D'où  Ton  tire 


X 


ON -a:""      y 


ON 


a  +  b 


a 


X,        OM  =  ^y. 


En  portant  ces  valeurs  dans  Tégalitc 


Pig.  65. 


on  obtient 


or  +  OM^  =  (a  4-  bf. 


y////x/y//////yy/'yy/////^///y-'////'/ 


Le  point  P  décrit  par  conséquent  une  ellipse 
dont  les  axes  de  symétrie  sont  les  droites 
Ox,  0^  ;  ils  ont  pour  longueurs  2a  et  ^b. 

Si  donc  une  tige  métallique  MN  se  meut  de 
façon  à  ce  que  ses  extrémités  glissent  dans  des 
rainures  perpendiculaires  Tune  à  Tautre.  la 
pointed'un  crayon,  fixée  en  unpointquelconque 
G  de  la  tige,  décrit  une  ellipse. 

On  peut  donc  décrire  une  ellipse  d'un  mou- 
vement continu,  lorsqu'on  connaît  les  lon- 
gueurs de  ses  deux  axes  de  symétrie, 
n.  On  donne  deux  cercles  concentriques  et  deux  diamètres  rectangulaires 
Ox,  Oy.  Le  rayon  OP  du  cercle  extérieur  coupe  le  cercle  intérieur  en  un  point 
N,  et  la  parallèle  à  Ox  menée  par  N  rencontre  l'ordonnée  de  P  en  un  point  M 
qui  décrit  une  ellipse.  —  Désignons  par  a  et  ^  les  rayons  OP,  ON  des  deux 

cercles,  par  xeiy  les  coordonnées  OA,  AM  du  point  M. 
A  cause  de  la  parallèle  NM  à  OA,  on  a  la  proportion 


Fig.  66. 


fl  :  ^  s=  AP  :  2/,     avec     AP  =  ±  \/a^  —  a?-  ; 
la  proportion  devient  donc 


aib^  ±\^a^  —  x'^:y    ou    y^  ±-A/a'^^ofi. 

C'est  l'équation  du  lieu  de  M;  elle  représente  une 
Fig.  67.  ellipse  dont  les  axes  de  symétrie  sont  les  diamèti*es 

rectangulaires  O2;,  0^  ;  ils  ont  pour  longueurs  ^,  V). 
Ce  théorème  nous  permet  de  construire  par  points,  une  ellipse  dont  on  connaît 
les  longueurs  des  axes  de  symétrie. 
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Il   suffit  de  décrire  deux  cercles  concentriques  ayant  ces  longueurs  pour 
diamètres,  et  d'effectuer  les  constructions  indiquées  ci-dessus. 
Remarque.  —  Si  nous  désignons  par  ^  Tangle  AOP,  on  a  les  formules 

0\  ou  X  =  a  cos  f       et       M  A  ou  y  =  ^  sin  f^ 

qui  donnent  les  coordonnées  d'un  point  de  l'ellipse  en  fonction  d'un  seul  para- 
mètre variable,  l'angle  f,  appelé  anomalie  excentrique  du  point  M  de  la  courbe. 

Exercices.  —  i .  Lieu  des  centres  des  ellipses  de  grandeur  invariable  tangentes 
à  une  droite  en  un  point  donné. 

S.  Dans  une  ellipse  on  a  toujours  (l  +  m)^>0. 

3.  Des  extrémités  du  petit  axe  on  mène  à  un  point  de  l'ellipse  deux  droites 
qui  rencontrent  le  grand  axe  aux  points  M  et  N  ;  démontrer  que  l'on  a,  C  étant  le 
centre  de  la  courbe, 

CM  X  CN  =  fl». 

4.  Inscrire  dans  une  ellipse  un  rectangle  de  surface  maximum. 

§  ^m  —  Des  diamètres* 

247.  —  Équation  des  diamètres.  —  En  appliquant  à  l'équation 

a'Y  +  ^'^a:2  =  o'2/^'2, 
la  formule  générale 

F'^  -f  ^F;  =  0 

de  Téquation  des  diamètres,  on  trouve 

a'Hy  -i-  b'H  =  0       ou       y  = ,^  x, 

pour  réquation  du  diamètre  dont  les  cordes  conjuguées  ont  pour  coefficient 
angulaire  f. 
En  désignant  par  î'  le  coefficient  angulaire  de  ce  diamètre,  il  vient 

relation  très  simple  qui  existe  entre  les  coefficients  angulaires  d'un  diamètre 
et  de  ses  cordes  conjuguées. 

La  môme  relation  existe  également  entre  le  coefficient  angulaire  d'un 
diamètre  et  celui  des  tangentes  à  ses  extrémités.  Ces  tangentes  sont,  en  effet, 
parallèles  aux  cordes  conjuguées  au  diamètre. 
Cette  remarque  nous  donne  le  moyen  de  mener  ^^ 

à  rellipsç  une  tangente  parallèle  à  une  droite 
donnée. 


On  mène  d'abord  une  corde  AB  parallèle  à      ^         ^  ^ 

la  droite  donnée  ;  on  en  joint  le  milieu  D  au 
centre  0  de  la  courbe,  et,  par  les  extrémités  C  et  pig.  es. 
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C  du  diamètre  ainsi  obtenu,  on  mène  des  parallèles  à  la  droite  donnée. 
Ce  sont  les  tangentes  demandées. 

248.  —  Diamètres  conjugués.  —  On  sait  que  le  diamètre,  conjugué  au 
diamètre  représenté  par  Téquation 

b^ 

est  parallèle  aux  cordes  conjuguées  à  ce  dernier;  ces  cordes  ayant  pour 
coefficient  angulaire  t,  le  diamètre,  représenté  par  l'équation  précédente, 
a  pour  conjuguée  la  droite  ayant  pour  équation 

En  désignant  par  t' le  coefficient  angulaire  du  premier  diamètre,  on  a 

relation  identique  à  (1). 

Ceci  nous  montre  qu'à  tout  diamètre  en  correspond  un  autre  qui  lui  est 
conjugué,  car  pour  toute  valeur  réelle  de  i\  on  a  une  valeur  réelle  de  t. 

249.  —  Diamètre  conjugué   à  celui  qui  passe  par  un  point.  — 

Si  nous  désignons  par  x'  et  y'  les  coordonnées  du  point  donné  P, 

y' 

est  l'équation  du  diamètre  qui  y  passe.  Si  i  est  le  coefficient  angulaire  de 
son  conjugué,  on  a 

Par  suite,  l'équation 

représente  le  diamètre  conjugué  à  celui  qui  passe  par  le  point  P. 

Si  05"  et  y"  sont  les  coordonnées  d'un  point  M  de  ce  diamètre,  on  a  la 
relation 

|§7  =  —  ^,  qui  peut  sécrire  ^  = ^  ; 

elle  est  satisfaite  quand  on  pose 

î ^.ÎL  et  ÎL_q:î. 
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Et,  comme  entre  les  coordonnées  du  point  M  ainsi  déterminé,  on  a  les 
relations 

^  4-?L_  î_-4.sf A 

a'2    ^    ^2  fl'2  ^    ^'2  *» 

on  voit  que  ce  point  fait  partie  de  la  courbe.  Les  formules 

."  =  i^       et      y"==F^, 

de  Chasles,  donnent  donc  les  coordonnées  des  extrémités  du  diamètre 
conjugué  à  celui  qui  passe  par  le  point  P(x',  y'). 

260.  —  Diamètres  conjugués  égaux.  —  Si,  dans  l'égalité 
on  fait  a'  =  b\  on  obtient 


2a  »  =  a*  +  ^      ou      a  =  6  = —^ 

z 

pour  la  longueur  commune  de  deux  demi-diamètres  conjugués  égaux. 
L'angle  G'  qu'ils  font  entre  eux  est  donné  par  la  relation 


.    .,       ab         ab  ^ab 

Sm  G'  =  -^,  =  -77:  = 


D'où 


a'b'       a'2       a»  +  ^2' 

2^ 
^  cos  G        a*  —  b^      .       ^2       o     ' 

1 :; 


a» 


en  posant 


tgû)  =  -. 


Ces  diamètres  étant  symétriques  par  rapport  aux  axes  de  symétrie  (235), 

leurs  coefficients  angulaires,  par  rapport  à  ces  droites  prises  comme  axes 

de  coordonnées,  sont  égaux  et  de  signes  contraires.   De  plus,  en  les 

désignant  par  fx  et  a,  on  a 

b^ 


UIJ.   = 5, 


et  puisque  a  =  —  ^',  cette  égalité  devient 

2  ^'  M^ 
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Il  n*y  a  donc  qu'un  seul  système  de  diamètres  conjugués  égaux  ;  ce  sont 

les  diagonales  du  rectangle  construit  sur  les  axes  de  symétrie. 

Rapportée  à  ces  deux  droites  comme  axes  de  coordonnées,  l'ellipse  a 

pour  équation 

a?  -\-  \^ 

x2  +  j/ï  =  a'*  =  ?-^. 

261.  —  Longueur  des  diamètres  conjugués  égaux.  —  En  fonction  des  coefficients 
de  l'équation  générale,  la  longueur  des  diamètres  conjugués  légaux   a  pour 

expression  : 

A(/  — 2AcosO  +  w) 


a'2  =  /^'2  =  _- 


%h^  -  IvPif 


L'angle  de  ces  diamètres  s'obtient  en  remplaçant  a'^  et  b"^  par  Fexpression 
précédente  dans  la  relation 

On  trouve  ainsi 

.  „,,  k^WiHW^  —  lm)  .  ^,      2sin  e  l^înT^^H^ 

sm^e' (^^^eose  +  m)2      ^"       ^^"^^Z --2/icose  H-m' 

Les  diamètres  conjugués  égaux  n'existent  que  pour  Tellipse. 

262.  —  Angle  de  deux  diamètres  conjugués.  —  L'angle  6'  de  deux 
diamètres  conjugués  est  donné  par  la  formule 

ab 


sin  Ô'  = 


a'b" 


;  Le  minimum  de  sin  6'  a  évidemment  lieu  pour  les  mêmes  valeur  de 

à^b^ 
[  a'  et  de  b'  que  le  minimum  de  la  fraction    ,^,f^,  lequel  a  lieu  quand  le 

produit  a'2fr'2  ggt  maximum.  Comme 

I  a'2  +  b'^  =  a3  +  ^2, 

[  le  produit  a'W^  est  maximum  quand  ses  facteurs  a'^,  b'^  ou  a'  et  b'  sont 

i  égaux. 

t  Uangle  6'  de  deux  diamètres  conjugués  est  donc  minimum  quand  ces 

II  droites  sont  égales;  V angle  supplémentaire  de  Vangle  0'  considéré  est 
I  aloi*s  maximum. 

Du  reste,  le  minimum  de  sin  6'  correspond  à  deux  angles  supplémentaires 
dont  l'un  est  minimum  et  dont  l'autre  est  évidemment  maximum. 

Donc,  quand  deux  diamètres  conjugués  sont  égaux,  l'angle  qu'ils  forment 
est  l'angle  minimum  ou  l'angle  maximum  de  deux  diamètres  conjugués, 
suivant  que  l'on  considère  l'angle  aigu  ou  l'angle  obtus  de  ces  droites. 
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L'angle  de  deux  diamètres  conjugués  varie  donc  entre  les  limites  Su  et 
r.  —  2ci),  2ci)  étant  Tangle  aigu  des  diamètres  conjugués  égaux. 

263.  —  Construction  des  axes  de  symétrie.  —  Théorème.  —  Deux 
diamètres  conjuguée  déterminent  sur  une  tangente  fixe  deux  segments 
dont  le  produit,  en  valeur  absolue,  est  é^al  au  carré  du  demi-diamètre 
conjugué  à  celui  qui  passe  par  le  point  de  contact  de  la  tangente. 

Soit  A'  le  point  de  contact  d'une  tangente  à  Teliipse.  Prenons  comme 
axes  de  coordonnées 
les  diamètres  conjugués 
OA',  OB'  et  soient  a'  et 
b'  leurs  demi-longueurs. 
L*équation  de  la  tan- 
gente au  point  A'  est 
<213,  III)  b^ 

X  =  a'. 

Celles  de  deux  dia- 
mètres conjugués  quel- 
conques OS,  OR  sont 


y  = 


Si  nous  remplaçons  x  par  a'  dans  ces  équations  nous  avons 


A'S  =  ta\ 
D'où,  en  multipliant, 


b'^ 


A'R  X  A'S  =  —  fr'2. 

Le  signe  moins  du  second  membre  de  cette  égalité  indique  simplement 
que  les  segments  A'S,  A'R  sont  de  sens  contraires. 

Ce  théorème  nous  permet  de  construire  les  axes  de  symétrie  d'une 
ellipse  connaissant  un  système  de  diamètres  conjugués  en  grandeur  et  en 
position. 

Il  suffit,  en  effet,  de  mener  par  A'  une  parallèle  à  OB'  ;  cette  droite  est 
la  tangente  en  ce  point.  Si  nous  supposons  alors  que  OP,  OQ  soient  les 
axes  de  symétrie,  on  a,  d'après  le  théorème  précédent 

A'P  X  A'Q  =  —  b'K 

Les  points  P  et  Q  sont  donc  les  points  de  section  de  la  tangente  en  A' 

13 
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avec  le  cercle  OMM',  les  points  M  et  M'  étant  situés  sur  la  perpendiculaire 
menée  par  A'  à  la  tangente  et  tels  que 

A'M  =  A'M'  =  OB'  =  b'. 

Corollaire,  —  On  voit  immédiatement  que  les  angles  MOQ,  M'OQ  sont 
égaux  comme  ayant  même  mesure.  Les  axes  de  symétrie  sont  donc  les 
bissectrices  de  Tangle  des  droites  OM,  OM'. 

Si  nous  représentons  par  0'  Tangle  des  diamètres  conjugués  OA',  OB', 
on  a  les  relations 

a'^'sin  0'  =  ah,  a'^  +  V^  =  a^  +  è». 

D'où 
(fl  4-  bf  ==  a'2  +  ^'2  +  2a'6'sin  0';        (a—  b)^  =  a'»  +  b'^  —  2a'^'sin  0'. 

Ces  égalités  peuvent  aussi  s*écrire 
(a + bf=a'^ + /^'«— 2a'^'cos[ J + 0'1  ;    {a—bY=a'^ +'b'^ — 2a'6'cos(^G'] , 

Ce  sont  les  formules  trigonométriques  qui  lient  les  côtés  d*un  triangle 
et  l'angle  compris  par  deux  d'entre  eux. 
La  première  s'applique  au  triangle  OA'M,  la  seconde  au  triangle  OA 'M'. 

L'angle  0  A'M  est,  en  effet,  égal  à  s-+  0'»  et  les  côtés  qui  le  comprennent  sont 

OA'  =  a',        A'M  =  b\ 

Le  côté  OM  représente  donc  la  somme  a  -h  6.  De  même,  OM'  représente 
a  —  b.  Si  donc,  du  centre  0,  on  décrit  avec  OM'  pour  rayon,  un  cercle 
qui  coupe  la  droite  OM  en  G  et  H,  on  a 

MG  =  2a,        MH  =  2ft. 

Il  suffira  de  porter  sur  OQ  et  OP,  et  dans  les  deux  sens  à  partir  de  O, 
les  moitiés  de  ces  longueurs  pour  obtenir  les  sommets  de  la  courbe. 

Exercices.  —  1.  Trouver  l'équation  quadratique  des  diamètres  conjugués 
égaux  de  Tellipse  représentée  par  Téquation. 

2.  D'un  point  mobile  M  d'un  cercle,  on  abaisse  une  perpendiculaire  MP  sur  un 
diamètre  fixe  AB.  Par  le  pied  P  de  cette  perpendiculaire,  on  mène  parallèlement 
à  une  direction  donnée  une  droite  PN  sur  laquelle  on  porte  à  partir  de  P  une 
longueur  PN  égale  à  PM.  Trouver  le  lieu  du  point  N. 

§  3.  —  Cordes  supplémentaires. 

264,  —  On  nomme  cordes  supplémentaires  deux  droites  qui  joignent 
un  point  quelconque  de  l'ellipse  aux  extrémités  d'un  diamètre  quelconque. 
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Deux  cordes  supplémentaires  sont  parallèles  à  un  système  de  diamètres 
conjugués. 

En  efffet,  si  PR  est  un  diamètre  quelconque  de  Tellipse,  PM  et  MR 
sont  deux  cordes  supplémentaires.  Soient  A  et  B  les 
milieux  de  ces  cordes;  le  diamètre  OA,  conjugué  à  la 
corde  MR,  est  parallèle  au  côté  MP  du  triangle  PMR. 
Or,  la  corde  MP  est  conjuguée  au  diamètre  OB. 

Les  diamètres  OA  et  OB  sont  donc  conjugués,  et  ils 
sont  parallèles  aux  cordes  supplémentaires  MP,  MR. 

Réciproquement  y  il  existe  une  infinité  de  systèmes 
de  cordes  supplémentaires  parallèles  à  un  système  de 
diamètres  conjugués.  *^* 

Soient  OA,  OB  deux  diamètres  conjugués.  D'un  point  quelconque  M 
de  Tellipse,  menons  des  parallèles  MP,  MR  à  ces  diamètres  et  joignons 
PR.  La  corde  MR,  étant  parallèle  au  diamètre  OB,  est  conjuguée  au 
diamètre  OA;  celui-ci  la  rencontre,  par  conséquent,  en  son  point  milieu  A. 

De  même,  le  diamètre  OB  passe  par  le  milieu  B  de  la  corde  MP. 

Le  quadrilatère  OAMB  étant  un  parallélogramme,  AB  passe  par  le 
milieu  de  MO,  et,  par  conséquent,  la  droite  PR  passe  par  le  centre  0. 
La  droite  PR  est  donc  un  diamètre,  et  MP,  MR  des  cordes  supplémentaires. 
Le  point  M  étant  quelconque  sur  la  courbe,  il  existe  une  infinité  de  cordes 
supplémentaires  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués. 

Corollaires,  —  L  En  désignant  par  t,  t' les  coefficients  angulaires  de 
deux  cordes  supplémentaires,  on  a 

tt'  = ^. 

IL  L'angle  de  deux  cordes  supplémentaires  varie  comme  celui  de  deux 
diamètres  conjugués;  il  atteint  son  maximum  ou  son  minimum,  quand  les 
cordes  sont  parallèles  aux  diamètres  conjugués  égaux.  L'angle  de  deux 
cordes  supplémentaires  est  donc  compris  entre  âw  et  tt  —  2w  (252). 

266.  —  Les  propriétés  des  cordes  supplémentaires  nous  donnent  le 
moyen  de  construire  deux  diamètres  conjugués  faisant  entre  eux  un  angle  G 
lorsque  l'ellipse  est  donnée. 

Il  suffit  évidemment  de  chercher  deux  cordes  supplémentaires  faisant 
entre  elles  un  angle  G. 

On  mène  un  diamètre  quelconque  PR  sur  lequel  on  décrit  un  segment 
capable  de  l'angle  G.  Le  cercle  ainsi  obtenu  coupe  généralement  l'ellipse 
en  deux  points  A  et  B;  d'où  deux  systèmes  de  cordes  supplémentaires. 
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Fig.  71, 


Par  suite,  il  y  a  généralement  deux  systèmes  de  diamètres  conjugués 

faisant  entre  eux  un  angle  donné.  Il  faut  remar- 
quer que  les  points  de  section  A  et  B  du  cercle 
avec  la  courbe  peuvent  être  ou  ne  pas  être  du 
même  côté  du  diamètre  PR. 

Le  cercle  ne  couperait  pas  la  courbe,  si  Tangle 
donné  0  n'était  pas  compris  dans  les  limites  au 
et  TT  —  2&),  puisqu'il  n'existe  pas  de  système  de 
cordes  supplémentaires  faisant  entre  elles  un  angle 
qui  ne  soit  compris  entre  ces  limites. 
Le  cas  où  le  cercle  est  tangent  à  Tellipse  est  assez  important.  L'angle 

donné  est  alors  l'un  des  angles  limites  ^oi 
ou  TT  —  2&).  On  voit,  en  eflfet,  dans  la  figure 
ci-contre  que,  si  on  devait  construire  sur 
PR  un  segment  capable  d'un  angle  plus 
^f^  ^   ^^^--^     /  \      grand    que    PAR,   la    circonférence   ne 

toucherait   plus  Tellipse;  il  n'y   aurait, 
pj    72  par  conséquent,  plus  de  cordes  supplé- 

mentaires. 
Il  s'ensuit  donc  que  les  diamètres  conjugués  égaux  s'obtiennent  en 
décrivant,  sur  un  diamètre  quelconque  PR,  un  cercle  touchant  l'ellipse 
en  un  point  A,  et  en  menant  par  le  centre  des  droites  parallèles  aux 
cordes  PA,  AR. 


266.  —  On  peut  aussi  démontrer  que  les  deux  systèmes  de  diamètres 

conjugués,  faisant  entre  eux  un  angle  6,  sont  symétriques  par  rapport  aux 

axes  de  symétrie  de  la  courbe. 
Supposons  OA,  OB  deux  demi-diamètres  conjugués  et  soient  OA',  OB' 

deux  demi-diamètres  symétriques  des  premiers  par  rapport  aux  axes  de 

l'ellipse.  Si  nous  menons  MP  parallèle  à  OA,  MT 
sera  aussi  parallèle  à  OB.  Par  conséquent,  les 
droites  qui  joignent  le  point  P'  symétrique  de  P 
par  rapport  à  l'axe  MM',  aux  extrémités  M  et  M' 
de  cette  droite  sont  parallèles  aux  diamètres  OA', 
OB'.  Ces  deux  diamètres  sont  donc  conjugués. 

Du  reste,  si  î  et  V  sont  les  cofficients  de  deux 
diamètres  conjugués  faisant  entre  eux  un  angle  h, 

—  f  et  —  t'  sont  les  coefficients  angulaires  de  deux  autres  diamètres 

conjugués  faisant  aussi  entre  eux  un  angle  0. 


Fig.  73. 
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267.  —  Construction  des  axes  de  symétrie.  —  On  obtiendra  un 
système  de  cordes  supplémentaires  rectangulaires  en  décrivant  une  circon- 
férence sur  un  diamètre  quelconque,  ou,  plus  simplement,  en  décrivant,  du 
centre  de  Tellipse,  un  cercle  de  rayon  suffisant  pour  couper  la  courbe. 

Il  y  aura  quatre  points  de  section  qui  seront  les  sommets  d'un  rectangle, 
car  les  diagonales  du  quadrilatère  formé  sont  égales  et  se  coupent  mutuel- 
lement en  parties  égales. 

Les  parallèles  menées  par  le  centre  aux  côtés  de  ce  rectangle  sont  les 
aies  de  symétrie  de  Tellipse. 

268.  —  La  théorie  des  cordes  supplémentaires  nous  donne  encore  un  moyen 
très  simple  de  mener  une  tangente  à  une  ellipse,  en  un  point  donné  ou  parallèle 
à  une  droite  donnée. 

I.  Tangente  en  un  point  M  de  la  courbe,  —  Menons  un  diamètre  quelconque  PR  ; 
joignons  OM  et  menons  par  P  une  corde  PN 
parallèle  au  diamètre  OM;  NR  sera  sa  corde 
supplémentaire.  La  parallèle  à  NR  au  point  M 
est  la  tangente  demandée.  En  effet,  de  ce  que 
PN  est  parallèle  à  OM,  on  conclut  que  ce 
diamètre  passe  par  le  milieu  de  NR  et  est, 
par  conséquent,  conjugué  à  cette  corde. 

On  sait  d'ailleurs  que  la  tangente  en  M  est 
parallèle  aux  cordes  conjuguées  au  diamètre  ^^^^  '^'^' 

qui  passe  par  ce  point. 

IL  Tangentes  parallèles  à  une  droite  donnée,  —  Soit  L  une  droite  donnée; 
menons  un  diamètre  quelconque  PR  et  une  corde  NR  parallèle  à  L,  PN  sera  sa 
corde  supplémentaire.  Menons  ensuite,  parallèlement  à  PN,  le  diamètre  MOM' 
rencontrant  la  courbe  aux  points  M  et  M'.  Les  tangentes  demandées  sont  les 
parallèles  menés  par  ces  points  à  la  droite  L. 

Exercice.  —  Les  ellipses  concentriques  passant  par  un  point  donné  et  dont  les 
axes  de  symétrie  sont  dans  un  rapport  constant  sont  tangentes  à  un  cercle  fixe. 

§  4L.  —  Tangentes. 

268.  —  Tangente  en  un  point  de  la  courbe.  —  Lorsque  la  courbe  est 

représentée  par 

a'2î/2  -f  b'H^  =  a'2&'2, 

Téquation  générale 

a;FV  +  yr„,  +  zW,,  =  0 
d'une  tangente  en  un  point  A  (x',  y'  z')  devient 

a'^yy'  +  b'^xx'  =  a'«fc'«        ou        ^  +  ^^  =  1 . 
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Le  coefficient  angulaire  de  cette  droite  étant 

on  en  conclut  que  les  tangentes  aux  extrémités  d'un  même  diamètre  sont 
parallèles,  car  cette  quantité  ne  change  pas  quand  on  y  remplace  x  et  y' 
par  —  x'  eX  —  y\ 

260.  —  Tangentes  issues  d'un  point  extérieur.  —  Désignons  par  a,  p 
les  coordonnées  d'un  point  extérieur  P,  et  par  x\  y'  celles  du  point  de 
contact  M  d'une  tangente  menée  de  P. 

Exprimons  que  les  coordonnées  de  P  vérifient  Téquation 

a'^yy'  +  b'^xx'  —  a'^fr'z  =  o 
de  la  tangente  en  M  ;  nous  avons  la  relation 

a'apy'  -f  b'^ax'  —  a'^V^  =  0.  (i) 

Gomme  on  a,  en  outre, 

on  trouvera  les  valeurs  de  x'  et  de  y'  en  résolvant  les  équations  (1)  et  (2). 
On  obtient  ainsi 


coordonnées  de  deux  points  réels  ou  imaginaires  conjugués.  Il  y  a  donc 
deux  points  de  contact  et,  par  conséquent,  deux  tangentes. 

Les  points  de  contact  sont  réels  et,  par  suite,  il  en  est  de  même  des 
tangentes,  quand 

a'*p2  4.  ^'2^2  _  fl'2^'2  >  0^ 

c'est-à-dire,  quand  le  point  P  est  extérieur  à  l'ellipse.  Les  tangentes  sont 
imaginaires  dans  le  cas  contraire. 
Enfin,  elles  sont  réelles  et  coïncidentes  quand 

a'2(32  +  6'2a2  —  a'2^'2  =  q, 
relation  qui  exprime  que  le  point  P  est  sur  la  courbe. 


-  199  — 

261.  —  POIes  et  polaires.  —  Les  coordonnées  x'  et  y'  de  Tan  des  points 
de  contact  vérifiant  les  deux  équations 

on  en  conclut  que  ce  point  se  trouve  à  Tintersection  des  deux  lignes  que  ces 
équations  représentent.  La  première,  étant  du  premier  degré,  représente 
évidemment  la  droite  passant  par  les  deux  points  de  contact  des  tan- 
gentes. Elle  est  appelée  polaire  du  point  P. 

262.  —  Équation  d'une  tangente  parallèle  à  une  droite  donnée.  — 

Soient  i  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  donnée,  et 

réquation  d'une  parallèle  à  cette  droite.  Les  points  d'intersection  de  cette 

parallèle  avec  la  courbe  s'obtiennent  en  considérant,  comme  simultanées, 

les  équations 

1/  =  rx  +  5,        a V  -f.  yix^  =  a'2^'^ 

L'élimination  de  y  entre  ces  équations  donne 

(a'2f2  +  y^)  x2  +  "ia'HBX  +  o!H^  —  a'W^  =  0  ; 

et,  en  résolvant,  on  obtient  pour  x  deux  valeurs  ;  par  conséquent,  deux 
points  de  section  réels  ou  imaginaires  conjugués. 
Ces  points  coïncident,  et  la  droite 

y  =:tx  -\-  s 

est  tangente  à  la  courbe,  quand  les  racines  de  l'équation  du  second  degré 
ci-dessus  sont  égales,  c'est-à-dire  quand  on  a 

OU,  en  réduisant. 


^2  =  a'H^  +  b'\        s=  ±  Va'H'^  +  b'K 

On  voit  donc  qu'on  peut  toujours  mener  à  l'ellipse  deux  tangentes  paral- 
lèles à  une  droite  donnée.  Ces  tangentes  ont  pour  équations 


y  =  tx  ±\/a'H^-\-b'K 
Ces  équations  sont  évidemment  ce  que  deviennent  les  équations 


du  n*>  247  quand 

F(ar,  y)  =  a'2y2  +  b'^aP'  -  a'W^  =  0. 
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263.  —  Équation  du  couple  des  tangentes  issues  d'un  point  P.  -- 

Soient  a  et  |3  les  coordonnées  d'an  point  P, 


l'équation  de  l'une  des  tangentes  issues  de  P;  on  a  la  relation 


/3  =  ra  +  |/a'2t2  4-  h^2 

Si  l'on  désigne  par  x'  et  y'  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M  de 

cette  tangente,  on  aura  pour  la  valeur  du  coefficient 
angulaire  de  celle-ci 

X  —  a 

En  portant  cette  valeur  de  t  dans  la  relation  précé- 
dente, on  obtient 

Pig.  75.  [(x'-a)/3-(î/'-/3)a]2=a'2(î/'-/3)2  +  b'^x'-a)^ 

relation  entre  les  coordonnées  x'  et  y'  d'un  point  quelconque  de  l'une  des 
tangentes  et  des  constantes.  L'équation 


2 


[^{x  —  a)  —  a(y—  P)]»  =  a'^(y  —  fi)^  +  b'^  (x  —  a) 

représente  donc  le  couple  des  tangentes,  puisqu'elle  est  vérifiée  par  les 
coordonnées  x'  et  y'  d'un  point  quelconque  de  l'une  d'elles.  Elle  s'écrit 
encore 

a'i  (y  —  /3)2  +  6'2  (^^  __  a)2  =  (|3a:  _  ^y)2^ 

Cette  équation  est  évidenament  un  cas  particulier  de  l'équation  générale 
du  n°  216, 

Elle  a  donc  encore  la  forme 
[a'^Ç>y+b'^aiX—a'W^f~(a'^Ç>^  +  b'^o?'-a'W^){a'Y+à'^^^'-0''^^'^)=^' 

264.  —  Cercle  de  Monge.  —  Lorsque  l'ellipse  est  rapportée  à  ses  axes 
de  symétrie  comme  axes  de  coordonnées,  les  tangentes  à  la  courbe  issues 
d'un  point  P  (a,  (3)  ont  pour  équation  quadratique 

a2(y  __.  j3)2    +   ^2(jc  _  ^)2  =  ((3^  _  ^y)2. 

Ces  droites  sont  rectangulaires  quand  les  coefficients  de  x^et  de  y^^  dans 
leur  équation,  sont  égaux  et  de  signes  contraires  (180). 
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Les  coordonnées  a,  (3  des  points  d'où  l'on  peut  mener  à  une  ellipse  deux 
tangentes  rectangulaires,  satisfont  donc  à  la  relation 


a^ 


ou 


«^  +  (3^  =  a^  +  6^ 


-  a2  =  —  (/32  —  b^) 

ou  à  Téquation  du  cercle 

ar^  -f-  î^î^  =  a^  +  &^ 

concentrique  à  la  courbe,  et  ayant  pour  rayon  la  moitié  de  Tune  des 
diagonales  du  rectangle  construit  sur  les  axes  de  symétrie.  Ce  cercle 
circonscrit  à  ce  rectangle  porte  le  nom  de  cercle  de  Monge  de  la  courbe. 

Exercices.  —  1.  Par  les  extrémités  de  deux  demi-diamètres  conjugués,  on 
mène  des  tangentes  à  Tellipse;  trouver  le  lieu  de  leur  point  de  rencontre. 

2.  Trouver  le  lieu  d'un  point  d'où  l'on  peut  mener  à  une  ellipse  deux  tangentes 
parallèles  à  deux  diamètres  conjugués. 

3.  Trouver  le  lieu  des  points  de  section  des  tangentes  menées  à  une  ellipse  par 
les  extrémités  de  deux  diamètres  rectangulaires. 

4.  Les  diagonales  d'un  parallélogramme  circonscrit  à  une  ellipse  sont  des 
diamètres  conjugués  de  la  courbe. 

5.  Donner  l'équation  quadratique  de  deux  tangentes  parallèles  à  une  droite 
donnée. 

6.  Chercher  le  lieu  du  point  d'intersection  de  deux  tangentes  rectangulaires 
à  l'ellipse. 

§   ^.  —   Xan^entee   et  normales. 

266.  —  Tangente.  —  Nous  supposerons  dans  tout  ce  qui  va  suivre 
que  l'ellipse  est  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes  de  symétrie  comme 
axes  de  coordonnées. 

La  tangente  en  un  point  M  a  alors  pour  équation 

et,  en  y  taisant  y  =  0,  on  obtient  pour  l'abscisse  du  point  P  où  elle 
rencontre  l'axe  des  x, 

a;  =  OP  =  ^. 

X 

Cette  expression  ne  contenant  ni  b, 
ni  y\  il  s'ensuit  que  la  longueur  OP 
est  indépendante  de  la  longueur  du  petit 
axe  de  l'ellipse  et  de  l'ordonnée  du  point. 

Si  donc  à  une  série  d'ellipses  ayant  un 
axe  de  symétrie  kk!  commun,  on  mène  Fig.  76. 
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des  tangetites  en  des  points  M,  M',  ayant  même  abscisse,  ces  tangentes 
concourent  en  un  même  point  P  de  Vaxe  commun. 

Le  cercle  tracé  sur  AÀ'  comme  diamètre  faisant  partie  de  cette  série 
d'ellipses,  on  en  conclut  que,  pour  mener  une  tangente  en  un  point  M  d'une 
ellipse,  on  doit  décrire  une  circonférence  sur  l'un  des  axes  de  symétrie  AA' 
et  prolonger  l'ordonnée  du  point  M  donné  jusqu'à  sa  rencontre  en  M'  avec 
la  circonférence;  la  tangente  en  M'  à  cette  courbe  détermine  le  point  P.  Il 
reste  alors  à  joindre  PM. 

266.  —  Normale.  —  La  normale  en  un  point  M(x',  y*)  étant  perpen- 
diculaire à  la  tangente  au  même  point  a,  pour  coefficient  angulaire  le 
rapport  a^'  :  b^z'y  et,  pour  équation  (49), 

a^\x  -  x')  —  ly'x'iy  -  y')  =  0. 

Les  pieds  des  normales,  issues  d'un  point  ayant  pour  coordonnées  a  et  /3, 
sont  les  intersections  de  la  courbe  avec  l'hyperbole  d'Apollonius  repré- 
sentée, dans  le  cas  qui  nous  occupe,  par  l'équation  (220) 

(a^  —  b^)xy  —  a^ay  +  b^^x  =  0. 
Elle  a  pour  centre  le  point    (aV.  \a^  —  ^,    —  ^|S  :  a^  _  ^2) 

Sous-normale.  —  Soit  N  le  point  où  la  normale  rencontre  le  grand  axe  ; 
en  annulant  y  dans  l'équation  précédente,  on  obtient 

b^x'  =  a^(x'  —  X). 
Dans  cette  relation,  x  représente  l'abscisse  ON  du  point  N,  donc 

a^ 
Le  segment  NR,  appelé  sous-normale,  vaut  donc 

x'  —  ON  =  -^x', 
a^ 

Si  x'  est  nul,  les  segments  ON,  NR  sont  nuls. 

Quand  rc'tend  vers  a,  c'est-à-dire  quand  le  pied  de  la  normale  s'approche 

a^  —  l^ 
du  sommet  A,  l'abscisse  ON  du  même  point  tend  vers  la  quantité , 

qui  est,  par  conséquent,  son  maximum;  la  sous-normale  tend  en  même 


temps  vers  son  maximum 
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267.  —  Longueur  de  la  normale  en  un  point.  —  La  longueur  de  la 
normale  au  point  M  est  évidemment 


MN 


=Vy-  +  (.'-  '^^^^^^'''^î  ''^\ 


,     VoS^  +  <>%'« 


Par  suite,  on  a 

en  appelant  V  le  demi-diamètre  conjugué  à  celui  qui  passe  par  le  point  M 

(249). 

Exercices  —  1.  Les  portions  d'une  normale  comprises  entre  le  point  d'incidence 
et  les  points  de  section  avec  les  deux  axes  de  symétrie  sont  entre  elles  comme 
les  carrés  des  axes. 

2.  La  somme  des  carrés  des  normales  aux  extrémités  de  deux  demi-diamètres 
conjugués  est  constante. 

3.  Une  normale  à  Tellipse  rencontre  les  deux  axes  de  la  courbe  aux  points  M  et 
N  par  lesquels  on  mène  des  parallèles  à  ces  droites;  trouver  le  lieu  du  point  de 
rencontre  de  ces  parallèles. 

4.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  hyperboles  d'Apollonius  relatives  à  un  point 
qui  décrit  Tellipse. 

5.  Les  normales  aux  extrémités  de  deux  diamètres  conjugués  se  coupent  en  un 
point  M  dont  on  demande  le  lieu. 


§  O.  —  lî'oyer»  et  ctirectrices. 

268.  —  Coordonnées  des  foyers,  équations  des  directrices.  -—  Nous 
avons  vu  que  les  foyers  des  courbes  du  second  degré  se  trouvent  sur  les 
axes  de  symétrie,  et  que  les  directrices  correspondantes  sont  perpendi- 
culaires à  ces  droites. 

Foyers.  —  Cherchons  d'abord  les  foyers  situés  sur  le  grand  axe.  Les 
coordonnées  étant  rectangulaires  et  a  étant  Tabscisse  de  l'un  de  ces  foyers, 
l'équation  de  la  courbe  peut  se  mettre  sous  la  forme  (226) 

Nous  supposerons  v  positif,  hypothèse  évidemment  permise,  puisque,  si 
V  était  négatif,  il  suffirait  de  changer  le  signe  de  Xx  +  v. 
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Si  Ton  identifie  Téquation  précédente  avec  celle  de  Tellipse 

aV  +  W^  =  a262, 
on  obtient  les  relations 

1  —  X2        —  a^  +  V* 

De  ces  équations,  on  tire 

a  =  —  Xv  ; 
par  suite, 


a2 


"l—  X2""v2(|_X2)' 

OU  encore, 

«  —  ri=:T2'       ^  —  ,7' 
La  première  donne 

1  —  X2  =  —    OU    X2  =  — - — ,     OU  encore,     X  =  i 

et  la  seconde, 

y  =  a; 
par  conséquent. 


en  représentant  par  c^  la  différence  a^  —  t/^. 

Il  y  a  donc  deux  foyers  réels  sur  le  grand  axe  de  V ellipse ^  ils  sont 
symétriques  par  rapport  au  centre  de  la  courbe,  et  en  sont  éloignés  d'une 
distance  c. 

Directrices,  —  Quand  a  est  positif,  Tégalité 

a  =  —  Xy 

nous  montre  que  X  est  négatif,  et  inversement  ;  la  directrice  correspondante 
au  foyer  +  c,  a  donc  pour  équation 

x  +  a  =  0. 

a 

L'équation  de  celle  qui  correspond  à  l'autre  foyer  est 

-X  +  a  =  0. 
a 

269.  —  Cherchons  maintenant  les  foyers  situés  sur  le  petit  axe.  Si  |3 

est  l'ordonnée  de  l'un  de  ces  foyers,  l'équation  de  la  courbe  doit  pouvoir 

s'écrire 

x'  +  iy  —  ^f^  (y.y  +  v)\ 
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et,  en  l'identifiant  avec  Téquation 
de  l'ellipse,  on  a 


a' 


1_..2 


=  62  = 


aW 


On  trouve  immédiatement 

P  =  —  ^v  ; 

les  équations  précédentes  deviennent  alors 


(3  +  |uiv  =  0. 


a%^ 


1  — IX^ 


V2(l   —  p.*)- 


En  les  résolvant,  on  obtient  : 


^=±  g =  ± — ^; — ,        v  =  b,        P=±ck^— 1. 

Les  deux  foyers  situés  sur  le  petit  axe  sont  donc  imaginaires  conjugués. 

270.  —  Construction  des  foyers  et  des  directrices.  —  Foyers.  — 
Pour  construire  les  foyers  réels,  il  suffit  de  décrire  un  arc  de  cercle  du 
point  G,  extrémité  du  petit  axe,  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  la 
moitié  du  grand  axe.  Les  points  F  et  F',  où  l'arc  de  cercle  rencontre  cette 
dernière  droite,  sont  les  foyers  demandés. 
Ces  points  sont  à  l'intérieur  de  l'ellipse,  c  étant  toujours  plus  petit  que  a. 
Les  directrices,  au  contraire,  sont  à  l'extérieur  de  la  courbe;  leurs  équa- 
tions sont,  en  effet, 


±   -  x  +  a=>0 
a 


a 
ou        X  =  ±  -  .  a, 

1/ 


...  a 


et  la  quantité  -  .  a  est  plus  grande  que  a. 
c 

Directrices.  —  En  appelant  D  le  pied  de  la  directrice  correspondante  au 

foyer  F,  on  a,  0  étant  le  centre 

de  l'ellipse, 


2 


OF  X  OD  =  c  .  -  =  a2. 

c 

D'où  l'on  conclut  que  les  points 
F  et  D,  A  et  A'  sont  en  propor- 
tion harmonique.  De  là,  un  moyen 
facile  de  construire  les  directrices 
connaissant  les  longueurs  des 
axes  de  symétrie. 


Fig.  77. 
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271.  —  Excentricité.  —  Le  rapport  des  distances  d'un  point  quel- 
conque de  la  courbe  au  foyer  et  à  la  directrice  est  (225) 


a 


Ce  rapport  est  plus  petit  que  1,  on  l'appelle  Yexcentjncitéde  Tellipse. 

272.  —  Théorème.  —  La  somme  des  rayons  vecteurs  menés  des  deux 
foyers  à  un  point  quelconque  de  l'ellipse  est  égal  au  grand  axe. 

La  distance  d'un  point  M  à  un  foyer  est  (222) 

FM  =  i  (Xx  +  v)  =-  +  [—  -^a;  +  aj  =  —  ^it  +  a, 

quand  il  s'agit  du  foyer  ayant  pour  abscisse  +  c,  et 

F'M  =  +  f-^  j;  +  a)  =  -^x  +  a, 

lorsqu'il  s'agit  du  foyer  dont  l'abscisse  est  négative.  On  prend  les  signes 
qui  rendent  positives  les  expressions  de  FM  et  F'M. 
En  ajoutant  membre  à  membre,  on  obtient 

FM  +  F'M  =  2a. 

Cette  propriété  nous  permet  de  tracer  une  ellipse  d'un  mouvement 
continu,  lorsqu'on  connaît  les  foyers  et  la  longueur  du  grand  axe.  Il  suffit 
de  fixer  aux  deux  foyers  F  et  F'  les  extrémités  d'un  fil  flexible  dont  la 
longueur  soit  égale  à  celle  du  grand  axe.  Un  crayon  qui  glisse  le  long  du 
fil,  de  façon  à  ce  que  celui-ci  soit  constamment  tendu,  décrit  l'ellipse. 

273.  —  Cercle  directeur.  —  Si  nous  prolongeons  le  rayon  F'M  d'une 

longueur  MN  égale  à  MF,  le  point  N  décrit 

P'        un  cercle  de  centre  F'  et  de  rayon  2a. 

Ce  cercle  est  appelé  cercle  directeur;  il  a 
pour  équation 


(X  +  c)2  +  y^  =  4a2. 

Il  y  en  a  un  second  ayant  pour  centre  F. 
Pig  78     '  De  ce  que  les  droites  MF  et  MN  sont 

égales,  on  conclut  que 
Le  lieu  des  points,  situés  à  égale  distarice  d'un  point  F  et  d'un  cercle  de 
centre  F',  est  une  ellipse  dont  les  foyers  sont  F  et  F'  et  dont  le  grand  axe 
est  égal  au  rayon  du  cercle,  lorsque  le  point  F  est  à  Cintérieur  du  centre  F'. 
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274.  —  Point  intérieur  ou  extérieur  à  l'ellipse.  —  Lorsqu'un  point 
P  se  trouve  à  Vintérieur  de  Vellipse,  on  a  l'inégalité 

FP  +  F'P  <  2a; 

pour  un  point  P'  situé  à  l'extérieur  de  la  courbe,  on  a 

FP'  +  F'F  >  2a. 

En  effet,  dans  le  triangle  PFM,  on  a  : 

PF  <  MF  +  MP     ou     PF'  +  PF  <  MF  +  MP  +  PF'     ou     2a; 

et  dans  le  triangle  P'FM, 

FF  +  MP'  >  MF      ou      FP'  +  MP'  +  MF'  >  MF  +  MF 


ou  encore 


FP'  -H  F'P'  >  2a. 


ExERacES.  —  1.  Sur  le  grand  axe  AA'  d'une  ellipse  on  porte  les  longueurs  AP, 
A'P  égales  respectivement  à  FM,  F'M,  le  point  M  étant  sur  la  courbe.  Démontrer 
que  MP  est  la  normale  au  point  M. 

2.  D*un  point  quelconque  P  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  sa  polaire  ;  cette 
droite  et  la  perpendiculaire  rencontrent  le  petit  axe  aux  points  A  et  B  ;  démontrer 
que  la  distance  AB  est  le  diamètre  d'un  cercle  passant  par  les  foyers  de  la  courbe. 

3.  La  tangente  et  la  normale  en  un  point  d'une  ellipse  rencontrent  le  petit  axe 
aux  points  M  et  N;  démontrer  que  la  distance  MN  est  le  diamètre  d'un  cercle 
passant  par  les  deux  foyers  (corollaire  du  précédent). 

4.  Quel  est  le  lieu  des  foyers  des  ellipses  concentriques  à  un  cercle  donné, 
passant  par  un  point  donné  et  dont  le  grand  axe  est  le  diamètre  du  cercle? 

5.  La  droite,  joignant  l'un  des  foyers  à  la  projection  de  l'autre  sur  une  tangente, 
passe  par  le  milieu  de  la  normale  au  point  de  contact. 

6.  Le  rectangle  des  distances  des  foyers  à  un  point  de  la  courbe,  est  égal  au 
carré  du  demi-diamètre  conjugué  à  celui  qui  passe  par  le  point. 

7.  Trouver  l'équation  de  la  directrice  correspondant  à  l'un  des  foyers  F  ou  F' 
connaissant  leurs  coordonnées  (a,  |3),  (a,  j3')  et  la  longueur  du  grand  axe. 

8.  On  donne  deux  ellipses  ayant  mêmes  foyers  et  une  tangente  à  chacune  de  ces 
courbes  ;  on  demande  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  deux  droites,  lorsqu'elles 
sont  constamment  perpendiculaires  l'une  sur  l'autre. 

9.  Sur  un  diamètre  d'un  cercle,  on  donne  deux  points  A  et  B  fixes  et  équi- 
distants  du  centre  ;  par  le  point  A  on  mène  une  droite  rencontrant  le  cercle  en  C 
et  on  la  prolonge  d'une  longueur  CM  égale  à  AC.  On  demande  le  lieu  du  point  de 
rencontre  de  BM  avec  la  perpendiculaire  à  AM  élevée  au  point  C. 

§  T.  —  Tangentes  et  foyers. 

276.  —  Théorème.  —  Les  rayons  vecteurs  menés  des  foyers  à  un  point 
M  de  l'ellipse  sont  également  inclinés  sur  la  tangente  en  ne  point. 
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La  tangente  en  M  coupe  le  grand  axe  en  un  point  R  dont  l*abscisse 
s'obtient  en  annulant  y  dans  l'équation  de  la  tangente  ;  on  a  ainsi 


0R  = 


_ 


f  j 


x'  étant  l'abscisse  du  point  M.  D'où 


Fig.  79. 


RF' 


RF'  =  ?V  +  c; 

X 

Par  conséquent, 


RF  =  ^  — c. 

X 


RF 


—  +  c 

X 

—  —  C 

X 


I     ^      t 

a  -r  -X 
a 

c     r 

a X 

a 


MF 
MF 


La  tangente  MP  est  donc  la  bissectrice  de  l'angle  extérieur  des  rayons 
vecteurs  MF'  et  MF  ;  la  normale  MN  est  la  bissectrice  de  l'angle  intérieur 
FMF'. 

Les  deux  couples  de  points  F'  et  F,  N  et  R  sont  donc  en  proportion 
harmonique. 

276.  —  Tous  les  points  de  la  tangente  sont  en  dehors  de  la  courbe.  —  Prenons, 
en  effet,  le  point  P  de  la  tangente  et  soit  D  le  point  symétrique  de  F  par  rapport 
à  cette  droite. 

Puisque  la  tangente  est  bissectrice  du  supplément  de  Tangle  FMF',  le  point  D  est 

situé  sur  MF',  et  on  a 

PD  =  PF,       MD  =  MF; 

et,  dans  le  triangle  F'PD, 

F'P  +  DP  >  F'M  +  MD  ou  2fl, 
ou  encore, 

F'P  +  FP  >  2a. 

Le  point  P  est  donc  extérieur  à  la  courbe. 

277.  —  La  projection  d'un  foyer  sur  une  tangente  décrit  un  cercle 
concentrique  à  Vellipse  et  ayant  pour  diamètre  le  grand  axe  de  la  courbe. 

En  représentant  par  H  la  projection  d'un  point  F  sur  la  tangente,  on  a 

FH  =  HD,  et,  par  conséquent,   OH  =  ^  F'D  =  a. 

Donc,  si  l'on  joint  un  point  mobile  H  d'une  circonférence  à  un  point  F 
intérieur,  la  perpendiculaire  menée  par  H  enveloppe  une  ellipse  concen- 
trique au  cercle  donné,  ayant  pour  foyer  le  point  F,  et  dont  la  longueur 
de  son  grand  axe  est  égale  au  diamètre  de  la  circonférence. 
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278.  —  Tangentes  à  la  courbe  par  un  point  extérieur.  —  Soit  P  un 
point  par  lequel  on  doit  mener  des  tangentes  à  Tellipse.  Le  problème 
revient  à  chercher  les  points  de  con- 
tact, ou  les  points  D  et  D'  symétriques 
de  F  par  rapport  à  ces  tangentes. 

On  reconnaît  immédiatement  que  ces 
points  se  trouvent  à  Tintersection  des 
deux  cercles  décrits,  le  premier,  du 
point  P  comme  centre  avec  PF  pour 
rayon,  et  le  second,  du  point  F'  comme 
centre  avec  le  grand  axe  pour  rayon. 

Les  points  D  et  D'  étant  obtenus, 
on  les  joint  au  point  F';  les  droites 
PH,  PH'  respectivement  perpendicu- 
laires à  FD,  FD'  sont  les  tangentes  demandées.  Leurs  points  de  contact 
sont  situés  respectivement  sur  les  droites  F'D  et  F'D'. 

Pour  que  les  deux  points  D  et  D'  existent,  il  faut  que  les  cercles  P  et  F' 
se  coupent;  la  distance  de  leurs  centres  doit  donc  ôtre  plus  petite  que  la 
somme  de  leurs  rayons  et  plus  grande  que  leur  dififérence.  Ces  deux 
conditions  se  traduisent  par  les  deux  inégalités 


Fig.  80. 


PF'  <  2a  +  PF 


et 


PF  >  2a  —  PF. 


La  première  est  toujours  satisfaite,  car  elle  exprime  que  dans  le  triangle 
F'PD  un  côté  PF'  est  plus  grand  que  la  somme  des  deux  autres. 
La  seconde  inégalité,  qui  peut  s'écrire 

PF'  -f  PF  >  2a, 

exprime  que  le  point  P  est  extérieur  à  Tellipse,  résultat  conforme  à  ce 
que  nous  avons  trouvé  analytiquement. 


279.  —  Désignons  par  C  le  point  symétrique  de  F'  par  rapport  à  la 
tangente  PM';  on  voit  sans  peine  que  les  points  F,  M',  G  sont  en  ligne 
droite. 

Les  deux  triangles  DPF'  et  GPF  sont  égaux  comme  ayant  les  trois 
côtés  égaux  chacun  à  chacun. 

Les  angles  PFC.  et  PDF'  ou  PFG  et  PFM  sont  donc  égaux.  D'où  le 
le  théorème  suivant  : 

Les  rayons  vecteurs  qui  joignent  un  foyer  aux  'points  de  contact  de  deux 
tangentes  sont  également  inclinés  .çur  la  droite  qui  joint  le  même  foyer  au 
point  de  rencontre  des  tangentes. 

14 
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Comme  conséquence  de  ce  théorème  et  de  celui  du  n"*  275,  on  a  le  suivant  : 
Le  point  de  rencontre  de  deux  tangejites  est  le  centre  d'un  cercle  tangent 

aux  rayons  vecteurs  qui  joignent  les  foyers  aux  deux  points  de  contact. 
L'égalité  des  triangles  DPF',  FPC  entraîne  aussi  l'égalité  des  angles 

DPF',  FPC  ou  celle  des  angles  DPF,  FTC.  Les  moitiés  de  ces  angles 

sont  donc  égales,  et  on  a 

MPF  =  MTF'. 

D'où  le  théorème  suivant  : 

Les  tangentes  issues  d*un  point  P  sont  également  inclinées  sur  les  rayons 
vecteurs  qui  joignent  les  deux  foyers  au  point  P. 

280.  —  Les  droites  PM,  PM'  étant  deux  tangentes  fixes  à  l'ellipse, 
et  AB  une  troisième  tangente  mobile  ayant  pour  point  de  contact  C,  on  a, 

d'après  l'un  des  théorèmes  précédents,  les  éga- 
lités suivantes  entre  les  angles  : 

MFA  =  AFC,         MTB  =  BFC. 

Ajoutant  ces  égalités  membre  à  membre,  il 

vient 

MFA  +  MTB  =  AFB. 


Pig.  81. 


D'où 
ou  encore 


AFB  =  i  MFM', 
AFB  =  1  MFM'  =  MFP  =  PFM'. 


Une  tangente  qui  se  meut  entre  deux  tangentes  fixes  est  donc  vue  d*un 
foyer  sous  un  angle  constant. 

281.  —  Longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  d'un  foyer  sur  une 
tangente.  —  La  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  ( —  c,  o)  sur  la  tangente 
au  point  M  {x,  y')  a  pour  longueur 


FT'  = 


bhx'  4-  aV}^ 


a 


x'  +  a]ab^ 


F'M .  ab^ 


Va^y'""  +  b^x'^        Va^y'^  4-  b^'^       Va^y'^  -h  b^x'"^ 

Donc,  en  désignant  par  w  l'angle  F'MP'  de 

la  tangente  avec  le  rayon  vecteur  issu  d'un 

foyer,  on  a 

ab^ 
sin  0)  = 


VaY'  +  b'x^ 


Fig.  82. 
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Exercices.  —  1.  Les  côtés  d'un  angle  de  grandeur  constante  coupent  deux 
droites  fixes  aux  points  Â  et  B.  On  demande  le  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  sommet  de  Tangie  sur  la  droite  AB,  quand  Tangle  tourne  autour  de 
ce  point. 

2.  L'orthocentre  du  triangle  formé  par  deux  diamètres  conjugués  et  une  direc- 
trice est  le  foyer  correspondant. 

3.  Trouver  le  lieu  des  foyers  des  ellipses  tangentes  à  deux  droites  rectangulaires 
données  et  ayant  pour  centre  un  point  donné. 

4.  Du  centre  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  une  tangente  à  Tellipse  ;  on 
joint  le  foyer  au  point  de  contact  et  on  demande  le  lieu  du  point  de  rencontre  de 
cette  droite  avec  la  perpendiculaire. 

5.  Le  rectangle  des  perpendiculaires  abaissées  des  foyers  sur  une  tangente  est 
égal  au  carré  du  demi  petit  axe. 

6.  Construire  une  ellipse  connaissant  un  foyer,  un  sommet  et  une  tangente. 

7.  Construire  une  ellipse  connaissant  un  foyer,  un  sommet  et  un  point. 

8.  Les  droites  qui  joignent  deux  points  de  la  courbe  aux  deux  foyers  déter- 
minent un  quadrilatère  inscriptible. 


§  ^«  —  Tangentes,  Toyere  et  directrices. 

282.  —  Théorème.  —  Si  une  sécante  AB  coupe  la  directrice  en  un 
point  G,  le  rayon  vecteur  FG  sera  Vune  des  bissectrices  de  l'angle  formé 
par  les  droites  FA  et  FB. 

Soient  P  et  R  les  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  des  points  A  et  B  sur  la  directrice.  a 

On  a  /^     ^^^>5s^ 

FA_FB_  (  xV^ 

AP  ~  BR  ~  V  \K 

^^ D^ 

D'où  l'on  tire  la  proportion 

FA  :  FB  =  AP  :  BR.  ^^«  ^ 

On  a  aussi,  à  cause  de  la  similitude  des  triangles  AGP,  BGR, 

AP  :  BR  =  AG  :  BG. 

Par  conséquent, 

FA  :  FB  =  AG  :  BG. 

Le  rayon  vecteur  ¥C  est  donc  la  bissectrice  extérieure  de  l'angle  AFB. 

Corollaires.  —  I.  Lorsque  le  point  B  se  rapproche  du  point  A  fixe,  la 
droite  AB  tend  à  devenir  tangente  à  l'ellipse  au  point  A  ;  en  môme  temps, 
les  rayons  vecteurs  FA,  FB  tendent  à  se  confondre. 

Les  angles  BFG,  GFD  restant  toujours  égaux,  on  en  conclut,  qu'à  la 
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limite,  quand  les  rayons  vecteurs  FA  et  FB  coïncident,  ils  valent  chacun 
un  angle  droit.  On  a  donc  le  théorème  : 

La  portion  d'une  tangente  comprise  entre  le  point  de  contact  et  la  direc- 
trice est  vue  du  foyer  correspondant  sous  un  angle  droit, 

II.  Si,  par  le  point  C,on  mène  la  seconde  tangente 
à  FeUipse  au  point  D,  les  droites  FC  et  FD  sont 
aussi  rectangulaires  d'après  le  théorème  précédent, 
et,  par  conséquent,  la  ligne  AFD  est  droite. 
D*où  les  théorèmes  : 

Lorsqu'une  droite  tourne  autour  d'un  foyer  y  son 
pôle  décrit  la  directrice  correspœidante; 

La  droite  qui  joint  le  pôle  d'une  corde  focale 
(corde  qui  passe  par  le  foyer)  au  foyer  est  perpendiculaire  à  la  corde. 

Exercice.  —  La  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  sur  une  tangente  et  le  dia- 
mètre passant  par  le  point  de  contact  se  rencontrent  sur  la  directrice. 


Pig.  84. 


§  O.  —  A.ire  de  l'ellipse. 


283.  —  Sur  le  grand  axe  de  l'ellipse  comme  diamètre,  décrivons  une 
circonférence,  et  inscrivons-y  une  portion  de  polygone  régulier  CNN'N"A; 
les  ordonnées  des  sommets  rencontrent  l'ellipse  aux  points  B,M,M',M",A 

que  nous  joignons  par  des  droites. 

Considérons  maintenant  les  deux  trapèzes 
MMT'P  et  NNT'P  ;  leurs  surfaces  sont  don- 
nées par  les  expressions 

PP'  PP' 

^  (MP  -f  MT'),      ^  (NP  +  NT'). 

^*  En  désignant  par  2fl,  ib  les  longueurs  des 

axes  de  symétrie  de  la  courbe,  la  première  expression  peut  s'écrire 

PP'     b 

^  .  -  (NP  +  N'F). 
2       o 

Les  surfaces  des  deux  trapèzes  sont  donc  entre  elles  comme  6  est  à  a. 
L'aire  du  polygone  inscrit  dans  l'ellipse  est  donc  à  celle  du  polygone 
inscrit  dans  le  cercle  dans  le  même  rapport. 

Lorsque  le  nombre  des  côtés  des  polygones  augmente  indéfiniment,  leurs 
surfaces  ont  pour  limites,  la  première,  l'aire  de  l'ellipse,  la  seconde,  celle 
du  cercle. 
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On  en  conclut  que  Taire  de  Tellipse  est  à  l'aire  du  cercle,  ayant  pour 
diamètre  le  grand  axe  de  la  courbe,  comme  6  est  à  a. 
Par  conséquent,  S  désignant  la  surface  de  l'ellipse,  on  a  : 

S  =  -  7ra*  =  nab  =  na'b'  sin  6'. 
a 

Si  la  courbe  est  donnée  par  l'équation  générale 

/x2  4-  ^hxy  -h  my^  +  ^gx  -h  2/î/  +  »  =  0, 

on  a,  pour  son  aire  (241) 

^  ,  A  sin  0 

ÎS  =  nab  =  n 


|/(/^—/l2)3 


CHAPITRE  m 

DE  L'HYPERBOLE. 


§  1.  —  Équation  de  la  courbe;  théorèmes 

dl'i%.poIloniue. 

284.  —  Nous  avons  vu  que  Thyperbole  rapportée  à  deux  diamètres 
conjugués  faisant  entre  eux  un  angle  G'  a  une  équation  de  la  forme 

l'x^  +  m't/2  +  n'  =  0, 

dans  laquelle  /'  est  négatif  et  m\  n'  positifs. 

Cherchons  les  points  où  les  axes  des  coordonnées  rencontrent  la  courbe. 
Faisons  d*abord  y  =  0  dans  l'équation  précédente,  nous  obtenons 

ra;2-t-n'=0        ou        x=±^—j  =  ±a\ 

Cette  équation  définit  deux  points  réels  A'  et  B'  tels  que 

OA'  =  OB'  =  a\ 
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Si  nous  faisons  ensuite  x  =  0  dans  la  même  équation,  nous  avons 


niY  +  w'  =  0 


ou 


y 


-W-è-*''^- 


équation  qui  détermine  deux  points  imaginaires  conjugués. 
On  en  conclut  que  : 

De  deux  diamètres  conjugués,  un  seul  rencontre  la  courbe  en  deux 

points  réels. 

Le  diamètre  qui  rencontre  la  courbe  est 
appelé  diamètre  transverse,  Tautre  est  dit 
"^    non  transverse. 

Si  nous  portons  sur  Taxe  des  y  de  part  et 
d'autre  du  centre  0,  deux  longueurs  OC, 
OD'  égales  à  b',  nous  obtenons  deux  points 
C  et  D'  qui  jouent  un  rôle  très  important 
dans  la  théorie  de  la  courbe. 

Les  quantités  a'  et  b'  sont  les  demi-lon- 
gueurs des  diamètres  conjugués  A'B'  et  CD'. 


Kig.  86. 


286.  —  Des  égalités 


V-7-±»'  V- 7 - ^ '■^^"'"' 


on  tire 


w 


a 


'2' 


m 


et,  en  remplaçant  l'  et  m'  par  leurs  valeurs  dans  Téquation  de  la  courbe, 
elle  devient 


Jï^*  +  ^tf'  +  «'  =  0 


f2 


(8 


OU 


r^A- 


-?^+#F  +  i  =  o, 


ou  encore 


a'2y2  _  ^'2^2  =  __  a'2^'2 


Telle  est  la  forme  de  Téquation  de  l'hyperbole  en  fonction  des  longueurs 
de  deux  diamètres  conjugués  pris  comme  axes  de  coordonnées. 

Remarque.  —  On  voit  immédiatement  que  OA'  et  OC  sont  aussi  les 
demi-longueurs  de  deux  diamètres  conjugués  de  l'hyperbole 


a'Y  _  ^'2^2  ^  a'W\ 
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et  que,  pour  cette  hyperbole,  A'B'  est  un  diamètre  non  transverse  et  CD' 
un  diamètre  transverse. 
Les  hyperboles  représentées  par  les  équations 

sont  dites  conjuguées;  les  extrémités  d'un  diamètre  transverse  ou  non 
transverse  de  Tune  sont  les  extrémités  d'un  diamètre  non  transverse  ou 
transverse  de  l'autre. 

286.  —  Dans  tout  ce  que  nous  venons  de  dire,  il  n'a  pas  été  question 
de  l'angle  des  deux  diamètres  conjugués  choisis  comme  axes  de  coordon- 
nées. Toutes  les  formules  obtenues  jusqu'ici  s'appliquent  donc  à  tous  les 
systèmes  de  diamètres  conjugués,  par  conséquent  aux  axes  de  symétrie  qui 
sont  des  diamètres  conjugués  rectangulaires.  Cependant,  on  désigne,  dans 
ce  cas,  les  longueurs  des  diamètres  (des  axes  de  symétrie)  par  2a,  2^,  les 
symboles  2a',  26'  s'appliquant  plus  particulièrement  aux  longueurs  de 
deux  diamètres  conjugués  non  rectangulaires.  De  sorte  que  Téquation 

/i«2         '|<2  tfi  41 2 

-^  +  12+1=^'  0"  -2-7-2-^=^' 

û2     •     ^2     •  q2  Ij2 

représente  une  hyperbole  rapportée  à  ses  axes  de  symétrie  comme  axes  de 
coordonnées. 

L'axe  de  symétrie,  qui  rencontre  la  courbe  en  deux  points  A  et  B,  est 
l'axe  transverse,  et  A  et  B  sont  les  sommets.  Le  second  axe  de  symétrie 
est  l'axe  Jion  transverse,  et  ses  extrémités  C  et  D  sont  appelées  les  sommets 
imaginaires  de  l'hyperbole. 

Constatons  aussi  l'analogie  qui  existe  entre  les  équations 

^  +  ^-1  =  0         -^_  11- 1  =  0 

dont  l'une  représente  une  ellipse  et  l'autre  une  hyperbole;  ces  deux  équa- 
tions ne  diffèrent  que  par  le  signe  de  b'^.  On  trouvera  donc  pour  les  deux 
courbes  un  certain  nombre  de  propriétés  analogues. 

287.  —  Hyperbole  équilatère.  —  Lorsque  l'hyperbole  est  équilatère, 

on  a  (190) 

a'2  —  b'^  =  0        ou        a'  =  b\ 

Dans  Vhyperbole  équilatèrôy  deux  diamètres  conjugués  quelconques 
sont  donc  égaux. 
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288.  —  Théorèmes  d'Apollonius.  —  I.  La  quantité 

i       m 

étant  indépendante  de  Tangle  G'  que  font  entre  eux  les  axes  de  coordon- 
nées (235),  on  en  conclut  que 

La  différence  des  carrés  de  deux  diamètres  conjugués  est  constante  et 
égale  à  la  différence  des  carrés  des  axes  de  symétrie. 

Donc  on  a 

a'i  —  h'2  =  a»  —  62. 

II.  L'expression 

n'^  sin*  G' 


r / 


Vm 


=  a'2ft'2  sin2  6' 


est  aussi  constante  pour  tous  les  systèmes  de  diamètres  conjugués.  Il  en 
résulte  que  a'/^'sinG'  est  aussi  une  quantité  constante.  Cette  dernière  quan- 
tité étant  Texpression  de  Taire  du  quart  du  parallélogramme  construit  sur 
deux  diamètres  conjugués,  on  a  : 

Le  parallélogramme  construit  sur  deux  diamètres  conjugués  a  une 
surface  constante^  égale,  par  conséquent,  à  celle  du  rectangle  construit  sur 
les  axes  de  symétrie. 

Donc 

a'b'  sin  6'  =  ab. 

Conséquences.  —  I.  La  formule 

a'i  —  b'^  =:a^  —  b^ 

nous  montre  que,  dans  Thyperbole,  il  n*y  a  pas  de  diamètres  conjugués  égaux, 
excepté  quand  Thyperbole  est  équilatère. 
II.  L'équation 

,,  ■    ^(l  —  ^hcos^  +  m)  A^sin^e        _^ 

^  "^    "      (tfi-lmf  (/i2  - /m)3  sin2  ô' "  " 

a  pour  racines  a'^  et  —  b'^. 
289.  —  Forme  de  la  courbe.  —  De  l'équation 

de  la  courbe  rapportée  à  deux  diamètres  conjuguées  Oa:  et  Oy,  on  tire 

b' 


y  =  ±  --Vx^  —  a'2. 
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Pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a'  et  —  a',  les  valeurs  de  y  sont 
imaginaires.  Pour  les  valeurs  de  x  non 
comprises  entre  ces  limites,  on  obtient  pour  y 
deux  valeurs  réelles,  égales  et  de  signes 
contraires.  Ces  valeurs  croissent  indéfiniment 
en  même  temps  que  x,  mais  sont  toujours 

plus  petites  en  valeur  absolue  que  —x,  La 

partie  de  la  courbe  correspondant  aux 
abscisses  positives  est  donc  comprise  dans 
l'angle  des  droites  OG',  OH'  ayant  respec- 
tivement pour  équations 


y  =  —^y 


b' 

y  =  — 7^' 


Fig.  87. 


La  droite  H'G'  menée  par  A'  parallèlement  à  Taxe  Oy  est  tangente  à  la 
courbe  au  point  A'  (213). 

Aux  valeurs  négatives  de  l'abscisse  plus  petites  —  a'  correspond  éga- 
lement une  branche  de  courbe  identique  à  la  première,  comprise  dans 
Tangle  opposé  à  l'angle  G'OH'  des  droites  OG',  OH'.  La  parallèle  menée 
par  B'  à  l  axe  des  ordonnées  Oy  est  aussi  tangente  en  ce  point  à  la 
courbe. 

290.  —  Selon  qu'un  point  P  dont  les  coordonnées  sont  a  et  ^  est  exté- 
rieur ou  intérieur  à  la  courbe,  l'expression 

est  plus  grande  ou  plus  petite  que  zén^o. 

Menons  par  le  point  P  une  parallèle  à  Ox,  elle  rencontre  la  courbe 
en  un  point  M  ayant  pour  coordonnées  a*  et  j3; 
on  a  donc 

fl'2(32  _  ^'2^2   ^  a'2^'2  =  0,  vd^^^ 

et,  par  conséquent,  a  étant,  en  valeur  absolue,  plus 
petit  que  x, 

m 

a'2^2  —  b'^a^  +  a'26'2  >  0. 

Lorsque  le  point  donné  est  en  P',  son  abscisse,  ^' 

en  valeur  absolue,  est  plus  grande  que  celle  du  point  M  ;  en  appelant 
a'  et  j5'  les  coordonnées  du  point  P',  on  a  donc  : 

û'2p'3  _  y2a'2  4-  a'2^'2   <    0. 
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On  trouverait  de  même  que  la  quantité 

est  plus  petite  ou  plus  grande  que  zéro,  suivant  que  le  point  P(a,  (3)  se 
trouve  dans  l'angle  des  droites 

b' 

qui  compi'end  ou  ne  comprend  pas  la  courbe. 

§  5S^*  —  Des  asymptotee. 

291.  —  Équations  des  asymptotes.  —  Nous  avons  vu  que  la  partie  de 
Téquation  de  la  courbe  comprenant  les  termes  du  second  degré,  égalée 
à  zéro,  représente  un  couple  de  droites  parallèles  aux  asymptotes  (190). 
L'équation 

a'Y  —  b'H^  =  0 

représente  donc  deux  droites  parallèles  aux  asymptotes.  Puisque  ces 
parallèles  passent  par  l'origine  des  coordonnées,  c'est-à-dire  par  le  centre 
de  la  courbe,  elles  coïncident  nécessairement  avec  les  asymptotes.  Celles-ci 
ont  donc  pour  équations 

,   b' 

Ce  sont  les  diagonales  du  parallélogramme  construit  sur  les  diamètres 
conjugués  choisis  comme  axes  de  coordonnées. 

Les  asymptotes  étant  des  droites  intimement  liées  à  la  courbe,  dont  les 
positions  ne  dépendent  pas,  par  conséquent,  des  axes  de  coordonnées, 
on  en  conclut  le  théorème  : 

Les  parallélogrammes  construits  sur  les  différents  couples  de  diamètre^s 
conjugués  ont  leurs  diagonales  communes. 

Les  asymptotes  sont  aussi  les  diagonales  du  rectangle  construit  sur  les 
axes  de  symétrie  de  la  courbe,  ces  droites  étant,  en  effet,  un  système 
particulier  de  diamètres  conjugués.  Donc  : 

Les  asymptotes  sont  symétriques  par  rapport  aux  axes  de  symétrie^  ou 

Les  axes  de  symétrie  sont  les  bissectrices  des  angles  des  asymptotes. 

Les  diamètres  conjugués  d'une  hyperbole  équilatère  sont  également 
inclinés  sur  les  asymptotes,  car,  pour  cette  courbe,  la  figure  OA'G'C  est 
un  losange  (287). 
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292.  —  La  différence  MM'  entre  l'ordonnée  de  Tasymptote  et  celle  de 
la  courbe  est 


n.f 


MM'  =  ^(x-  i/i^^r72)  =  ^;.        ^''  «''^ 


expression  qui  diminue  à  mesure  que  x  augmente.  Elle  a  pour  limite  zéro 
quand  x  tend  vers  l'infini. 
En  désignant  par  ô  la  distance  de  M  à  l'asymptote  OG',  on  a 

d  =  MM'  sin  C'OG', 

expression  qui  a  aussi  pour  limite  zéro. 

Une  asymptote  est  donc  une  droite  dont  la  courbe  s'approche  constamment 
sans  pouvoir  jamais  l'atteindre, 

293«  —  Désignons  par  M  et  N  (fig.  87)  les  points  où  une  parallèle  à 
l'axe  des  y  rencontre  la  courbe,  et  par  M' et  N'  les  points  où  elle  coupe  les 
asymptotes.  On  a  : 

b',        ..-. r..        b' 


MM'  =  -,  (x  —  y'x^  —  a'2),        NN'  =  —  %{x  —  y'x^  —  a'»). 
a  a 

Les  longueurs  MM'  et  NN'  sont  donc  égales. 

Gomme  les  axes  de  coordonnées  sont  deux  diamètres  conjugués 
quelconques,  oa  a  le  théorème  : 

Les  parties  d'une  sécante  comprises  entre  la  courbe  et  ses  asymptotes 
ant  même  longueur, 

294.  —  Construction  de  la  courbe  par  points.  —  On  peut,  à  l'aide  de  ce  théorème, 
construire  une  hyperbole  connaissant  les  asymptotes  et  un  point.  Il  suffit  de  mener 
par  le  point  donné,  que  nous  appelons  M,  des  sécantes  telles  que  M'MNN'  rencon- 
trant les  asymptotes  en  M'  et  N',  et  prendre  ensuite  sur  chaque  sécante  un  point  N 
tel  que  NN' =  MM'. 

296.  —  Les  portions  d'une  tangente  comprises  entre  le  point  de 
contact  et  les  asymptotes  sont  égales. 

Ce  théorème  est  un  cas  particuUer  de  celui  qui  précède. 

On  voit  d'ailleurs  que  les  portions  A'G',  A'H'  de  la  tangente  en  A'  à  la 
courbe  sont  toutes  deux  égales  à  OG',  c'est-à-dire  au  demi-diamètre 
conjugué  à  celui  qui  passe  par  le  point  de  contact. 

On  peut  donc,  connaissant  les  asymptotes  et  un  point  de  la  courbe,  construire 
deux  diamètres  conjugués  en  grandeur  et  en  direction. 
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On  mène  par  le  point  donné  A'  une  droite  telle  que  sa 
partie  G'H',  comprise  entre  les  asymptotes  données  OH', 
OG',  y  soit  divisée  en  deux  parties  égales;  cette  droite  est 
tangente  à  Thyperbole,  et  OA',  OC  sont  deux  demi-diamètres 
conjugués. 

H'  296.  —  Si,  par  le  point  W  d'une  asymptote,  on 

Fig.  89.  mène  une  sécante  M'MN,  le  rectangle  de  la  sécante 

entière  M'N  et  de  sa  partie  extérieure  M'M  est  équivalent  au  carré  du 
demi-diamètre  parallèle  à  la  sécante. 

Les  axes  de  coordonnées  étant  un  système  de  diamètres  conjugués  dont 
Tun  est  parallèle  à  la  sécante  (le  diamètre  de  longueur  W,  par  exemple), 
désignons  par  P  le  point  de  section  de  la  sécante  avec  Taxe  des  x  (fig.  87). 
On  a 

M'M  X  M'N  =  (M'P  —  MF)  (M'P  -f  MP)  =  MT^  —  MP^ 

Or,  MP  et  M'P  sont  respectivement  les  ordonnées  de  la  courbe  et  de 
l'asymptote  qui  correspondent  à  une  même  abscisse.  Donc 


r7n2 


MT"  = 


n'2 


X 


2 


ft'2 


MP    =  ^2  (^'  -  «'')' 


et,  en  soustrayant, 

M'M  X  M'N  =  ^(a;2  _  x2  +  a'»)  = 

a'- 


297.  —  Construction  des  axes  de  symétrie.  —  Connaissant  les  asymptotes  et  un 
point,  on  peut  construire  les  axes  de  symétrie.  On  obtient  ces  droites  en  direction 
en  menant  les  bissectrices  des  angles  des  asymptotes. 

On  abaisse  ensuite  du  point  donné  M  une  per- 
pendiculaire MP  sur  Tune  de  ces  bissectrices,  et, 
en  désignant  par  M' et  N'  les  points  où  elle  ren- 
contre les  deux  asymptotes,  on  a 

M'M  X  M'N  =  b^, 


le  point  N  étant  tel  que 
^'^^  NN'  =  MM'. 

Fiff    90 

En  décrivant  une  demi-circonférence  sur  M'N' 
comme  diamètre,  et  en  élevant  une  perpendiculaire  MI  à  la  sécante  M'N',  on  a  : 

m!^  =  ^2. 

Il  suffit  donc  de  porter  OC  =  MI  sur  Oy;  OC  est  la  demi- longueur  de  l'axe  non 
transverse.  En  achevant  ensuite  le  rectangle  OCGA,  on  a,  pour  la  demi-longueur  de 
l'axe  transverse,  la  distance  OA. 
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Exercices.  —  1.  Construire  une  hyperbole  connaissant  une  asymptote  et  trois 
points;  en  conclure  que  deux  transversales  réciproques  par  rapport  à  un  triangle 
sont  les  asymptotes  d'une  hyperbole  circonscrite  au  triangle. 

2.  Construire  une  hyperbole  connaissant  une  asymptote,  deux  points  et  la  tan- 
gente en  l'un  d*eux. 

§  3.  —  Diamètree  et  cordes  eupplémentaires. 

298.  —  Équation  des  diamètres.  —  En  appliquant  à  Téquation 

a'2y2  _  ^'2^2    +  ^'2//2  =  0, 

la  formule  générale  de  l'équation  des  diamètres 

F'   +  ^F'   =  0, 
on  trouve 

a'Hy  —  b'^x  =  0        ou        y  =  -F^t^i 

pour  réquation  d'un  diamètre  dont  les  cordes  conjuguées  ont  pour  coeffi- 
cient angulaire  t. 

En  désignant  par  t'  le  coefficient  angulaire  du  diamètre,  il  vient 

b'^  ,       b'^ 

pour  la  relation  qui  existe  entre  les  coefficients  angulaires  d'un  diamètre  et 
de  ses  Cordes  conjuguées.  La  môme  relation  existe  entre  les  coefficients 
angulaires  d'un  diamètre  et  de  l'une  des  tangentes  à  ses  extrémités. 

299.  —  Tangentes  parallèles  à  une  droite  donnée.  —  On  mène  la  corde  MN  paral- 
lèle à  la  droite  donnée,  et  on  en  joint  le  milieu  au  centre  de  la  courbe.  Par  les 
points  A'  et  B'  de  section  du  diamètre  OP  avec  la  courbe,  on  mène  des  parallèles 
à  Mi\  ;  ce  sont  les  tangentes  demandées.  Pour  que  le  problème  soit  possible, 
il  faut  que  le  diamètre  OP  rencontre  la  courbe;  il  doit  donc  se  trouver  dans 
Tangle  des  asymptotes  qui  comprend  la  courbe.  Son  conjugué  OC  parallèle  à  la 
droite  donnée,  ne  rencontrant  pas  la  courbe  (284)  se  trouve,  par  conséquent,  dans 
l'autre  angle. 

300.  —  Diamètres  conjugués.  —  Le  diamètre  conjugué  à  celui  qui  a 
pour  équation 

a  pour  coefficient  angulaire  t  ;  il  est  donc  représenté  par 

y  =  tx. 


Et  Ton  a,  entre  lears  coefficients  angulaires,  la  relation 

"  a'H      û'2- 

h'  W 

Si  t  est  plus  petit  que  -,  f'sera  plus  grand  que  -  et  inversement.  Donc  : 

Deux  diamètres  conjugués  sont  situéSy  Vun  dans  Vangle  des  asymptotes 
qui  comprend  la  courbe,  Vautre  dans  l'angle  des  mêmes  droites  qui  ne 
comprend  pas  Vhyperbole. 

b'  .  ,       b' 

Si  t  =  -„        on  a  aussi         t  =  -,, 

a  a 

Donc,  si  un  diamètre  se  rapproche  d'une  asymptote,  son  conjugué  s'ap- 
proche également  de  la  même  droite;  à  la  limite,  ils  coïncident  tous  deux 
avec  l'asymptote. 

L'angle  de  deux  diamètres  conjugués  a  donc  pour  limite  zéro;  le  supplé- 
ment de  Tangle  considéré  tend  alors  vers  n. 

L'angle  de  deux  diamètres  conjugués  varie  donc  entre  les  limites  0  et  r. 

301.  —  De  ce  que  Ton  a 

on  conclut  que  t  et  t'  ont  toujours  le  même  signe. 

En  appelant  a  et  a!  les  angles  que  font  deux  diamètres  conjugués  avec 
Taxe  des  x.  G'  l'angle  des  axes  de  coordonnées,  on  a  : 

sin  Cf.  , sin  a' 


sin(0'— a)'  sin(0'  — «T 

Les  sinus  des  angles  a  et  a'  étant  des  quantités  positives,  sin  (G'  —  a) 
et  sin  (G'  —  t!)  ont  le  même  signe,  par  conséquent 

a  <  0'     et     a   <  6'       ou       a  >  6'     et     a!  >  h\ 

Deux  diamètres  conjugués  sont  donc  toujours  compris  dans  l'un  des 
angles  que  forment  deux  autres  diamètres  conjuguée  quelconques. 

302.  —  Diamètre  conjugué  à  celui  qui  passe  par  un  point.  —  En 

raisonnant  comme  au  n°  249,  on  trouve 

^        a^y 

pour  l'équation  du  diamètre  conjugué  à  celui  qui  passe  par  le  point 
P{x\  y'}  de  la  courbe. 
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On  trouve  aussi  facilement,  qu'entre  x*  et  y',  coordonnées  du  point  P  et 
x"  et  y",  coordonnées  d'un  point  quelconque  M  du  diamètre  conjugué 
à  OP,  on  a  Tégalité 

satisfaite  quand  on  pose 


b'* 

x'x" 

±  l      et 

b'        * 

elation, 

y'i          X'^ 

a         ~    0  ù'         ~   a!  ' 


et  que,  à  cause  de  la  relation, 

^'^ 

môme  lorsque  P  est  l'extrémité  d'un  diamètre  non  transverse  de  la  courbe, 
le  point  M  ainsi  défini  est  l'extrémité  du  diamètre  conjugué  (285).  Les 
relations  ci-dessus  sont  les  formules  de  Chasles  pour  Thyperbole. 

303.  —  Cordes  supplémentaires.  —  La  définition  est  la  même  que 
pour  l'ellipse  ;  les  cordes  supplémentaires  joignent  un  point  de  la  courbe 
aux  extrémités  d'un  diamètre; 

Deux  cordes  supplémentaires  de  l'hyperbole 
sont  aussi  parallèles  à  un  système  de  diamètres 
conjugués. 

La  droite  AB  étant  un  diamètre,  les  cordes 
AC,  BC  sont  supplémentaires.  Si  M  et  N  sont 
les  milieux  de  ces  cordes,  les  droites  ON,  OM 
sont  des  diamètres  qui  leur  sont  parallèles. 
Or,  la  corde  AC,  parallèle  à  ON,  est  conjuguée 
au  diamètre  OM  ;  les  diamètres  OM  et  ON  sont 
donc  conjugués.  ^*^-  ®^* 

Corollaires.  —  I.  Dans  une  hyperbole  équilatère,  les  bissectrices  des  angles  de 
deux  cordes  supplémentaires  sont  parallèles  aux  asymptotes.  En  effet,  ces  droites 
sont  les  bissectrices  des  angles  formés  par  deux  diamètres  conjugués.  Le  théorème  : 

Les  points  Aet  H  étant  fixes,  le  lieu  géométrique  des  points  M  tels  que  les 
bissectrices  des  angles  des  droites  MA,  MB  aient  des  directions  données,  est 
une  hyperbole  équilatère,  dont  la  droite  AB  est  un  diamètre  et  dont  les 
asymptotes  sont  parallèles  aux  directions  données 
esl  donc  évident. 

II.  En  désignant  par  X,  X'  les  coefficients  angulaires  de  deux  cordes  supplémen- 
taires, on  a 

bj 

a' 


^A  „/2  • 


III.  L'angle  de  deux  cordes  supplémentaires  varie  comme  celui  de  deux  dia- 
mètres conjugués  entre  0  et  tt. 
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Réciproquement,  il  existe  une  infinité  de  systèmes  de  cordes  supplémen- 
taires parallèles  à  deux  diamètres  conjugués. 

Soient  OM  et  ONMeux  diamètres  conjugués  (fig.  précédente).  Par  un 
point  C  quelconque  de  la  courbe,  menons  GA,  CB  parallèles  aux  diamètres 
ON,  OM;  ces  cordes  sont  divisées  en  deux  parties  égales  aux  points  M 
et  N.  La  figure  CMON  étant  un  parallélogramme,  la  droite  MN  passe  par 
le  milieu  de  OC,  et,  par  conséquent,  AB  passe  par  0.  Les  cordes  CA,  CB 
sont  donc  supplémentaires. 

304.  —  Diamètres  conjugués  d'angle  6'  ou  tt  —  6'.  •—  Pour  construire  un  système 
de  diamètres  conjugués  faisant  entre  eux  un  angle  6',  il  suffit  de  construire  deux 
cordes  supplémentaires  faisant  entre  elles  ce  même  angle. 

A  cet  effet,  on  mène  un  diamètre  quelconque  AB  sur  lequel  on  décrit  un  segment 
de  cercle  capable  de  Tangle  6'.  Le  cercle  ainsi  construit  coupe  la  courbe  en  deux 
points  M  et  N  que  l'on  joint  aux  extrémités  A  et  B  du  diamètre  AB. 

Il  y  a  donc  deux  systèmes  de  cordes  supplémentaires,  et,  par  conséquent,  deux 
systèmes  de  diamètres  conjugués  qui  répondent  à  la  question.  Ces  deux  systèmes  de 
diamètres  sont,  comme  pour  Tellipse,  symétriques  par  rapport  aux  axes  de  la  courbe. 

306.  —  Construction  des  axes  de  symétrie.  —  On  obtient  un  système  de  cordes 
supplémentaires  rectangulaires,  en  décrivant  une  circonférence  sur  un  diamètre 
quelconque,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  décrivant  du  centre  un  cercle  concen- 
trique à  l'hyperbole. 

Les  axes  de  symétrie  sont  les  parallèles  menées  du  centre  aux  côtés  du  rectangle 
formé  par  les  quatre  points  d'intersection  du  cercle  avec  l'hyperbole. 

Exercices.  —  1.  Par  deux  points  fixes  A  et  B  on  mène  deux  droites  AM,  BM 
symétriques  par  rapport  à  une  droite  donnée;  le  lieu  géométrique  de  l'orthooentre 
du  triangle  ABM  est  une  hyperbole  équilatère  dont  AB  est  un  diamètre  et  dont 
Tune  des  asymptotes  est  parallèle  à  la  droite  donnée. 

2.  Toute  hyperbole  équilatère  circonscrite  à  un  triangle  passe  par  le  point  de 
rencontre  des  hauteurs. 

3.  Dans  une  hyperbole  équilatère,  les  diamètres  conjugués  à  deux  cordes 
i*ectangulaires  sont  aussi  rectangulaires. 

4.  On  mène  deux  diamètres  d'une  courbe  du  second  degré  respectivement 
parallèles  à  deux  diamètres  conjugués  d'une  autre  courbe  du  second  degré; 
démontrer  que  la  corde  joignant  les  points  d'intersection  des  premières  droites 
avec  la  courbe  correspondante  passe  par  un  point  fixe. 

§  '^.  —  Xan^entee  et  normales. 

806.  —  Tangente  en  un  point  de  la  courbe.  —  En  opérant  comme  au 
n**  259,  on  trouve  sans  peine,  pour  l'équation  de  la  tangente  en  un  point 
M(jr/,  y')  de  la  courbe, 

ou  encore 
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La  tangente  coupe  Taxe  des  x  en  un  point  P  dont  on  obtient  Tabscisse 
en  annulant  y  dans  Téquation  ci-dessus.  On  a  ainsi 

0P  =  %. 

X 

Quand  x'  croît  indéfiniment,  OP  tend  vers  zéro. 


Si  R  est  le  pied  de  Tordonnée  du  point  M,  on  a 

x 

Si  on  élève  en  P  une  perpendiculaire  à  OA',  rencontrant  en  N  le  cercle  décrit 
sur  A'B'  comme  diamètre,  la  tangente  au 
point  N  du  cercle  rencontre  le  diamètre  A'B' 
en  un  point  distant  de  0  d'une  longueur 

égale  à  g^,  c'est-à-dire  à  OR. 

La  tangente  au  point  N  du  cercle  passe 
donc  par  le  pied  de  l'ordonnée  du  point  M. 

On  en  conclut  un  moyen  facile  de  mener 
une  tangente  à  Thyperbole  en  un  point  M, 
quand  on  connaît  un  diamètre  transverse 
en  grandeur  et  en  position  et  la  direction 
de  l'autre.  On  décrit  une  circonférence  sur 
le  diamètre  transverse  et,  par  le  pied  R  de 
l'ordonnée  du  point  donné  H,  on  mène 
une  tangente  au  cercle.  L'extrémité  P  de 

l'abscisse  rectangulaire  du  point  de  contact  N  est  un  point  de  la  tangente  à 
l'hyperbole. 


Kig.  92. 


307,  —  Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  est 


b' 


Le  coefficient  angulaire  diminue  donc  en  même  temps  que  l'abscisse  du 
point  de  contact  augmente. 


a 


L'abscisse  à  l'origine  de  la  tangente  étant  -y,  l'équation  de  cette  droite 
en  fonction  de  x'  est 


b' 


1 


a 


'2\ 


"V-S 


2  \  X 


15 
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Lorsque  l'abscisse  x'  est  infinie,  cette  équation  devient 

b' 
y  =  -,x, 

et  représente  une  asymptote.  Donc 

Les  asymptotes  sont  les  droites  limites  des  tangentes  dont  les  points  de 
contact  s'éloignent  indéfiniment. 

308.  —  Tangentes  par  un  point  extérieur.  —  En  désignant  par  a  et  |3 
les  coordonnées  d*un  point  P,  par  x'  et  y'  celles  du  point  de  contact  de 
Tune  des  tangentes  issues  de  P,  on  a,  pour  déterminer  les  valeurs  de  x'  et 
de  y\  les  équations  suivantes  : 

De  sorte  que,  en  éliminant  y\  on  trouve,  pour  déterminer  les  abscisses 
des  points  de  contact,  Téquation 

Dans  le  cas  où  le  point  P  n'est  pas  situé  sur  une  asymptote,  la  quantité 
b'^a?  —  a'2j52  est  différente  de  zéro,  et  il  y  a  deux  points  de  contact;  ils 
sont  réels  quand  les  racines  de  l'équation  ci-dessus  sont  réelles,  c'est-à-dire 
quand  on  a 

a'^b'^a}  —  a'*(b'^  +  ^2)(6'2a2  _  fl'2|32)  >  q, 
ou  encore 

relation  qui  exprime  que  le  point  P  est  extérieur  à  la  courbe. 

Les  points  de  contact  coïncident,  quand  le  premier  membre  de  l'inégalité 
ci-dessus  est  nul,  c'est-à-dire  quand  le  point  P  est  sur  la  courbe. 

Enfin,  les  points  de  contact  sont  imaginaires  conjugués,  quand 

ou  quand  le  point  donné  est  intérieur  à  la  courbe. 

Les  deux  points  de  contact  sont  situés  sur  la  même  branche  de  courbe, 
lorsque  leurs  abscisses  ont  le  même  signe  ;  lorsque  ces  abscisses  sont  de 
signes  contraires,  il  y  a  un  point  de  contact  sur  chaque  branche  de  courbe. 

Or,  les  racines  de  l'équation  du  second  degré  précédente  sont  de  même 
signe  ou  de  signes  contraires  suivant  que  la  quantité 

est  positive  ou  négative,  car  le  terme  constant  de  léquation  est  positif. 
La  condition 

^,'2^2  _  û'2^2  >  0, 
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nécessaire  pour  que  les  deux  points  de  contact  soient  situés  sur  une  même 
branche  de  l'hyperbole,  montre  que  le  point  P  doit  être  situé  dans  Tangle 
des  asymptotes  qui  comprend  la  courbe  (290). 

De  même,  la  condition  nécessaire  pour  qu'il  y  ait  un  point|de  contact  sur 
chaque  branche  de  l'hyperbole,  exprime  que  le  point,  d'où  l'on  mène  les 
tangentes,  se  trouve  dans  l'angle  des  asymptotes  qui  ne  comprend  pas 
la  courbe. 

Quand  on  a  b'^9?  —  a'*(3^  =  0,  le  point  donné  se  trouve  sur  Tune  des 
asymptotes  et  on  ne  peut  plus  mener  qu'une  seule  tangente  à  la  courbe. 

309.  —  POIe  et  polaire.  —  En  répétant  le  même  raisonnement  qu'au 
n^  261,  on  trouve,  pour  l'équation  de  la  ligne  des  contacts  des  tangentes 
issues  d'un  point  donné  P(a,  j3)  ou  de  la  polaire  de  ce  point, 

a'»py  —  b'^oLX  +  a'2ft'2  =  o. 

310.  —  Tangentes  parallèles  à  une  droite  donnée.  —  Cette  question 
n'offre  aucune  difficulté.  Les  calculs  sont  identiques  à  ceux  que  l'on  a  faits 
pour  l'ellipse.  On  trouve  ainsi,  en  opérant  comme  au  n®  262,  et  pour  le  cas 
où  a'H^  —  b'^  ^  0,  l'équation 


y  =  tx±  Va'H^  —  b'^ 

pour  les  tangentes  parallèles  à  une  droite  donnée.  Il  y  a  donc  généralement 
deux  tangentes  qui  répondent  à  la  question.  Ces  droites  sont  toujours 
réelles  dans  l'ellipse,  mais  il  n'en  est  pas  de  même  pour  l'hyperbole. 
Pour  que  les  tangentes  soient  réelles,  il  faut  que  l'on  ait  : 

a'2f2  —  ^'2  >  0,        ou        a'2/32  —  V^a^  >  0, 

en  désignant  par  a  et  (3  les  coordonnées  d'un  point  de  la  droite  y  =  tx. 
Cette  condition  exprime  que  le  point  P(a,  (3),  ou  la  parallèle  menée  de 
l'origine  à  la  droite  donnée,  ne  peut  se  trouver  dans  l'angle  des  asymptotes 
qui  comprend  la  courbe  (290). 
Quand 

a'a^a  —  ^'2  ==  0,        ou        t  =  ±  -„ 

a 

l'équation  précédente  représente  une  asymptote,  ce  que  l'on  pouvait  aisé- 
ment prévoir.  Il  n'y  a  donc  pas  de  tangente  dans  ce  cas. 
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311.  —  Couple  des  tangentes  issues  d'un  point.  —  L*équation  du 
couple  des  tangentes  issues  d*un  point  P  ayant  pour  coordonnées  a  et  |3 
est,  pour  l'hyperbole, 

a'2(î/  —  (3)2  —  b'^x  —  af  =  (^x  —  ay)\ 
ou  encore 

312.  —  Cercle  de  Monge.  —  Les  tangentes  issues  d'un  point  sont 
rectangulaires  quand,  les  coordonnées  étant  rectangulaires,  on  a  la  relation 

a»  —  a2  =  ^2  +  ^^,        ou        a»  +  /32  =  fl2  _  ^2, 

Le  point  P,  d'où  l'on  peut  mener  deux  tangentes  rectangulaires  à  une 
hyperbole,  décrit  donc  le  cercle  ayant  pour  équation 

a;2  -f  t/2  __-  fl2  —  ffi^ 

et  appelé  cercle  de  Monge  de  la  courbe. 

Lorsque  celle-ci  est  une  hyperbole  équilatère,  le  cercle  se  réduit  au 
centre  de  l'hyperbole. 

313.  —  Normales.  —  La  normale  au  point  (x',  y')  a  pour  coefficient 
angulaire  le  rapport  —  a^y'  :  b^x',  et  pour  équation  (49) 

a^y\x  —  x')  +  bH'iy  —  y)  =  0. 

L'hyperbole  d'Apollonius  relative  au  point  (a,  (3)  est  représentée  par 

l'équation 

(a2  +  b^)  xy  —  a^ay  —  b^^x  =  0  ; 

elle  a  donc  la  même  forme  que  pour  l'ellipse. 

SoMS-normale.  —  Soit  N  le  point  où  la  normale  rencontre  l'axe  trans- 
verse Ox\  l'abscisse  ON  de  ce  point  s'obtient  en  faisant  i/  =  0  dans 
l'équation  précédente.  On  a  donc 

y^x'  =  a2  (.T  —  x') 


ou 


X  =  ON  = s —  X  . 


a* 


Cette  valeur  est  plus  grande  que  x'. 
Le  point  R  étant  le  pied  de  l'ordonnée  du 
point  M,  le  segment  RN  est  appelé  sous- 
X-    normale  et  vaut 


,          fl2  +  ^2      ^ 
X  —  X   = = X 


a 


2 


Fig.  93. 


Les  segments   ON,  RN  atteignent  tous 

^2  -j.  ^2        ^2 

deux  leur  minimum  quand  x'  est  égal  à  a.  Ces  valeurs  sont et  — . 

a  a 
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Exercices.  —  1.  Trouver  le  lieu  du  point  dMntersection  des  tangentes  menées 
aux  extrémités  de  deux  demi-diamètres  conjugués. 

±  Par  un  point  A  d'une  hyperbole  équilatère,  on  mène  deux  cordes  AM, 
AN  perpendiculaires  entre  elles  et  rencontrant  la  courbe  aux  points  M  et  N  ; 
démontrer  que  la  corde  MN  est  parallèle  à  la  normale  au  point  A. 

3.  On  donne  une  ellipse  et  une  hyperbole  ayant  mêmes  axes  de  symétrie;  on 
demande  le  lieu  des  pôles  par  rapport  à  Fhyperbole  des  tangentes  menées  à 
Tellipse. 

4.  La  tangente  en  un  point  M  d*une  hyperbole  équilatère  0  rencontre  les  axes 
de  symétrie  aux  points  N  et  N'  ;  la  circonférence  de  diamètre  NN'  est  tangente  en  0 
au  diamètre  OM. 

§  £(•  —  Foyers  et  direetrieee. 

314.  —  Foyers  et  directrices.  —  Comme  dans  Tellipse,  les  foyers  sont 
situés  sur  les  axes  de  symétrie  et  les  directrices  correspondantes  sont  per- 
pendiculaires à  ces  droites.  De  sorte  que  si  a,  o  sont  les  coordonnées  rectan- 
gulaires d*un  foyer  situé  sur  l'axe  transverse,  l'équation  de  la  courbe  doit 
pouvoir  se  mettre  sous  la  forme 

OÙ  V  est  supposé  positif.  En  identifiant  avec  l'équation 
de  l'hyperbole,  on  a 

^2  ^2^2 

«2  = =  — et      a  +  Xv  =  0. 

On  tire  immédiatement  de  ces  équations 

a  =  —  Xv, 

et,  par  suite,  elles  deviennent 

ft2  ^2  û2^2 


a2 


X2_i'  X2_l  v2(X2^i)- 

La  première  de  ces  équations  donne 


,,  ,  ^2  1/^2  +  /,2  - 

X2  —  i  =  --      ou      X=± =  i  -, 

a2  a  a 

en  posant 

Après  avoir  supprimé  le  facteur  commun,  la  seconde  équation  devient 

v2  =  fl2        Qu         y  -_  ^^ 
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et,  par  conséquent, 

.  c 

a  =  —  Av  =  ^  —a  =  T  c, 

a 

les  signes  supérieurs  et  inférieurs  se  correspondant. 

Il  y  a  donc  deux  foyers  réels  situés  sur  Vaxe  transverse,  et  distants 
du  centre  d'une  longueur  c. 

Quand  a  est  positif,  X  est  négatif;  par  conséquent,  la  directrice  corres- 
pondant au  foyer  dont  i*abscisse  est  +  c  a  pour  équation 

c  a^ 

X  -\-  a  =  0        ou         X  =  —, 

a  c 

La  directrice  correspondant  au  foyer  ayant  pour  abscisse  —  c  est  repré- 
sentée par 

-a!:4-a  =  0       ou       x  = . 

a  c 

316.  —  En  représentant  par  o,  (3  les  coordonnées  rectangulaires  d'un 
foyer  situé  sur  Taxe  non  transverse  de  l'hyperbole,  l'équation  focale  de  la 
courbe  s'écrit 

x^-^{y  —  (3)2  =  (^y  +  v)2; 

et,  en  identifiant  avec  l'équation 

aY  —  hH^  -h  aW  =  0, 

on  obtient  les  égalités  suivantes 

0^  a^b^ 

-^'  =  îTI-^  =  ^2Tr^      et      /3  +  fxv  =  0, 

dont  la  dernière  donne  immédiatement 

P  =  —  uv. 

Tenant  compte  de  ce  résultat,  les  autres  deviennent 


et 


conclut 
'on  tire 

a«  +  fc« 
v«  — - 

a* 

0«6» 

± 

On  en 

~  1 

ou 

• 

ou 

v»(n*  —  iy 

D'où  1 

=*"        b 

V  — 61/      1. 

c 

(3  =  — /Jiy  =  ^  cl/—  1. 

Les  deux  foyers  situés  sur  l'axe  non  transverse  sont  donc  imaginaires, 
et  il  en  est  de  même  de  leurs  directrices. 


.116.  —  Construction  des  foyers  et  des  directrices.  —  I.  Si  C  est  un 
sommet  du  reclan^le  construit  sur  les  axes 
de  symétrie,  on  a 

5G^  =  aï  +  ftî  =  c*. 

Si  du  point  0  comme  centre  avec  OC 
pour  rayon  on  décrit  un  cercle  qui  coupe 
l'axe  Iransverse  aux  points  F  et  F',  ces 
points  sont  les  foyers  de  la  courbe. 

Ces  points  sont  à  l'intérieurdelacourbe, 
car  c  est  plus  grand  que  a.  *'   ■*' 

II.  Si  l'on  abaisse  du  foyer  F  une  perpendiculaire  FD  sur  l'une  des 
asymptotes,  le  point  D  se  trouve  sur  la  directrice  correspondant  à  ce 
foyer.  On  a,  en  effet,  dans  le  triangle  ODF 

OP  X  OF  =  ÔD", 

P  étant  le  pied  de  la  perpendicalaii-e  abaissée  de  D  sur  l'axe  OA.  Or, 
OF  =  c,  et  OD  est  visiblement  égal  à  OA,  les  triangles  OAC  et  ODF  étant 
égaux,  donc  


317.  —  Excentricité.  —  Le  rappon  des  distances  d'un  point  quelconque 
de  la  courbe  au  foyer  et  à  la  directrice  est  |/X«  =  c  :  o. 

Ce  rapport  est  plus  grand  que  1,  c'est  l'excentricité  de  ta  courbe. 

318.  —  Théobéme.  —  La  dilférence  des  rayons  vecteurs  qui  joignent 
les  deux  foyers  à  un  mi^me  point  de  la  courbe  est  égale  à  l'axe  transverse. 

En  effet,  la  distance  d'un  foyer  à  un  point  de  la  courbe  a  pour  expression 

±  (ia:  +  w),  ou  ±  ( X  +  a),  pour  la  distance  du  point  M  de  la  courbe 

au  foyer  F,  et  ±  (—x  +  aj  pour  la  distance  du  même  point  au  foyer  F'. 

Les  distances  FM  et  F'M  étant  des  quantités  essentiellement  positives, 
on  a,  en  supposant  x  positif, 

FM  =  -x  — a,       F'M  =  -ï  +  a. 
a  a 

D'où,  en  soustrayant. 
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Cette  propriété  nous  permet  de  tracer  un  arc  d'hyperbole  d'un  mouvement 
continu,  lorsqu'on  connaît  les  foyers  et  la  longueur  de  l'axe  transverse. 

On  fixe,  en  l'un  des  foyers  F'  de  la  courbe, 
l'extrémité  d'une  règle  de  façon  à  ce  qu'elle  puisse 
tourner  autour  de  ce  point.  Un  fil  flexible,  ayant 
pour  longueur  la  différence  des  longueurs  de  la 
règle  et  de  Taxe  transverse,  est  attaché  en  N  et 
en  F.  Un  crayon  M,  glissant  le  long  de  la  règle 
en  tendant  le  fil,  décrit  un  arc  d'hyperbole.  La 
différence  des  rayons  vecteurs  F'M,  FM  est,  en 
effet,  constante  et  égale  à  la  différence  des  lon- 
gueurs de  la  règle  et  du  fil. 


Fig.  95. 


319.  —  Cercle  directeur.  —  Si  nous  portons  sur  le  rayon  F'M  une  longueur  M^ 

égale  à  MF,  la  distance  F'N  sera  égale  à  ^;  le  lieu 
géométrique  de  N  est  donc  un  cercle  décrit  de  F'  comme 
centre  avec  2«  pour  rayon.  Ce  cercle  est  appelé  cercle 
directeur  de  la  courbe,  il  a  pour  équation 

ix  +  cj2  +  y2  ==  4a'^. 

Corollaire.  —  Le  lieu  des  points  situés  à  des 
distances  égales  d'un  point  F  et  d'un  cercle  de  centre 
F'  est  une  courbe  du  second  degré  (hyperbole  lorsque 
le  point  F  est  à  l'extérieur  de  la  circonférence),  dont 
les  foyers  sont  F  et  F'  et  dont  l'un  des  axes  est  égal 
au  rayon  du  cercle. 


Fig.  96. 


320.  —  Théorème.  —  Suivant  qu'un  point  P  se  trouve  à  l'extérievr  ou 
à  l'intérieur  de  la  courbe,  la  différence  PF'  —  PF,  en  valeur  absolue,  est 
plus  petite  ou  plus  grande  que  la  longueur  2a. 

Soit  M  le  point  où  la  droite  PF  rencontre  la  courbe.  On  sait  que 

MF'— MF  =  2fl. 
Donc,  en  remplaçant  MF'  par  PF'  —  PM,  valeur  plus  petite,  on  a 

PF'  _  PM  —  MF  <  2a      ou      PF'  —  PF  <  2fl. 
Lorsque  le  point  donné  est  en  P',  on  remplace  dans  l'égalité 

MF— MF  =  2«, 
MF'  par  F'P'  4-  MP',  valeur  plus  grande,  et  l'on  a 

F'P'  +  MF  —  MF  >  2a      ou      FT'  —  PT  >  2a. 
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Propriétés   relatives   aux   tangentes, 
ausL  foyers  et  aux.  direetriees. 


321.  —  Théorème.  —  Les  rayons  vecteurs  qui  joignent  les  foyers 
à  un  point  de  l'hyperbole  sont  également  inclinés  sur  la  tangente  en  ce  point. 

La  tangente  en  M  coupe  l'axe. des  x  eu  un  point  P  dont  on  obtient 
Tabscisse  en  annulant  y  dans  Téquation 

de  la  tangente.  On  trouve  ainsi 

X 


Par  conséquent, 


PF  =  c 


r2 


X 


t  » 


PF'  =  c  +  1. 

X 


et  Ton  a,  en  supposant  x'  positif, 
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PF 

PF 


c  4-  —        —x-ra 
X         a 


c  — 


a' 
x' 


—  X  —  a 
a 


MF 
MF' 


D'où  l'on  conclut  que  la  tangente  MP  est  la  bissectrice  intérieure  de 
l'angle  FMF'. 

322.  —  La  projection  d'un  foyer  sur  une  tangente  décrit  un  cercle 
concentrique  à  Vhyperbole  et  ayant  pour  diamètre  Vaxe  transverse. 

En  effet,  en  désignant  par  K  la  projection  du  foyer  F  sur  la  tangente 
en  M,  on  a 

DK  =  KF      et,  par  suite,      OK  =  ^  DF'  =  a. 

Le  théorème  suivant  est  donc  évident  : 

Le  sommet  K  d'un  angle  droit  FKM  se  meut  sur  un  cercle  0  ;  si  Vun 
de  ses  côtés  passe  par  un  point  fixe  extérieur  au  cercle,  l'autre  enveloppe 
une  hyperbole  dont  F  est  un  foyer  et  0  le  centre. 

323.  —  Tangentes  par  un  point  extérieur.—  Soit  P  le  point  par  lequel 
on  doit  mener  des  tangentes  à  l'hyperbole.  Le  problème  revient  à  chercher 
les  points  D  et  D'  symétriques  du  foyer  F  par  rapport  aux  tangentes.  On 
reconnaît  sans  peine  que  ces  points  se  trouvent  aux  intersections  du  cercle 
de  centre  P  et  de  rayon  PF,  et  du  cercle  de  centre  F'  et  de  rayon  2o. 
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Ces  points  déterminés,  il  saffit 
de  les  joindre  au  point  F  et  de 
mener  par  le  point  P  des  per- 
pendiculaires aux  droites  ainsi 
obtenues. 

Lorsque  les  deux  points  D  et  D' 
existent,  la  distance  des  centres 
P  et  F'  des  cercles  P  et  F'  est 
plus  petite  que  la  somme  de  leurs 
rayons  et  plus  grande  que  leur  dif- 
férence. On  a  donc  les  inégalités 

PF'<2a-hPF    ou    PF'— PF<2fl, 
PF>2û— PF    ou    PF'+PF>2a. 


La  première  exprime  que  le  point  P  est  extérieur  à  la  courbe  (résultat 
connu),  la  seconde  est  toujours  vérifiée,  car,  dans  le  triangle  PFF', 

PF'  -f-  PF  >  2c  >  2a. 

324.  —  On  démontrerait,  comme  au  n*  279,  que  les  angles  FPM, 
F'PM'  sont  égaux,  c'est-à-dire  que 

Les  tangentes  issues  d'un  point  P  sont  également  inclinées  sur  les 
rayons  vecteurs  qui  joignent  les  foyers  au  point  P. 

On  démontre  aussi,  avec  la  plus  grande  facilité,  que  les  angles  PF'M, 
PF'D'  sont  égaux,  c'est-à-dire  que 

Le  rayon  vecteur  qui  joint  un  foyer  au  point  de  rencontre  de  deux 
tangentes  est  la  bissectrice  du  supplément  de  Cangle  formé  par  les  rayons 
vecteurs  joignant  le  même  foyer  aux  points  de  contact. 

Remarque.  —  Ce  dernier  théorème  doit  être  légèrement  modifié  lorsque 
les  deux  tangentes  touchent  le  même  arc  de  courbe;  le  rayon  vecteur 

qui  joint  le  foyer  au 
point  d'intersection 
des  deux  tangentes, 
est,  dans  ce  cas,  la 
Inssectjnce  de  Vangle 
formé  par  les  rayons 
vecteurs  des  points  de 
contact  (279). 

En   effet,  les  tri- 
angles F'DP  et  FD'P 
étant  égaux,  on  en  conclut  l'égalité  entre  les  angles  MF'P  et  M'F'P. 


F'^ 


:^M' 


Fig.  99. 
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On  voit  aussi  que  les  angles  MFP  et  MTP  sont  égaux. 
Le  théorème  :  Les  droites  qui  joignent  deux  poinis  de  la  courbe  aux 
deux  foyers  déterminent  un  quadrilatère  inscriptible,  est  aussi  vrai. 

326.  —  L'angle  sous  lequel  on  voit  d'un  foyer  une  portion  de  tan- 
gente mobile,  comprise  entre  deux  tangentes  fixées,  est  constant. 
Soient  deux  tangentes  fixes 

PM,  PM'  et  une  tangente  mobile 
AB  touchant  la  courbe  en  un 
point  C.  D'après  les  théorèmes 
précédents,  on  a,  entre  les 
angles  de  la  figure  ci-contre, 
les  égalités 

BFC=BFM,    CFA  =  AFM'. 

D'où,  en  ajoutant  membre  à 
membre,  Fig.  loo. 


AFB  =  BFM  +  AFM'  =  i(MFP  +  PFM')  =  MFP  =  PFM'. 


326.  —  Le  théorème  du  n°  282  est  encore  vrai,  lorsque  la  courbe  est 
une  hyperbole. 

Lorsque  les  deux  poinis  de  section  A  et  B  de  la  sécante  sont  situés  sur 
une  même  branche  de  courbe,  la  droite  qui  joint  le  foyer  F  au  point  C  où 
la  sécante  rencontre  la  directrice  correspondante  est,  comme  pour  TeUipse, 
la  bissectrice  du  supplément  de  AFB. 

Lorsque  la  sécante  coupe  la  courbe  en  deux  points  non  situés  sur  la 
même  branche  de  courbe,  le  rayon  qui  joint  le  foyer  au  point  de  section  de 
la  sécante  avec  la  directrice  est  la  bissectrice  de  Tangle  AFB. 

Les  théorèmes  : 

La  portion  d'une  tangente  comprise  entre  le  point  de  contact  et  une 
directrice  est  vue  du  foyer  correspondant  sous  un  angle  droit; 

Lorsqu'une  droite  tourne  autour  du  foyer  y  son  pôle  décrit  la  directrice 
correspondante  ; 

La  droite  qui  joint  le  pôle  d'une  corde  focale  au  foyer  est  perpendi- 
culaire à  la  corde, 
sont  encore  vrais  dans  le  cas  d'une  hyperbole. 


Fig.   101. 
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327,  —  Soit  un  point  M  de  la  courbe;  menons  par  ce  point  une 

parallèle  MG  à  Tasymptote  OH,  et  ter- 
minons-la au  point  G  de  la  directrice 
correspondant  au  foyer  F. 

La  droite  MO  est  une  sécante  dont 
l'un  des  points  de  section  M'  avec  la 
courbe  est  situé  à  Tinfini;  par  consé- 
quent, si  par  le  foyer  F  nous  menons 
la  droite  FM'  parallèle  à  MC,  le  rayon 
vecteur  FC  sera,  d'après  un  théorème  pré- 
cédent, la  bissectrice  du  supplément  de 
l'angle  MFM'. 

En  désignant  par  D  le  point  de  rencontre  de  FM'  avec  la  seconde 
asymptote,  on  a  par  conséquent 

angle  MFC  =  angle  CFD, 

et,  comme  les  angles  MCF  et  CFD  sont  égaux  comme  alternes  internes,  on 
en  conclut  que  le  triangle  MCF  est  isocèle.  D'où  le  théorème  : 

La  portion  d'une  parallèle  à  une  aJfymptoîe  comprise  entre  un  point  M 
de  la  courbe  et  une  directrice  est  égale  au  rayon  vecteur  joignant  le  point 
M  au  foyer  correspondant  à  la  directrice  donnée. 

Exercices.  —  1.  Les  tangentes  à  une  courbe  à  centre  du  second  degré,  symé- 
triques par  rapport  à  une  droite  donnée,  se  rencontrent  en  un  point  M  qui  décrit  une 
hyperbole  équilatère  concentrique  à  la  courbe  donnée,  passant  par  ses  foyers,  et 
dont  Tune  des  asymptotes  est  parallèle  à  la  droite  donnée. 

2.  Construire  une  hyperbole  connaissant  une  asymptote,  un  point  et  un  foyer. 

3.  Construire  une  hyperbole  connaissant  une  asymptote,  un  point  et  une 
directrice. 

4.  Le  lieu  de  l'intersection  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  d'une  courbe 
du  second  degré  sur  une  tangente  mobile,  avec  le  rayon  vecteur  mené  du  foyer  au 
point  de  contact  est  un  cercle. 


§7*  —  Hyperbole   rapportée  à  ses   asymptotes. 


328.  —  Équation  de  la  courbe.  —  Rapportée  à  son  centre  et  à  ses 
asymptotes  comme  axes  de  coordonnées,  Thyperbole  a  pour  équation  (237) 

.      _       Al/(/  —  2/1  cos  0  +  m)g  +  A(li^  —  /m)sin'  6 
^y  ~  "^  (/i2  —  Im)^  ' 
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ou,  en  supposant  que  la  courbe  se  trouve  dans  Tangle  GOC  ou  w  des 
asymptotes, 

ixy  =  ik^      ou      xy  =  k^, 

L*axe  transverse  étant  dirigé  suivant  la  bis- 
sectrice de  Tangle  w,  les  coordonnées  asymp- 
totiques  du  sommet  A  sont  égalés  et,  comme 
leur  produit  est  égal  à  k^,  chacune  d'elles  est       o 
égale  à  k.  Dans  le  triangle  OGA,  on  a 

ÔÂ^  =  a»  =  ÔG^  +  GÂ^  -f  20G  X  GA  cos  o), 


ou  encore 

a»  =  2fc2(l  +  cos  6))  =  4^2  cos2  {  &>; 
et  comme  (c  étant  égal  à  OF) 


Kig.  102. 


on  en  conclut 


a' 


Aa^k^ 


oi        a 
cos2=-, 


c2        a2  -f  ft2 

ou  /C2  =  ^=-^— . 


L'équation  de  l'hyperbole  devient  donc  encore 

4x1/  =  c^  =  «2  +  b^. 

Corollaire.  —  De  ce  qui  précède  on  conclut  Tégalité 


fl2  4-  ^2  «  i 


^y{l  —  2/i  cos  e  +  m)2  +  4(/i2  —  /m)  sin2e 


(/i2  -  /m)2 


Combinant  avec  la  formule  connue 


smo)  = 


2  sin  e  \^h^  —  Im 


on  obtient 


V{1  —  %h  cos  e  +  m)2  +  m^  —  /m)sin2  ô 


a2  +  ^2=i2sine 


Et  comme  on  a  aussi  (288) 


a2  _  ^2  =  _ 


sin  co     Vlh^-lJYif' 


AW  — 2/icosÔ-f-m) 


(/l2  -  /7n)2 
on  tire  facilement  les  valeurs  de  oU^  et  de  ^2. 

829.  —  Selon  qu*un  point   P(a,  (3)  est  extérieur  ou  intérieur  à 
C  hyperbole,  la  quantité  4a  j3  —  c^  est  plus  petite  ou  plus  grande  que  zéro. 
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Écartons  d'abord  le  cas  où  le  point  donné  se  trouve  dans  l'un  des 

angles  xoy'  x'oy,  car  le  produit  de  ses  coordonnées 
est  alors  négatif,  et  on  a  toujours 

4a/3  —  c2  <  0. 

Supposons  maintenant  le  point  en  P,  et  dési- 
gnons par  x'  Tabscisse  du  point  M  d'intersection 
de  la  courbe  avec  une  parallèle  à  ox  menée  par  P. 
On  a 

4x'l3  —  c2  =  0     ou     4a|3  —  c2  <  0, 

l'abscisse  a  étant  plus  petite  que  x\ 
La  démonstration  est  la  même  quand  le  point  est  en  P'.  Le  cas  où  le 
point  est  à  l'intérieur  de  la  courbe  donne  lieu  à  une  discussion  analogue. 

330.  —  Tangente  en  un  point  de  la  courbe.  —  Il  suffit  de  chercher 
les  fonctions  F'^,,  F'^,,  F',f  et  de  les  remplacer  par  leurs  valeurs  dans 
l'équation  générale 

^F',,  +  y¥\.  +  ^FV  =  0 

de  la  tangente  au  point  M(a;',  y\  z)  d'une  courbe  du  second  degré.  On 
obtient  ainsi  (z  =  z'  =  i), 

c* 
xy'  4-  yx'  =  "â,    avec  la  relation     4x'i/'  =  c^. 


En  éliminant  c*,  on  trouve  encore  pour  l'équation  de  la  tangente 
xy'  +  x*y  =  Sx'y'         ou 


^  +  ^  =  2. 
X        y 


Cette  droite  coupe  l'axe  des  x  en  un  point  S  (fig.  402)  ayant  pour 
abscisse  2a;',  et  l'axe  des  y  en  un  point  R  ayant  pour  ordonnée  ^y' . 

On  retrouve  ainsi  le  théorème  du  n*  295. 

Réciproquement,  ce  théorème  étant  connu,  on  peut  trouver  facilement 
l'équation  de  la  tangente. 

331.  —  Tangentes  par  un  point  extérieur.  —  Les  coordonnées  du 
point  étant  a  et  j3,  celles  des  points  de  contact  sont  données  par 

ay'  +  (3x'  =  |,        ixY  =  cK 

En  éliminant  y'  entre  ces  équations,  on  obtient,  lorsque  |3  n'est  pas  nul, 


X'  = 


c^  ±  c  ]/c^  —  4^|3 
4|3 
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Les  valeurs  de  x'  ne  sont  réelles  que  lorsque 

4ap  —  c2  ^  0. 
Il  y  a  donc  à&w\  tangentes  quand  le  point  est  extérieur  à  la  courbe. 

332.  —  Ligne  des  contacts.  —  La  ligne  des  contacts  de  ces  tangentes 
est  représentée  par  l'équation  ^ 

Cette  droite  rencontre  les  asymptotes  aux  points    q 
M  et  N  tels  que 

Les  points  de  contact  des  deux  tangentes  sont 
situés  sur  une  même  branche  de  courbe  quand  les 

^2       ^2 

les  quantités  5^,  ^,  ou  a  et  (3  ont  ie  même  signe,  c'est-à-dire  quand  le 

point  P  est  dans  l'angle  des  asymptotes  qui  comprend  la  courbe,  résultat 
déjà  trouvé. 

333.  —  Tangente  parallèle  à  une  droite  donnée.  —  Soit  i  le  coefficient 
angulaire  de  la  droite  donnée;  les  points  de  section  de  la  droite 

t/  =  roc  +  * 

avec  la  courbe  ont  pour  abscisses  les  racines  de  l'équation 

^X[tX  -f  5)  =  C2  ou  4fx2  +  4^0;  —  C2  =  0. 

La  droite  ci-dessus  est  tangente  à  la  courbe,  quand  les  racines  de  cette 
équation  sont  égales,  c'est-à-dire  quand  on  a  les  conditions 

/  ^  0,        52  4-  fc»  =  0, 

dont  la  dernière  montre  que  X  doit  être  négatif  pour  que  le  problème  soit 
possible.  La  droite  menée  de  l'origine,  parallèlement  à  la  droite  donnée,  doit 
donc  se  trouver  dans  l'angle  des  asymptotes  qui  ne  comprend  pas  la  courbe. 
De  la  relation 


52  -f  1^2  =  0,        on  tire        5  =  ±  V—  tc^. 
D'où,  pour  l'équation  des  tangentes  parallèles  à  une  droite  donnée, 

y=:tX±  V—  tC^, 
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334.  —  Équation  des  tangentes  issues  d'un  point  extérieur.  —  En 

raisonnant  comme  au  n°  263,  on  trouve  pour  l'équation  quadratique  des 
tangentes  issues  du  point  P(a,  j3), 

(ay  —  |3.x)2  4-  c2(j3  —  y){a  —  x}  =  0, 

ou  encore, 


ay  +  ^x  —  jj-A  [xy  —  j]  ^a/3  -  ^ 


=  0. 


336.  —  Diamètres  conjugués.  —  L'équation  générale  des  diamètres 
devient,  dans  ce  cas, 

y  +  tx  =  0        ou        y  =  —  tx. 

Les  équations  de  deux  diamètres  conjugués  sont  donc  (207) 

y  =  tx        et        y  =  —  tx. 

Les  coefficients  angulaires  de  deux  diamètres  conjugués  d'une  hyperbok 
rapportée  à  ses  asymptotes  sont  donc  égaux  et  de  signes  contraires. 

Cette  propriété  peut  aussi  se  démontrer  géométriquement  d'une  manière  assez 
simple. 
Soient  OA'  un  diamètre,  H'G'  la  tangente  au  point  A'  de  la  courbe.  On  sait  que 

le  diamètre  OC  conjugué  à  OA'  est  parallèle  à  G'H'.  Prenons 
OC  =-  H'A'  =  A'G'.  Les  figures  OH'A'C,  OA'G'C  sont  des 
parallélogrammes;  par  conséquent,  A'C  est  parallèle  à  Ox 
et  est  divisée  en  deux  parties  égales  parOy.  Les  points  A'  etC 
ont  donc  des  ordonnées  identiques  et  des  abscisses  égales  et 
désignes  contraires;  les  droites OA'  et  OC  ont  par  conséquent 
des  coefficients  angulaires  égaux  et  de  signes  contraires. 

Exercices.  —  4.  Si,  sur  une  corde  d*une  hyperbole  consi- 
dérée comme  diagonale,  on  construit  un  parallélogramme 
^^'  dont  les  côtés  soient  respectivement  parallèles  aux  asymp- 

totes, l'autre  diagonale  passera  par  le  centre. 

2.  Toute  corde  d'une  hyperbole  divise  en  deux  parties  égales  la  portion  de  Tune 
ou  de  l'autre  asymptote  comprise  entre  les  tangentes  à  ses  extrémités. 

3.  Les  sécantes,  joignant  un  point  quelconque  d'une  hyperbole  à  deux  points 
fixes  de  la  courbe,  interceptent  sur  l'une  des  asymptotes  des  segments  constants. 

4.  Une  tangente  à  l'hyperbole  rencontre  les  asymptotes  en  deux  points  A  et  B 
qui,  avec  les  foyers  F  et  F'  de  la  courbe,  sont  les  sommets  d'un  quadrilatère 
inscriptible. 


H' 
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CHAPITRE  IV. 

DE  LA  PARABOLE. 


§   1«  —  Oe  la  courbe,  des  tcàn^entee 

et  des  nonnales* 

386.  —  Équation  de  la  courbe.  —  Nous  avons  vu  que,  lorsqu*on  prend 
pour  axes  de  coordonnées  un  diamètre  et  la  tangente  menée  à  son  extrémité, 
l'équation 

d'une  parabole  devient 

^  sin»  e'  \  (^  —  2/1  cose  H-  mf    ' 

ô  représentant  l'angle  des  anciens  axes  de  coordonnées,  ô'  l'angle  des  nou- 
veaux (236)  ;  elle  s'écrit,  en  désignant  par  2/?'  le  coefficient  positif  de  a:, 

2/2  =  2p'a;. 

La  quantité  ^p'  s'appelle  'paramètre  du  diamètre  auquel  la  courbe  est 
rapportée. 

Lorsque  0'  =  -^j  c'est-à-dire  quand  la  courbe  est  rapportée  à  son  axe 

de  symétrie  et  à  la  tangente  au  sommet,  le  coefficient  de  a;,  dans  l'équation 
de  la  courbe,  est  appelé  paramètre  principal  et  on  le  désigne  par  2p. 
L'équation  est  alors 

^  \  (/  —  2/i  cos  0 -I- m)3  ^  ^ 

Il  résulte  de  là  que 

2p  =  2jt)'  sin2  0'. 

Le  paramètre  principal  est  donc  égal  au  paramètre  d*un  diamètre 
multiplié  par  le  carré  du  sinus  de  Vangle  que  cette  droite  fait  avec  ses 
cordes  conjuguées. 

16 
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887.  —  Forme  de  la  courbe.  ~  De  Téquation 
t/2  =  ^p'Xy      on  tire       y  =  ±  V^f'x, 

Les  seules  valeurs  de  x  qui  correspondent  à 
des  points  réels  sont  les  valeurs  positives  com- 
prises entre  0  et  oo.  Pour  chacune  de  ces 
j£    valeurs,  on  obtient  deux  points  M  et  M',  ayant 
des  ordonnées  égales  et  de  signes  contraires. 

Lorsque  x  croît,  y  croît  également  en  valeur 
absolue.  La  courbe  se  compose  donc  de  deux 
branches  se  réunissant  à  Torigine  et  s*éloignant 
Fig,  106.  indéfiniment  du  diamètre. 

888.  —  Un  point  dont  les  coordonnées  sont  a  et  ^  est  extérieur  ou 
intérieur  à  la  courbe  suivant  que  la  différence 


\2 


2p'a 


est  plus  grande  au  plus  petite  que  zéro. 

Supposons  d'abord  le  point  donné  en  P;  menons  la  parallèle  PM  à  Taxe 
des  X,  et  soit  M  le  point  de  rencontre  de  cette  droite  avec  la  parabole. 
On  a,  x'  désignant  Tabscisse  du  point  M, 

/32  — 2/?x'  =  0; 

par  conséquent,  x'  étant  plus  grande  que  a, 

(52  —  ipx  >  0. 

On  démontrerait  de  même  que,  pour  le  point  intérieur  P'(a',  |3'),  on  a  la 

relation 

^'2  _  2/a'  <  0. 

889.  —  Tangente  en  un  point  de  la  courbe.  —  On  trouve,  en  opérant 
comme  précédemment,  que  lorsque  la  parabole  a  pour  équation 

t/2  —  ^p'x  =  0, 
celle  de  la  tangente  au  point  M  {x\  y')  se  réduit  à 

yy'  —  P''  (^  +  ^')  =  ^' 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  est  donc  -,;  il  tend  vers  zéro 
quand  y'  tend  vers  Tinfini. 
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La  tangente  à  la  parabole  tend  donc  à  devenir  parallèle  à  Taxe  de  la 
courbe,  à  mesure  que  le  point  de  contact  s'éloigne. 

SouS'tangeute,  —  Si,  dans  Téquaiion  de  la  tangente,  nous  annulons  y, 
nous  obtenons,  pour  l*abscisse  du  point  où  cette  droite  rencontre  Taxe  des  x, 

X  -f  a:'  =  0,        ou        x  =  —  x\ 

Donc,  la  tangente  rencontre  le  diamètre  choisi  comme  axe  des  abscisses 
en  un  point  B  (fig.  106)  dont  l'abscisse  est  égale  et  de  signe  contraire  à 
celle  du  point  de  contact.  La  longueur  AB  est  appelée  sous-tangente, 

La  sous-tangente  est  donc  double  de  Vahscisse  du  point  de  contact. 

On  voit  aussi  que  la  distance  OC,  de  Torigine  au  point  de  rencontre  de 
la  tangente  avec  Taxe  Oi/,  est  la  moitié  de  l'ordonnée  du  point  de  contact. 

Ces  résultats  nous  permettent  de  mener,  avec  la  plus  grande  facilité,  une 
tangente  en  un  point  donné  d'une  parabole. 

840.  —  Tangentes  par  un  point  extérieur.  —  Soient  a  et  |3  les  coordon- 
nées d'un  point  P,  x'  et  y'  les  coordonnées  du  point  de  contact  de  Tune 
des  tangentes  issues  de  P  ;  on  a  les  relations 

/32/'  =  p'(«  +  x'),        i/'2  =  2pV. 
L'élimination  de  x'  entre  ces  équations  donne 


On  trouve  facilement  les  deux  valeurs  de  x'.  Il  y  a  donc  deux  tangentes 
issues  d'un  point  P  non  situé  sur  la  courbe.  Elles  sont  réelles  quand 

P2  —  2jo'a  >  0, 

c'est-à-dire  quand  le  point  est  à  l'extérieur  de  la  courbe  ;  elles  sont  ima- 
ginaires dans  le  cas  contraire. 
La  ligne  des  contacts,  ou  la  polaire  de  P,  a  ici  pour  équation 

(3l/  =  p'  (a  -f  X). 

341.  —  Tangente  parallèle  à  une  droite  donnée.  —  Désignons  par  t 
le  coefficient  angulaire  de  la  droite  donnée;  on  trouve  les  abscisses  des 
points  de  section  d'une  droite,  qui  lui  est  parallèle,  avec  la  parabole  en 
résolvant  l'équation 

(tx  -+-  sf  —  2p'aî  =  0      ou      /V  -f  2  (^*  —  p')x  +  5^  =  0, 

obtenue  en  éliminant  y  entre  l'équation  de  la  courbe  et 

y  =  fx  -f  5. 
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La  droite  représentée  par  cette  dernière  équation  est  tangente  à  la  para- 
bole quand  les  racines  de  l'équation  du  second  degré  précédente  sont  égales, 
c'est-à-dire  quand 

(ts  —  p'f  —  (V  =  0, 
ou,  en  développant, 

^tp's  —  y^  =  0     ou    *  =  |-^- 

La  tangente  unique  a  donc  pour  équation 

y  =  ^^-^  |- 

342.  —  Couple  des  tangentes  issues  d'un  point.  —  En  raisonnant 
comme  au  n**  263,  on  trouve  que  Téquation  du  couple  des  tangentes 
issues  du  point  P  (a,  |3)  est  le  résultat  de  Télimination  de  t  entre  les 
équations 

P  —  y  =  î(a  —  X),         p  =  «a  +  |-^. 
On  trouve  ainsi 

^       a  —  x  2     (3  — 2/ 

ou  encore 

2(aî/  -  ^x)  (P  -  y)  =  p'(a  -  a:)2. 

Cette  équation  peut  encore  s'écrire 

[&y  -  p'(«  +  ^)f  -  {/3«  -  2p'«)  (y*  —  ^p'^)  =  0. 

348,  —  Normale.  —  Par  rapport  à  l'axe  de  symétrie  et  à  la  tangente 

au  sommet  de  la  courbe,  la  tangente,  en  un  point  M  {x\  y')  de  la  courbe, 

a  pour  équation 

yy'  —  p{x  +  x')  =  0  ; 

la  normale  au  même  point  est  donc  représentée  par 

y  —  y'=—ï-(x  —  X'). 

r 

Pour  chercher  l'abscisse  à  l'origine  de  cette  droite,  on  annule  y  dans 
son  équation;  on  obtient  ainsi  (fig.  107) 

ON  =  X  =  x'  +  jy. 
D'où  l'on  tire 

ON  —  x'  =  RN  =  p. 

La  distance  RN,  appelée  sous  normaUj  est  donc  constante  et  égale  à  la 
moitié  du  paramètre  principal. 
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On  en  conclut  un  nouveau  moyen  de  mener  la  tangente  en  un  point  de 
la  parabole. 

Il  suffit  de  porter,  à  partir  de  R,  pied  de  l'ordonnée  du  point  donné,  une 
longueur  RN  égale  à  la  moitié  du  paramètre  principal  pour  obtenir  un 
point  N  de  la  normale.  La  normale  étant  connue,  on  trace  facilement  la 
tangente  qui  lui  est  perpendiculaire. 

ËxERacE.  — -  Si,  d'un  point  de  la  corde  des  contacts  de  deux  tangentes  à  une 
parabole,  on  mène  deux  parallèles  à  ces  tangentes,  Tune  des  diagonales  du  paral- 
lélogramme ainsi  formé  sera  tangente  à  la  courbe. 

§  ^«  —  Des  diamètres. 

344.  —  Équation  des  diamètres.  —  L'équation  d'un  diamètre  en  fonc- 
tion du  coefficient  angulaire  de  ses  cordes  conjuguées  est 

P'x  +  ^^\  =  0'        0"        ty  —  p'  =  0 

quand  la  parabole  est  représentée  par 

j/2  —  2/?'x  =  0. 

Tous  les  diamètres  sont  donc  parallèles. 

Réciproquement,  toute  droite  parallèle  au  diamètre  Ox  est  aussi  un 
diamètre.  L'équation  d'une  telle  droite  est,  en  effet, 

y  — î/'  =  0; 
elle  peut  s'écrire 

y-ty'  =  0         OU        ^,y-p'  =  0, 

et  représente  un  diamètre  dont  les  cordes  conjuguées  ont  pour  coefficient 

angulaire  — „  lequel  est  précisément  celui  de  la  tangente  à  la  courbe  au 

point  ayant  pour  ordonnée  y'  (339).  Il  n'y  a  évidemment  pas  de  diamètres 
conjugués. 

846.  —  Axe  de  symétrie.  —  Un  diamètre  est  perpendiculaire  à  ses 
cordes  conjuguées  quand  on  a  la  relation 

\  -^  tt'  +  {t  +  t')  cos  9'  =  0, 

f  et  t  étant  les  coefficients  angulaires  du  diamètre  et  de  ses  cordes  con- 
juguées. Le  coefficient  angulaire  t' du  diamètre  étant  nul,  la  relalion  précé- 
dente devient 

1 

4  +  t  cos  9'  =  0       ou       t  = p,. 

cos  G 


—  246  — 


Le  diamètre  correspondant  à  œs  cordes  a  donc  pour  équation 


cos  0'  ^       ^ 


ou 


!/  =  —  p'  cos  0'. 


L*axe  de  symétrie  de  la  parabole  passe  donc  par  le  point  de  la  courbe 

(sommet)  dont  Tordonnée  MP  est  égale  à  —  p'  cos  0'. 

Réciproquement, 

MR  =  Y  =  p'  cos  0'  sin  0' 

représente  Téquation  du  diamètre  Mx  en  fonction  de  son  paramètre  et  de 

l'angle  0'  qu'il  fait  avec  ses  cordes  conjuguées, 
la  courbe  étant  rapportée  à  son  axe  de  symé- 
trie et  à  la  tangente  au  sommet  comme  axes 
de  coordonnées. 
Par  rapport  à  ce  système  de  coordonnées, 
X    un  diamètre  quelconque  a  pour  équation 

ty  —  p  =  ^, 

2p  étant  le  paramètre  principal.  L'équation 
Y  =  p'  sin  0'  cos  e\ 


Fig.  107. 

pouvant  s'écrire 


pY 


p  =  0, 


p'  cos  0'  sin  0' 
on  en  conclut  que  les  cordes  conjuguées  au  diamètre  Mx,  que  cette  équa- 


tion représente,  ont  pour  coefficient  angulaire  ^ 
angulaire  étant  aussi  égal  à  tg  0'  (33),  on  a 


p'  cos  0'  sin  0 


7.  Ce  coefficient 


^  p'  cos  0'  sin  0' 

formule  précédemment  trouvée  (336). 


ou 


p  =  p'  sin^  0', 


S46.  —  On  sait  que  les  distances  OP,  OR  sont  égales;  le  triangle  MPR 

donne 

PR  =  MP  cos  0'        ou        20R  =  p'  cos2  0'. 


A  cause  de  la  relation 


2p  =  2p'  sin2  0', 


on  a 


40R  -h  2p  =  2p'(cos2  0'  +  sin2  0')  =  2p'. 


D'où  l'on  tire 


2p'  =  4(0R  +1). 
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Remarquons  que  OR  est  Tabscisse  de  rextrémité  M  du  diamètre  Mx. 
Donc 

Le  paramètre  d'un  diamètre  est  égal  au  quadruple  de  Vabscisse  de  son 
extrémité  augmentée  du  quart  du  paramètre  principal. 

§  3.  —  Foyer  et  direoÊriee. 

S47.  —  Coordonnées  du  foyer,  équation  de  la  directrice.  —  Soient  a 
et  0  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  foyer  de  la  parabole  situé  sur 
sur  Taxe  de  symétrie  Ox, 

L'équation  de  la  courbe  doit  pouvoir  se  mettre  sous  la  forme 

On  trouve  les  valeurs  de  a,  X,  y  en  identifiant  cette  équation  avec  celle 
de  la  parabole 

On  obtient  ainsi 

V 
Ces  équations  donnent  immédiatement 

On  en  tire 

V 

XV  =eL^  =  {p  —  (xf,  OU  a  =  s-- 

La  parabole  n*a  donc  qu'un  seul  foyer. 
De  ce  que  Ton  a 

a  +  Xy  =  p  OU  kv  =  p  —  a  =  S"» 

on  conclut  que  X  et  v  ont  le  même  signe,  ces  quantités  sont  donc  positives 
et  X  =  1 .  La  directrice  a  donc  pour  équation 

Xx  -f  V  =  0        ou        X  +  ^  =  0. 

Le  pied  de  la  directrice  est  donc  le  point  symétrique  du  foyer  par  rapport 
à  l'origine. 

348.  —  Le  rapport  des  distances  d'un  point  de  la  courbe  au  foyer  et  à 
la  directrice  étant  égal  à  l^X^  ou  à  l'unité,  on  en  conclut  que  ces  distances 
sont  égales. 
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Cette  propriété  nous  permet  de  tracer  un  arc  de  parabole  d*un  mouvement 

continu. 

Imaginons  qu'une  équerre  soit  placée  le  long 
d'une  règle  ABD  de  la  manière  indiquée  dans  la 
figure  ci-contre,  et  soit  un  fil  de  longueur  BC  attaché 
au  point  F  et  à  l'extrémité  C  de  Téquerre. 

Si  Ton  £ait  glisser  celle-ci  le  long  de  la  règle,  un 
crayon  M,  tendant  le  fil  contre  le  côté  BG  de  requerra, 
décrit  une  parabole,  car  la  distance  iHB  est  toujours 
égale  à  MF. 

On  peut  aussi,  à  l'aide  du  compas,  construire  un 
point  quelconque  d'une  parabole  dont  on  connaît  le 
Fig.  108.  foyer  et  la  directrice. 

349.  —  Distance  d'un  point  de  la  courbe  au  foyer.  —  La  distance 
d'un  point  de  la  courbe  au  foyer  a  pour  expression 

MF  =  ±  (Xx  -f  v)  =  a:  +  ^. 

On  conclut  de  là  que  le  paramètre  2/>'  d'un  diamètre  est  égal  à  quatre 
fois  la  distance  du  foyer  au  point  où  il  coupe  la  courbe  (346).  Le  para- 
mètre du  diamètre  MH  a  pour  valeur 
P'    M.^  P  2;?' =  4  MF. 

Remarque.  —  De  ce  que 

MH  =  MF, 

on  conclut 

FM  =  AD  =  ?  +  a:, 

Fig.  109.  résultat  trouvé  ci-dessus. 


360.  —  La  parabole  est  la  limite  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole 
dont  Vun  des  foyers  et  le  sommet  correspondant  restent  fixes,  tandis  que 
le  grand  axe  ou  l'axe  transverse  augmentent  indéfiniment. 

L'équation  d'une  ellipse  rapportée  au  grand  axe  et  à  la  tangente  à 
l'une  de  ses  extrémités  B  est 


aV  +  ^2  (^  —  af  =  a^b^ 


b^  b^ 

ou      y^+  -^x^  —  ^^x  =  0. 
^        a^  a 

b^     62 


Cherchons  ce  que  deviennent  les  coefficients  -gî   — »   lorsque    a    aug- 


a' 


a 


mente  indéfiniment,  la  longueur  BF  restant  constante.  En  désignant  cette 
distance  par  |,  on  a 


BF=|=û  —  c=a  — k^fl2_/^2^ 


=1" 


^   b^ 
Quand  a  augmente  indéfiniment,  les  coefficients  -j,  —  onlrespectivemeni 

pour  limites  lévo  el  p;  l'équation  de  la  courbe  devient  donc 

y'  —  2px  =  0, 

et  représente  une  parabole  de  foyer  F  et  de  somme!  B. 

La  dëmonslration  est  la  même  lorsqu'il  s'agit  d'une  hyperbole  dont  l'axe 
(ransverse  augmente  indélinlmeni. 

On  peut  déduire  de  là  un  certain  nombre  de  propriétés  de  la  parabole 
comme  des  cas  particuliers  de  théorèmes  relatifs  à  l'ellipse  ou  à  l'hyperbole. 
Nous  démontrerons  néanmoins  directement  les  principales  propriétés  de  la 
parabole. 

361.  —  Point  intérieur  ou  extérieur  à  la  parabole.  —  Soii  un  point  P 
intérieur  à  la  parabole;  joignons  PF  et  menons  PH  perpendiculaire  â  la 
directrice,  et  soient  H  le  pied  de  cette  perpendiculaire  et  M  le  point  oh  elle 
rencontre  la  courbe.  Dans  le  triangle  MPF  (Hg.  109),  on  a 

PF  <  MF  +  MP  <  HM  +  MP  <  PH. 
Dans  le  cas  d'un  point  P'  extérieur,  on  a 

P'F  >  MF  —  MP'  >  MH  —  MP'  >  HP'. 

362.  —  Tangentes  et  foyer.  —  Soit  MC  la  tangente  en  tm  point  M 
d'une  parabole  de  foyer  F  et  de  sommet  0.  En  désignant  par  D  le  pied  de 
l'ordonnée  du  point  M,  et  par  A  celui  de  la  directrice,  on  a 

OD  =  OC.        AO  ^  OF. 

Par  conséquent, 

CO  +  OF  =  OD  +  OA 
ou 

CF=.AD  =  MH  =  MF, 

H  étant  la  projection  du  point  M  sur  la 
directrice. 

Le   triangle   CFM    étant    isocèle,    les 
angles  FGM,  FMC,  HMC  sont  égaux.  pig.  no. 
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La  tangente  MC  fait  donc  des  angles  égaux  avec  l'axe  de  symétrie  et  le 
rayon  vecteur  au  point  de  contact. 

Le  point  B  de  section  de  la  tangente  MC  avec  la  tangente  au  sommet  est 
évidemment  le  milieu  de  MC,  puisque  0  est  le  milieu  de  CD  ;  par  consé- 
quent, FB  est  perpendiculaire  à  MC.  Donc 

La  projection  du  foyer  sur  une  tangente  décrit  la  tangente  au  sommet 
de  la  parabole. 

La  tangente  en  M  est  aussi  perpendiculaire  au  milieu  de  la  droite  HF 
qui  joint  le  foyer  au  point  H  ;  car  le  triangle  FMH  est  isocèle  et  le  point  B 
est  le  milieu  de  la  base  HF.  D'où  Ton  conclut  un  moyen  de  mener  une 
tangente  à  la  courbe,  connaissant  le  foyer  et  la  projection  H  du  point  de 
contact  sur  la  directrice. 

363.  —  Tangentes  par  un  point  extérieur.  —  Soit  un  point  P  extérieur 
à  la  courbe.  Pour  mener  une  tangente  par  ce  point,  il  suffît  évidemment  de 
déterminer  le  point  H,  projection  du  point  de  contact  sur  la  directrice.  Ce 
point  est  visiblement  situé  à  l'intersection  de  celte  droite  avec  le  cercle 
décrit  de  P  comme  centre  avec  PF  comme  rayon.  Ce  cercle  coupe  généra- 
lement la  directrice  en  deux  points  H  et  H'. 

Il  y  a  donc  généralement  deux  tangentes  dont  les  points  de  contact  M 
et  M'  se  trouvent  aux  points  de  section  de  ces  droites  avec  les  parallèles 
HM,  H'M'  à  OF. 

Il  y  a  toujours  deux  solutions  quand  la  distance  du  point  P  à  la  direc- 
trice est  plus  petite  que  le  rayon  FP.  Cette  condition  n'est  réalisée  que 
lorsque  le  point  P  est  extérieur  à  la  courbe  (351). 

Quand  le  point  P  est  à  l'intérieur  de  la  parabole,  sa  distance  à  la  direc- 
trice est  plus  grande  que  le  rayon  PF  et,  par  conséquent,  les  points  H  et 
H'  ne  peuvent  exister. 

Il  n'y  a  donc  pas  de  tangentes  dans  ce  cas  (340). 

364.  —  Les  angles  PHH',  PH'H  sont  égaux,  et  il  en  est  de  même  des 
angles  PHM,  PH'M'  qui  valent  les  premiers  augmentés  chacun  d'un 
angle  droit;  et  ces  derniers  angles  sont  respectivement  égaux  à  PFM, 
PFM'.  Par  conséquent  : 

La  droite  qui  joint  le  foyer  au  point  d'intersection  de  deux  tangentes 
est  également  inclinée  sur  les  rayons  vecteurs  qui  joignent  le  foyer  aux 
points  de  contact. 

Corollaire.  —  Lorsque  la  ligne  MFM'  est  droite,  les  deux  angles  PFM, 
PFM'  sont  droits,  et  il  en  est  de  même  de  leurs  égaux  PHM,  PH'M';  ce  qui 
prouve  que  le  pomt  P  se  trouve  sur  la  directrice.  Donc  le  pôle  d'une  corde 
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focale  décrit  la  directrice,  et  la  droite  qui  joint  le  pôle  au  foyer  est  perpen- 
diculaire sur  la  corde, 

366.  —  De  ce  que  Ton  a 

HPM  =  MPF,        HTM'  =  MTF, 

on  obtient,  en  ajoutant  membre  à  membre, 

MPM'=  HPM  +  HTM'=  iHPH'. 

Si  le  point  P  se  trouve  sur  la  directrice,  Tangle  HPH'  est  égal  à  deux 
droits  et,  par  conséquent,  les  tangentes  PM,  PM'  sont  rectangulaires.  Donc 
Deux  tangentes  rectangulaires  se  coupent  sur  la  directrice, 

366.  —  L'examen  de  la  figure  précédente  fait  voir  que  Ton  a  les  égalités 
suivantes  entre  les  angles  : 

HPH'  =  TT  —  2PHH'  =  27r  —  2PHM  =  2;:  —  2PFM  =  MFM'. 

D'où 

2MPM'  =  MFM'. 

On  a  donc  le  théorème  : 

L'angle  des  rayons  vecteurs  qui  joignent  le  foyer  aux  points  de  contact 
de  deux  tangentes  est  double  de  V angle  des  tangetites. 

Remarque.  —  L'angle  des  rayons  vecteurs  des  points  de  contact  est 
l'angle  extérieur  du  quadrilatère  PMFM';  cet  angle  peut  être  supérieur 
à  deux  droits. 

867. —  La  portion  d'une  tangente  mobile  comprise  entre  deux  tangentes 
fixes  à  une  parabole  est  vue  du  foyer  sou^  un  angle  constant;  cet  angle  est 
le  supplément  de  celui  des  tangentes  fixes. 

Soient  les  trois  tangentes  BC,  CA,  AB  aux  points  A',  B',  C  de  la  para- 
bole. D'après  le  théorème  n*  354,  on  a 
les  égalités  suivantes  entre  les  angles 
de  la  figure  : 

BFA'  =  BFC,    A'FC  =  B'FC . 

£n  ajoutant  membre  à  membre,  on     i 
obtient  j^ 

BFC =BFG'H- B'FC  =AFG'=AFB'. 

Or, 
AFC'=jr—  -'     =7r  — BAC, 

par  conséquent, 

BFC  +  BAC  =  7:.  Fig  m 
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Cette  égalité  montre  que  les  quatre  points  A,  B,  C,  F  sont  situés  sur  un 
cercle  ;  par  conséquent,  on  a  le  théorème  : 

Le  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  'par  trois  tangentes  passe  par  le 
foyer  de  la  courbe, 

358.  —  Uorlhocentre  du  triangle  formé  par  trois  tangentes  est  un  point 
de  la  directrice. 

Abaissons  du  sommet  C  du  triangle  ABC  formé  par  les  trois  tangentes,  la  hau- 
teur CI  que  nous  prolongeons  jusqu'à  son  point  de  rencontre  D  avec  le  cercle  ABC. 
Joignons  ensuite  FD  rencontrant  la  tangente  AB  en  L  et  la  tangente  au  sommet  de 
la  courbe  en  H,  et  prenons  IH  =  DI.  Le  point  H  est  Torthocentre  du  triangle  ABC. 

Dans  le  quadrilatère  inscriptible  FBPN,  on  a  : 

FPN  ou  FPM  =  FBN  ou  FBC. 
On  a  aussi 

FBC  =  FDC  =  DFP. 

Les  angles  FPM  et  DFP  étant  égaux,  le  triangle  HFP  est  isocèle  et  l'hypoténuse 
LF  du  triangle  rectangle  LPF  est  divisée  en  H  en  deux  parties  égales.  Le  point  L 
est  donc  sur  la  directrice. 

Les  angles  D  et  LHI  étant  égaux,  on  en  conclut  que  LH  est  parallèle  à  PM, 
tangente  au  sommet  de  la  parabole.  La  droite  LH  est  donc  bien  la  directrice  de 
la  courbe. 

Exercices.  —  1.  Les  tangentes  à  une  parabole  symétriques  par  rapport  à  une 
droite  donnée  se  rencontrent  sur  une  droite  passant  par  le  foyer. 

2.  Trouver  le  lieu  des  foyers  des  paraboles  tangentes  à  deux  droites  et  dont 
la  direction  de  Taxe  est  donnée. 

3.  Le  cercle  tangent  au  point  A  à  l'un  des  côtés  AB  d'un  triangle,  et  passant  par 
le  sommet  opposé  C  contient  le  foyer  de  la  parabole  tangente  aux  droites  AB,  AC 
aux  points  B  et  C.  Mener  une  tangente  à  cette  courbe. 

4.  Par  deux  points  A  et  B,  on  fait  passer  un  cercle  coupant  deux  droites  fixes 
Ao;,  A^  aux  points  C  et  D  ;  montrer  que  le  lieu  de  la  projection  du  point  B  sur  la 
corde  CD  est  la  tangente  au  sommet  d'une  parabole  de  foyer  F  et  tangente  aux 
côtés  AB,  AC. 

5.  Construire  une  parabole  connaissant  : 

a.  Un  foyer  et  deux  tangentes; 

b.  l'ne  directrice  et  deux  tangentes; 

c.  Un  foyer,  une  tangente  et  un  point  ; 

d.  Un  foyer,  une  tangente  et  son  point  de  contact  ; 

e.  Un  foyer,  une  tangente  et  la  direction  de  l'axe  de  symétrie; 

f.  Trois  tangentes  et  la  direction  de  l'axe; 

g.  Deux  tangentes,  l'un  des  points  de  contact  et  la  direction  de  l'axe; 
k.  Quatre  tangentes  ; 

i.  Deux  tangentes  et  leurs  points  de  contact; 

j.  Une  tangente,  son  point  de  contact  et  le  sommet. 

6.  Par  un  point  pris  sur  l'axe  d'une  parabole,  on  mène  des  parallèles  aux 
tangentes;  on  demande  le  lieu  des  points  M  où  chacune  d'elles  rencontre  le  rayon 
vecteur  du  point  de  contact  correspondant. 
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§  4.  - 


Ex.erciees   sur  les   trois  courbes 
du  second  degré. 


Fig.   112. 


1.  Par  trois  points  donnés,  on  peut  faire  passer  quatre  courbes  du  second 
degré  ayant  un  foyer  donné.  Parmi 

ces  courbes,  il  y  a  au  moins  trois 
hyperboles. 

Joignons,  en  effet,  les  trois  points  A, 
B,  C  au  foyer  F.  Les  deux  bissectriœs 
de  Tangle  AFB  coupent  AB  aux  points 
M  et  N,  celles  de  l'angle  BFC  coupent  BC 
aux  points  P  et  Q.  Les  droites  HP,  MQ, 
QN  et  NP  sont  les  directrices  corres- 
pondant au  foyer  F,  et  relatives  aux 
quatre  courbes  du  second  degré  satis- 
&isant  à  la  question. 

La  première,  celle  qui  a  pour  direc- 
trice MP,  est  une  ellipse,  une  hyperbole 
ou  même  une  parabole,  les  trois  autres 
des  hyperboles. 

2.  Si  on  joint  un  point  F  aux  trois 

sommets  A,  B,  C  d'un  triangle,  les  bissectrices  intérieures  et  extérieures  des 
angles  BFC,  CFA,  AFB  coupent  les  côtés  correspondants  en  six  points  situés 
trois  à  trois  sur  quatre  droites. 

3.  Par  un  point  donné,  on  peut  faire  passer  deux  courbes  du  second  degré, 
dont  au  moins  une  hyperbole,  touchant  une  droite  donnée  en  un  point  fixe 
et  ayant  un  foyer  donné. 

4.  Par  trois  points  donnés,  on  peut  généralement  faire  passer  deux 
courbes  du  second  degré  ayant  une  directrice  donnée. 

La  droite  BC  coupe  la  directrice  en  L  et  la  droite  AC  coupe  la  même  droite  au 
point  M.  En  désignant  par  U  et  M'  les  conjugués  harmoniques  de  L  et  de  M  par 
rapport  à  B  et  C,  A  et  C,  le  foyer  F,  correspon- 
dant a  la  directrice  donnée,  est  Tun  des  points 
communs  aux  cercles  décrits  sur  LL',  MM' 
comme  diamètres. 

U  y  a  généralement  deux  solutions;  dans 
le  cas  où  la  directrice  coupe  les  côtés  du 
triangle,  les  deux  courbes  sont  toujours  des 
hyperboles. 

Les  solutions  n'existent  pas  quand  les  deux 
cercles  ne  se  coupent  pas. 

5.  Si  L\  M',  N'  sont  les  conjugués  harmo- 
niques par  rapport  aux  sommets  B  et  C, 
C  ^/  A,  A  ^^  B  d'un  triangle  ABC,  des  points 
L,  M,  N  oit  U7ie  transversale  coupe  les  côtés, 
les  cercles  décrits  sur  LL',  MM',  NN'  comme  diamètres,  appartiennent  à  un 
même  faisceau. 


Fig.  113. 
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6.  Par  un  point,  faire  passer  une  courbe  du  second  degré  ayant  une  direc- 
trice donnée  et  tangente  à  une  droite  donnée  en  un  point  également  donné. 

7.  Mener  une  courbe  du  second  deyré  tangente  à  trois  droites  et  ayant  un 
foyer  donné  F. 

On  trouve  le  second  foyer  F'  en  menant  par  les  sommets  B  et  C  du  triangle 
formé  par  les  trois  tangentes,  des  droites  BF',  CF'  symétriques  des  droites  BF,  CF 
par  rapport  aux  bissectrices  des  angles  B  et  C. 

Si  les  droites  BF',  CF'  sont  parallèles,  la  courbe  est  une  parabole. 

8.  Si  l'on  joint  un  point  F  aux  sommets  A,  B,  C  d*un  triangle  ABC,  les 
symétriques,  par  rapport  aux  bissectrices  des  angles  du  triangle,  des  droites 
ainsi  obtenues,  sont  concourantes  ou  parallèles. 

9.  Par  le  foyer  d*une  courbe  du  second  degré  non  parabolique  on  mène 
deux  droites  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués;  on  demande  le  lieu  du 
point  d* intersection  des  tangentes  à  la  courbe  menées  par  leurs  extrémités. 

Rapportons  la  courbe  à  son  centre  et  à  ses  axes  de  symétrie,  et  désignons  par 
x*  et  y\  x"  et  y"  les  coordonnées  des  extrémités  A  et  B  des  deux  rayons 
vecteurs  FA  et  FB.  Les  tangentes  en  ces  points  ont  pour  équations  (en  supposant 
qu'il  s'agisse  d'une  ellipse)  : 

a^y'  +  b^xx'  =  a^b\       a^yy"  +  b^xx"  =  aH^,  (1) 

avec  les  relations 

a2y'2  _|_  i,%x"^  =.  a^t\       a^y"^  +  b^x"^  =  am.  (% 

Pour  trouver  l'équation  du  lieu  demandé,  il  faut  éliminer  x'  et  y\  xf'  et  y"  entre 
ces  relations  et  la  suivante 

y    y     y"    ^     b^ 
X'  -c^  X"  —  c         a2' 
ou  encore 

ahf'y"  +  b^x'x''  -  bH{x'  +  x")  +  b^^  =  0,  (3) 

exprimant  que  les  rayons  vecteurs  FA  et  FB  sont  parallèles  à  deux  diamètres 
conjugués.  La  méthode  la  plus  naturelle  consiste  évidemment  à  tirer  des  équations 
(4)  et  (2)  les  valeurs  de  y'y'\  x'x"  et  x'  4-  x"  et  de  les  porter  dans  (3). 
Pour  cela,  éliminons  y'  entre  les  équations 

ahfy'  +  b'^xx'  =  a^b'^,       a^y'^  +  bW^  =  a^h^  ; 

on  obtient  facilement 

En  éliminant  ^"  entre  les  deux  autres,  on  arrive  évidemment  à  la  même  équation 
en  x"\  les  abscisses  x'  et  x"  sont  donc  les  racines  de  l'équation  ci-dessus, 
et  on  a  : 

^    -f-  ^    —  ^2^2  +  ^2a;2»  XX     -  ^.^^2  +  ^j;2- 

On  trouve  de  même  que  y'  et  y"  sont  les  racines  de  l'équation 
(a2y2  +  ifix^y'^  —  ^a^b^y'  +  ^(«2  —  a:2)  =  o. 
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et  que,  par  suite, 

y  y      a2y2  -j.  b2j^' 

En  portant  ces  valeurs  dans  la  relation  (3),  il  vient 

ou,  en  simplifiant, 

équation  représentant  une  courbe  de  la  même  nature  que  la  proposée. 

40.  Chercher  le  lieu  des  points  M  tels  qu'en  menant  de  ces  points  les 

tangentes  MA,  MB  à  une  courbe  du  second  degré  de  centre  C  et  de  foyer  Y,  on 

ait  la  relation 

i     ,  J__   i 


FA    '    FB        FC 

{\.  On  demande  le  lieu  géométrique  du  point  de  rencontre  des  tangentes 
menées  à  une  courbe  du  second  degré  aux  extrémités  de  deux  cordes  issues 
d'un  point  fixe  et  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués  ou  rectangulaires^ 

i2.  D'un  point  P  quelconque  du  plan  d'une  courbe  du  second  degré,  on  mène 
une  droite  faisant  avec  une  tangente  un  angle  constant;  trouver  le  lieu  du 
point  de  rencontre  M  des  deux  droites, 

13.  Deux  droites  rectangulaires  tournent  autour  de  l'un  des  foyers  d'une 
courbe  du  second  degré.  Trouver  le  lieu  géométrique  du  milieu  de  l'une  des 
cordes  déterminées  par  les  points  d'intersection  des  droites  avec  la  courbe. 


CHAPITRE  V. 

COORDONNÉES   POLAIRES. 


§  !•  —  Représenta tioo  d'un  point  et  d'un  lieu. 

369.  —  POIe,  axe  polaire.  —  Soii  une  semi-droite  Ox  sur  laquelle  on 
a  marqué  un  point  fixe  0.  Tout  point  P  du  plan  est  évidemment  déterminé 
quand  on  connaît  en  grandeur  et  en  signe  le 
segment  OP  ou  r  et  l'angle  (Ox,  OP)  ou  2/c7r  +  0 
que  fait  la  semi-droite  Ox  avec  le  segment  OP. 

Quand  0  varie  depuis  0  jusqu'à  âir  et  que  le 
segment  r  prend  toutes  les  valeurs  depuis  —  oo  Fig.  lu 

jusqu'à  4-  oo,  on  obtient  tous  les  points  du  plan. 

Les  quantités  0  et  r  qui  déterminent  toujours  un  point  unique,  quand  on 
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leur  donne  des  valeurs  particulières  s*appellent,  coordonnées  polaires  du 
point;  0  est  le  pôle,  Ox  Y  axe  polaire. 

360.  —  Construction  de  lieux  géométriques.  —  Comme  pour  les 
coordonnées  cartésiennes,  une  relation  entre  les  coordonnées  polaires  et 
des  constantes  représente  une  ligne  que  Ton  peut  facilement  construire. 
On  fait  varier  Tangle,  par  exemple,  et  on  tire  les  valeurs  correspondantes 
du  rayon  vecteur  r. 

Quelques  exemples  feront  comprendre  la  manière  de  procéder. 

I.  Construire  la  courbe  représentée  par  Véquation 

r  =  a  C08  6. 
Pour    6  =  0,     on  a     r  =  a. 
Le  point  A,  tel  que  OA  =  a,  est  donc  un  point  de  la  courbe.  Quand  on  augmente 

l'angle  6,  le  rayon  vecteur  r  diminue;  pour  les  valeurs  comprises  entre  0  et  —,  on 

obtient  pour  r  des  valeurs  qui  décroissent 
depuis  a  jusqu'à  zéro.  A  ces  valeurs  de  6  cor- 
respond donc  un  arc  de  courbe  AMO. 

Pour  une  valeur  6  plus  grande  que  ?^,  le 

rayon  vecteur  r  est  négatif;  ainsi,  pour  un 
angle  0  égal  à  AOQ,  on  a 

^'  r  =  a  cos  AOO  =  —  a  cos  AOM' 

Fig.  115.  =  —  fl  cos  AOM  =  —  OM. 

Nous  devons  donc  porter  sur  le  prolongement  OM'  du  rayon  vecteur  une  longueur 
OM'  égale  à  OM  ;  M'  sera  ainsi  le  symétrique  du  point  M  par  rapport  à  (^x. 
Nous  reconnaissons  immédiatement  que  les  nouveaux  points  que  nous  obtenons, 

en  donnant  à  b>  des  valeurs  supérieures  à  |,  sont  symétriques  par  rapport  à  OA, 

des  différents  points  M,  P  de  l'arc  AMO,  car,  pour  des  valeurs  de  6  égales  à  w  et 
TT  —  0),  on  a 

r  =  a  cos  0),       r'  =  —  û  cos  w. 

Le  second  arc  de  courbe  est  donc  symétrique  du  premier  par  rapport  à  l'axe 
polaire  0^;.  On  s'assurerait  facilement  que,  lorsque  6  varie  de  tt  à  Stt,  on  n'obtient 
pas  de  nouveaux  points. 

II.  Construire  la  courbe  représentée  par  Véquation 

r  =  i ^ r,       e<\. 

1  —  e  cos  6 

On  remarque  immédiatement  que,  quelle  que  soit  la  valeur  donnée  à  6,  le  déno- 
minateur 1  —  «  cos  6,  et  par  suite  le  rayon  vecteur 
r,  sont  toujours  positifs. 
On  voit  sans  peine  que  ce  rayon  vecteur  diminue 

depuis  i-^—  jusqu'à  .  f    ,  quand  6  varie  de  0  à 
1  —  e  1  -j-  c 

p.     jiQ  TT,  et  qu'il  est  égal  à  p  pour  6  =  |^- 
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On  voit  aussi  que  les  valeurs  de  r  qui  correspondent  à  un  angle  6  compris  entre 
TT  et  Stt  sont  les  mêmes  que  celles  qui  correspondent  à  un  angle  compris  entre  0  et 
ff,  car  on  a 

P P 


7'  = 


1  —  6  C0S(7r  +  6)      1  —  e  C0S(7r  —  6)* 


La  courbe  est  donc  symétrique  par  rapport  à  Taxe  polaire,  et  elle  est  fermée, 
car  aucun  rayon  vecteur  n'est  infini. 
III.  Construire  la  courbe  représentée  par  la  même  équation  quand  e  est 

plus  grand  que  l'unité.  Pour  la  valeur  nulle  de  0  le  rayon  vecteur  est  égal  à  7-^    , 

1      e 

n 

donc  négatif  et  égal  en  valeur  absolue  à     ^  .  ;  portons  cette  longueur  sur  Taxe 

e  —  1 

polaire  à  gauche  de  0  et  nous  obtenons  le  point  A.  Lorsque  0  augmente  depuis  zéro 

jusqu'à  la  valeur  co  donnée  par  l'équation 

i  —  e  cos  (D  =  0, 

le  rayon  vecteur,  qui  est  toujours  négatif,  aug- 
mente en  valeur  absolue  jusqu'à  l'infini.  On 
obtient  ainsi  un  arc  de  courbe  AM  s'étendant 
indéfiniment  et  se  rapprochant  de  la  droite  OP 
faisant  avec  Ox  l'angle  a>. 

Pour  des  valeurs  de  6  plus  grandes  que  cd,  la 
quantité  i  —  6  cos  9  est  positive,  il  en  est 
donc  de  même  de  r  qui  diminue  à  mesure 
que  6  augmente.  Lorsque  l'angle  6  varie  depuis  w  jusqu'à  n,  le  rayon  vecteur 
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prend  les  valeurs  positives  comprises  entre  l'infini  et 


1 


;  on  obtient  ainsi 


1  -\-e 
l'arc  NCA'. 

Quand  on  fait  varier  6  depuis  n  jusqu'à  Stt  —  w,  on  obtient  un  arc  de  courbe 
A'DN'  symétrique  de  A'CN  par  rapport  à  l'axe  polaire,  car,  pour  un  point  N'  de 
cet  arc  correspondant  à  un  angle  tt  +  6',  on  a 


0N'  = 


P 


4  —  ^  cos  (tt  +  6')      1  —  e  cos  (tt  —  6') 


7.=  ON, 


N  étant  le  point  correspondant  à  un  angle  n  —  6'. 

De  même,  l'arc  de  courbe  correspondant  aux  valeurs  de  6  plus  grandes  que 
Stt  —  o)  est  symétrique  de  l'arc  AM. 

En  effet,  soit  un  point  M'  correspondant  à  un  angle  ^n  —  0',  0'  étant  plus  petit 
que  u>,  on  a 


0M'  = 


P 


=  _-&—  = 


4  —  e  cos  C27r  —  8')     1  —  e  cos  ô 


7  =  OM, 


M  étant  le  point  de  l'arc  AN  correspondant  à  l'angle  0'. 
La  courbe  se  compose  donc  de  deux  branches  indéfinies. 
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861.  —  Axes  de  symétrie  passant  par  le  pOle.  —  L*axe  polaire  est  un 
axe  de  symétrie,  quand  les  rayons  vecteurs  correspondant  aux  angles 
6  ei^n  —  6  ont  des  valeurs  identiques. 

Il  faut  donc  que  r  soit  une  fonction  rationnelle  du  cosinus  de  Tangle. 
Ainsi  les  courbes 

r  =  acosG,    r  =  asm^B,    r=asin^Q  +  bcosBy    r  =  r-i ;^,  ...- 
ft  +  c  cos  0 

ont  pour  axe  de  symétrie  l'axe  polaire. 

Il  résulte  de  là  qu'une  droite  passant  par  le  pôle  et  faisant  avec  Taxe 
polaire  un  angle  on  est  un  axe  de  symétrie,  quand,  après  avoir  rapporté  la 
courbe  à  cette  droite  comme  axe  polaire,  la  nouvelle  équation  ne  varie  pas 
en  changeant  Q  en^n  —  G  ou  en  —  0. 

Pour  trouver  les  axes  de  symétrie  d'une  courbe,  on  remplace  donc  dans 
l'équation  0  par  0  +  w  et  par  —  (0  —  w),  on  écrit  que  les  résultats  sont 
identiques,  et  on  obtient  une  relation  qui  fait  connaître  co. 

ExEMPi^.  —  Trouve!'  les  axes  de  symétrie  passant  par  le  pôle  de  la  courbe 

a  C082  e  +  ^  sin*-^  ô' 

Remplaçons  successivement  6  par  9  +  w  et  par  —  0  4-  a>,  on  a 

c  c 

^'  "  a  cos2(e  +  co)  +  ^  sin2(e  +  w)'      ^  '  "^  a  cos2(ô  —  w)  +  ^  sin2(ô  —  w)* 

L'angle  ai  est  donc  déterminé  par  l'équation 

fl[cos2(e  —  w)  —  co82(e  +  w)]  —  /^[sin2(e  +  w)  —  sin2(e  —  0))]  =  0, 

ou  par 

sin2(e  +  (,))-  sin2(e  —  (u)  =  0, 

équation  qui  revient  à  celle-ci  : 

sin  2  e  sin  2  (u  -=  0. 

Les  valeurs  dew  sont  donc  0  et  ?.  Par  conséquent,  il  y  a  deux  axes  de  symétrie 
qui  sont  Taxe  polaire  et  la  perpendiculaire  à  cette  droite  passant  par  le  pôle.  Pour 
construire  la  courbe,  il  suffit  donc  de  faire  varier  G  depuis  0  jusqu'à  ^. 

862.  —  Transformation  des  coordonnées.  —  Les  formes  des  équations 
polaires  sont  multiples;  des  équations  d'un  même  degré  ne  représentent 
pas  toujours  des  courbes  analogues.  Il  arrive  même  que  des  équations  de 
degrés  différents  conviennent  à  un  même  lieu  géométrique.  Il  est  donc 
souvent  nécessaire  de  former  l'équation  cartésienne  de  ces  courbes  pour 
pouvoir  les  reconnaître. 
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Fig.  118. 


Nous  allons  montrer  comment,  étant  donnée  une  équation  en  coor- 
données   polaires,    on    forme   Téquation 
cartésienne  de  la  courbe  qu'elle  repré- 
sente. 

Il  suffit  évidemment  de  remplacer,  dans 
Téquation  donnée,  les  coordonnées  r  et  9 
d*un  point  quelconque  M  de  la  courbe  par 
leurs  valeurs,  en  fonction  des  coordonnées 
cartésiennes  du  même  point.  Le  problème 
consiste  donc  à  trouver  ces  valeurs. 

D'abord  fixons  la  position  des  axes 
de  coordonnées  cartésiennes.  Soient  r'  et  6'  les  coordonnées  polaires  de 
l'origine  0,  a  et  a'  les  angles  formés  par  les  axes  OX,  OY  avec  Taxe 
polaire  ox,  ou  avec  une  semi-droite  OX'  parallèle  à  cette  droite. 

Menons  le  rayon  vecteur  oM  d*un  point  M  quelconque  de  la  courbe, 
et  les  coordonnées  cartésiennes  OP,  PM  du  même  point.  Projetons  sur  ox 
le  segment  oM  et  le  contour  oOPM  qui  ont  mêmes  extrémités,  on  a 

projection  oM  =  project  oOPM, 
ou  encore 

r  cos  6  =  r'  cos  6'  +  X  cos  a  H-  y  cos  a'. 

En  projetant  les  mêmes  contours  sur  une  droite  oy  perpendiculaire  à  ox, 

on  obtient 

r  sin  0  =  r'  sin  ô'  +  x  sin  a  +  y  sin  a. 

Élevant  ces  deux  équations  au  carré  et  les  ajoutant  ensuite  membre 
à  membre,  il  vient 

r2=r'2-hx*  +  y2  +  2aT'cos(e'—  a)  +  2î/r'cos(0'— a')  +  2xi/cos(a'—  a). 

On  trouve  facilement  alors  sin  G  et  cos  ô. 

363.  —  D'un  autre  côté,  il  est  quelquefois  plus  facile  d'étudier  la 
courbe  en  discutant  son  équation  polaire.  Il  se  présente  donc  quelquefois 
des  cas  où  l'on  a  besoin  de  transformer  une  équation  cartésienne  en 
équation  polaire. 

Les  formules  de  transformation  s'obtiennent  en  tirant  x  e\  y  des 
relations  précédentes;  on  obtient  d'abord 

X  cos  a  -h  î/  cos  a'  =  r  cos  0  —  r'  cos  0', 
X  sin  a  -f  2/  sin  a'  =  r  sin  0  —  /  sin  0'  ; 

et  ensuite 


X  = 


r  sin  (cl'  —  0) — r'  sin  (a^  —  0') 

sin  (a'  —  a)  ' 


y  = 


—  rsin(a  —  0)  +  r'sin(g  —  0') 
sin  (a'  —  a) 
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364.  —  Ces  formules  se  simplifient  beaucoup  dans  la  pratique  où  Ton 
se  trouve  toujours  en  présence  de  cas  particuliers. 

Les  premières  deviennent,  lorsque  les  points  o  et  0  coïncident  et 
que  les  axes  de  coordonnées  cartésiennes  sont  rectangulaires,  ce  qui  est 
très  souvent  le  cas  : 

r  sin  9  =  ic  sin  a  +  y  cos  a,      r  cos  0  =  a;  cos  a  —  y  sin  a 

r'i  =  x^  -^  y^  ; 


et  les  secondes,  dans  les  mêmes  conditions  : 
x  =  r  cos  (G  —  a),      y  =  r  sin  (G  —  a), 


^  =  tg(G  — a) 
X 


Enfin,  si  Taxe  OX  coïncide  avec  Taxe  polaire,  ces  formules  se  sim- 
plifient encore  et  deviennent 

X  =  '/•  cos  G,      2/  =  r  sin  G,      —  =  tg  G. 

Exercices.  —  Transformer  en  équations  cartésiennes  les  équations  polaires 
suivantes  et  dire  quelles  courbes  elles  représentent  : 

r  =  fl  sin  6,       r  =  a  (sin  6  +  cos  6),       r*  —  ar  sin  6  +  fl*  =  o. 


§  !^*  —  K<fiiations  polaires  des  lignes  du  premier 

et  <lii  <leuiK.ièine  ordre. 

366.  —  Équation  polaire  d'une  droite.  —  Désignons  par  a  Tangle 
(Ox,  OP)  que  fait  Taxe  polaire  Ox  avec  la  perpendiculaire  OP  menée  du 
pôle  à  la  droite  donnée  AB,  et  par  p  le  segment  OP  de  cette  perpendiculaire. 

Pour  tout  point  M  de  la  droite  AB,  on  a,  en 
projetant  sur  la  semi-droite  d,  le  segment  OP 
et  le  contour  OMP 

OM  cos  (a  —  G)  =  p. 
L^équation  polaire  de  AB  est  donc 

r  cos  (a  —  G)  =  p. 
Si  a  =  0,  la  droite  est  perpendiculaire 
^,  elle  est  parallèle  à  cet  axe. 


Fig.   119. 


n 


à  l'axe  polaire  et,  si  a  = 

L'équation 

r  cos  (a  —  G)  =  p' 

représente  une  droite  parallèle  à  la  précédente. 
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Droites  perpendiculaires, ^ —  Les  droites  représentées  par  les  équations 

r  cos  (a  —  0)  =  p,       r  sin  (ô  —  a)  =  /?' 
sont  rectangulaires. 

366.  —  Droite  passant  par  deux  points.  —  Soient  r'  et  G',  r"  et  G" 
les  coordonnées  de  deux  points  A  et  B  ;  si  nous  désignons  par 

P 
cos  a  cos  G  -f  sin  a  sin  G  =  — , 


r  cos  (a  —  G)  =  /? 


ou 


Téquation  de  la  droite  qui  les  joint,  nous  aurons  les  relations 

cos  a  cos  G'  +  sin  a  sin  G'  =  4»       cos  a  cos  G"  +  sin  a  sin  G"  =  -^. 

r  r 

En  éliminant  cos  a,  sin  a,  p  entre  ces  trois  équations  homogènes,  on  a 
pour  Téquation  demandée 


COS  6, 

sin  G, 

4 

r 

cos  G', 

sin  G', 

1 
r' 

cos  G", 

sin  G", 

1 

r* 

ou,  en  développant, 

1 

i 

ftin/fi 

fl"l  + 

=  0, 


1 


r  '        !•'        ^  '        r 


C'est  aussi  la  condition  pour  que  trois  points  (r,  G),  {r\  G'),  (r",  G") 
soient  en  ligne  droite. 

367.  —  Équation  polaire  du  cercle.  —  Appelons  R  le  rayon  du  cercle, 
r'  et  G'  les  coordonnées  polaires  du  centre  C,  et  soit  M  un  point  quelconque 
de  la  circonférence.  Dans  le  triangle  OCM, 
on  a 


r2 


CM^  =  r'2  +  r2  —  2rr'  cos  (G  —  G'). 
L'équation  polaire  du  cercle  est  donc  q 

r2  -  ^rr'  cos  (G  —  G')  +  r'»  —  R2  =  0.  Fig.  120. 

Pour  toute  valeur  de  G,  on  a  deux  valeurs  pour  r;  en  les  désignant  par 

r,  et  r,,  on  la  relation 

r^r^  =  r'2  —  R*, 

résultat  bien  connu  en  géométrie. 
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Les  équations 

r  —  2R  cos  (ô  —  0')  =  0,      r  —  2R  cos  0  =  0,      r  =  R, 

représentent  des  cercles  occupant  des  positions  particulières  par  rapport 
au  pôle  et  à  Taxe  polaire. 

368.  —  Équation  polaire  d'une  courbe  du  second  degré.  —  La  droite 
PR  étant  perpendiculaire  à  Taxe  polaire,  le  point  M  décrit  une  courbe  du 
second  degré  quand  le  rapport  des  deux  longueurs  OM,  RM  est  constant. 

En  désignant  par  0  l'angle  MOx,  par  r  le 
segment  OM,  pur  t  le  rapport  constant,  le  lieu 
de  M  est  repr^enté  par  Téquation 

r  =  P .  RM  =  e(PO  -h  ON)  =  e (PO  +  r cosG), 

x»    OU  encore 

éî.PO 
r  = 


R 

M 

/ 

/ 

/ 

N 

P 

0 

JC 

Fig.  121. 


1  —  ecos0" 


369.  —  Rayons  infinis.  —  Le  rayon  vecteur  partant  du  point  0,  foyer 

de  la  courbe,  est  infini  quand  on  a 

1 

1  —  ecos0  =  0       ou      cos  0  =  -. 

Cette  équation  est  impossible  dans  le  cas  d'une  ellipse,  car  e  est  plus 
petit  que  l'unité  pour  cette  courbe.  L'ellipse  n'a  donc  pas  de  point  à 
l'infini. 

Pour  l'hyperbole,  e  est  plus  grand  que  l'unité,  de  sorte  que,  pour  cette 

courbe,  l'équation 

i  —  (;cos0  =  0 
est  possible.  Si  l'on  a 

1 

cos  Cl)  =  —, 

e 

les  rayons  vecteurs  sont  infinis  pour  les  valeurs  de  0  égales  à  oa  et  à 
2Tr  —  &).  L'hyperbole  a  donc  deux  points  réels  situés  à  l'infini. 

Pour  la  parabole,  e  est  égal  à  l'unité;  par  conséquent,  la  parabole  a  un 
seul  point  à  l'infini  situé  dans  la  direction  de  l'axe  de  symétrie,  car  il 
correspond  à  une  valeur  nulle  de  0. 

370.  —  Paramètre  d'une  courbe  du  second  degré.  —  En  appelant  a 
le  demi-axe  focal  (grand  axe  ou  axe  transverse),  2c  la  distance  des  foyers, 
on  a  pour  l'ellipse 

c  c  a 
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L'équation  polaire  de  Tellipse  est  donc 

a  p 


1  —  ecosô        1 


ecosG' 


Pour  rhyperbole 


ce  a 


son  équation  est  donc  aussi 


a 


1  —  ^cosÔ       i  —  ecosô' 
Enfin,  dans  le  cas  d'une  parabole, 

PO  =  p,      e  =  i, 
el,  par  suite,  cette  courbe  est  représentée  par 


P 


L'équation 


1  —  cosG" 


P 


r  = 


1  —  «COS0' 


peut  donc  représenter  les  trois  genres  de  courbe  du  second  degré; 
p  est  appelé  demi-paramètre  de  la  courbe,  c'est  encore  l'ordonnée  d'un 
foyer,  e  est,  comme  nous  le  savons,  l'excentricité. 

371.  —  Tangente  en  un  point  d'une  courbe  du  second  degré.  — 

Soient  r'  et  G'  les  coordonnées  polaires  d'un  point  M  d'une  courbe  repré- 
sentée par  l'équation 

P 
r  = 

1  —  ecosO' 

Menons  par  le  pôle  un  rayon  vecteur  OM'  faisant  avec  le  rayon  OM  un 
angle  (o;  l'équation  de  la  sécante  MM'  est  (366) 


cosô, 
cos6' 


sinG, 
sine'. 


1 
r 
1  — ecosG' 


cos(G'  +  w),  sin(9'  -h  «), 


i  —  ecos(G'+  w) 


=  0, 
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ou,  en  transformant, 

cosG, 


sin  G, 


ou  encore 


cosG', 

sin  G' 

cos(G' 

+ 

w), 

sin  (G' 

cosG, 

sin  G, 

cosG', 

sin  0', 

-  +  ecosS 
r 

--\-  ecosO 
r 

i 


0, 


CO^ 


sin(G'+|],-cos[G'-f  2^, 


0 


=  0. 


La  droite  MM'  devient  la  tangente  au  point  M,  quand  M'  se  confond 
avec  M,  c'est-à-dire  quand  (o  est  nul.  L*équation  de  la  tangente  en  M 
est  donc 


P 
cosG,        sin  G,    -  +  ecosG 

r 


1 
0 


=  0, 


cosG',       sin  G', 
sin  G',  —  cosG', 

ou,  en  développant, 

r[cos(G  —  G')  —  «'cosG]  — p  =  0. 

Pour  la  parabole,  cette  équation  devient 


G' 


2r  sin  (  G  —  -^  I  sin  -^  —  p  =  0. 

Comme  on  le  voit,  Tangle  G'  détermine  complètement  la  tangente  ;  nous 
dirons  donc  souvent  tangente  G'  au  lieu  de  tangente  en  un  point  corres- 
pondant à  un  angle  0\ 

372.  —  Applications.  —  I.  Chercher  la  distance  du  foyer  au  point  de 
rencontre  de  la  tangente  avec  Vaxe  polaire. 

d=- 


e—  cos6'' 
Cas  de  la  parabole, 

II.  Chercher  l'angle  polaire  du  point  de  rencontre  de  deux  tangentes  9'  et  G" . 
Si  nous  retranchons,  membre  à  membre,  les  équations 

r[co8(&  —  fi')  —  ecosB]  —  p  =  0,       r[co8(e  —  fi")  —  ^cosG]  — p  =  0, 
des  deux  tangentes  0'  et  0",  on  a 

cos(ô  —  B')  =-cos(9  — 9"). 
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D'où  Ton  tire 

6'  +  6" 

Le  rayon  vecteur  qui  joint  le  foyer  au  point  de  rencontre  de  deux  tangentes 
est  donc  la  bissectrice  de  l'angle  formé  par  les  rayons  vecteurs  des  points 
de  contact, 

III.  Chercher  la  distance  du  foyer  au  point  de  rencontre  de  deux  tangentes. 

d=  - 


C08  — s e  cos  — s — 


Si  les  tangentes  sont  menées  aux  extrémités  d'une  corde  focale,  cette  distance 
devient  (6"  =  tt  +  6'), 


rf'  = 


_      P 


e  sin  6'  ' 
IV.  Le  produit  des  segments  d*une  corde  focale  est 


r,7\  =* 


*  *      1  — e^cos^e'* 
Dans  la  parabole 

Dans  la  parabole,  les  tangentes  menées  aux  extrémités  d*une  corde  focale 
sont  donc  rectangulaires, 

V.  Trouver  le  lieu  des  points  d'intersection  des  tangentes  menées  aux 
extrémités  d'une  corde  focale.  —  Il  faut  éliminer  6'  entre  les  équations 

Le  lieu  a  donc  pour  équation 

re  cos6  +  p  =  0. 

C*est  la  directrice. 

VI.  Trouver  l'angle  que  fait  avec  Vaxe  polaire  la  peiyendiculaire  abaissée 
du  pôle  sur  la  tangente  W.  —  En  identifiant  les  deux  équations 

r[cos(Ô  — 6')  —  e  cosô]  —  p  =  0,       et       r  cos(a  —  6)  —  ^  ==  0, 

on  a 

cos  (6  —  e')  —  ^  cos  6  =  /f  cos  (a  —  6), 

ou,  en  développant, 

cos  6'  —  e  =  A  cos  a,         sin  6'  =  A  sin  a. 
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D'où,  en  élevant  au  carré  et  en  ajoutant  membre  à  membre, 

^2  ===  1+  g2  —  2g  cos  6', 

et 

±sin6'  ±(cos6'— e) 


Sin  a  =  r  I       cos  a  = 


i/'l  —  2«  cos 0' +  62  '  i/1— 2ecose'  +  e2  * 

La  distance  du  foyer  à  la  tangente  6'  est  donc 

^  ""  l/i  —  26  cos  6' -f  «2  ' 

VII.  Trouver  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  foyer  sur 
les  tangentes.  —  Il  suffît  d'éliminer  ô'  entre  les  équations 

sin  6' 
r[cos(ô  —  6')  — 6C08Ô]  —  p  =  0    et    tg6=  — tt — -  =tga. 

En  développant  la  première  et  en  la  combinant  avec  la  seconde,  on  a  successive- 
ment, 

r  [sin  e  sin  6'  —  (6  —  cos  60  cos  6] — p  =  0,    r  (cosO  cotg  0  +  sin  6)  =  -r^, , 

sin  9 

r      __      p 
sin  6    "~  sin  6'  * 

On  tire  depette  dernière  égalité, 

sin  6'  =  —y-  ; 

on  a  aussi, 

sin  6'  p  cos  6 

En  élevant  ces  deux  dernières  égaiité&  au  carré  et  en  les  ajoutant  membre  à  membre, 

il  vient  : 

r2  (i  --  62)  _  ^pr  cos  8  —  j»2  —  0, 

équation  d'un  cercle  ayant  pour  diamètre  l'axe  polaire. 

VIII.  Relation  entre  les  angles  polaires  des  points  de  contact  de  deux  tan- 
gentes rectangulaires.  —  En  appelant  a  et  a'  les  angles  que  font,  avec  l'axe 
polaire,  les  perpendiculaires  abaissées  du  foyer  sur  les  tangentes,  on  a 

a'  =  a  +  ^,         ou         tga=  — COtga; 

et  puisque 

sin  6'  sin  6" 


tg  Jt  =  Txr^T 7.        tg  a'  = 


cos  0'  —  6'        ^  cos  6"  —  6* 

la  condition  précédente  devient 

sin  6'  sin  Ô" 

+  1=0, 


cos  8'  —  6   ■  cos  8"  —  6 
ou  encore, 

cos  (6'  —  6")  +  6  (cos  6'  —  cos  6")  +  6»  =  0. 
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IX.  Par  le  foyer  F  d'une  courbe  du  second  degré,  on  mène  deux  droites  FA 
et  FB  rencontrant  la  courbe  aux  points  A  et  B;  trouver  le  lieu  du  point  de 
rencontre  des  deux  tangentes  menées  par  ces  points,  quand  les  droites  FA  et 
FB  font  entre  elles  un  angle  constant.  Il  suffît  d'éliminer  e'  et  ^"  entre  les 
équations, 

r  fcos  (9  —  0')  —  e  cos  0]  =  p,       r  [cos  (e  —  e")  —  e  cos  9]  =  p, 

des  deux  tangentes  menées  par  A  et  B,  et  la  relation 

e'  —  9"  =  a,  (i) 

exprimant  que  Tangle  AFB  est  constant  et  égal  à  a. 
Des  équations  ci-dessus,  on  tire  par  soustraction 

cos(9  —  9')  =«  cos  (9  —  9")       ou        2g  =  9'  +  9". 
En  tenant  compte  de  la  relation  (1),  on  a 

,,  _  «  -f  29 
®  2~' 

et  en  portant  cette  valeur  dans  Téquation  de  la  première  tangente,  on  obtient 


rtcos  U  —  ^\^^)  —  e  cos  9]  =  p. 


ou  encore, 

r  (cos  -|-  —  tf  cos  9)  =  p, 

équation  qui  représente  une  courbe  du  second  degré  dont  Taxe  focal  coïncide 
avec  celui  de  la  courbe  proposée,  et  dont  F  est  un  foyer. 

X.  Chercher  le  lieu  des  points  H  tels,  qu'en  menant  de  ces  points  les  tan- 
gentes MA,  MB  à  une  courbe  du  second  degré  dont  Vun  des  foyers  est  ¥,  on  ait 

FA  "^  FB       a' 
Ici  encore  il  suffit  d'éliminer  9'  et  9"  entre  les  équations 

r[cos(9  —  9')  —  6COS9]  =p,       r[cos(9  —  9")  —  ecos  9]  =  p     (i) 

des  deux  tangentes  menées  par  A  et  B,  et  la  relation  donnée,  qui  peut  s'écrire 

i  —  ecosG'  +  l --«cos9"_  2  ,     2  —  g  (cos  9' +  cos  9'0  __  2 

p  a  p  a 

ou  encore,  en  faisant  les  calculs, 

1  ^  ecos  ®-^^'  cos  ^-^^'  =  -|.  (2) 

Gomme  précédemment,  les  équations  (1)  donnent 

29  =  9'  +  9"        ou        9"  -=  29  -  9', 
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ce  qui  permet  d'écrire  la  relation  (2)  de  la  manière  suivante 

1  —  e  cos  9  cos  (9  —  e')  =  -^, 
et  d'en  tirer 

En  portant  cette  valeur  dans  Téquation  de  la  première  tangente,  on  obtient 


Cl  —  P 

'^    —  e  cos  9 


<ae  cos  9 


)-'• 


ou,  en  simplifiant. 


r(a—p^  ae'^  cos  9)  =  pae  cos  9, 


pour  réquation  du  lieu,  lequel  est  une  courbe  du  second  degré,  comme  on  peut 
s'en  assurer  en  tranformant  Téquation  en  coordonnées  cartésiennes. 

Exercices.  —  i .  La  base  BC  d'un  triangle  est  fixe,  Tun  des  angles  6  est  double 
de  Tangle  C;  on  demande  le  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet 
A  sur  la  bissectrice  de  B. 

2.  D'un  point  M  d'une  circonférence  on  abaisse  une  perpendiculaire  MP  sur  un 
diamètre  fixe  AA',  et  on  considère  les  paraboles  circonscrites  au  triangle  MPA  et 
ayant  pour  axe  de  symétrie  une  droite  parallèle  à  A'M. 

On  demande  le  lieu  du  second  point  d'intersection  des  paraboles  avec  le  rayon 
OM  du  cercle,  ainsi  que  les  lieux  des  sommets  et  des  foyers  de  ces  courbes. 

3.  D'un  point  M  d'une  circonférence  on  abaisse  une  perpendiculaire  MP  sur  un 
diamètre  fixe  A  A'  ;  on  demande  le  lieu  du  point  de  section  N  du  cercle  de  centre  M 
tangent  à  AA'  avec  la  parallèle  PxN  au  rayon  OM  du  cercle. 

4.  Lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  fixe  sur  la  tangente 
à  un  cercle  fixe  (limaçon  de  Pascal). 

5.  D'un  point  fixe  0,  on  abaisse  une  perpendiculaire  OA  sur  une  droite  fixe  et 
]'on  mène  une  sécante  coupant  cette  droite  au  point  B  ;  on  prend  sur  cette  sécante 
de  part  et  d'autre  du  point  B  des  longueurs  BM,  BM'  égales  à  AB.  Trouver  le  lieu 
des  points  M  et  M'  (strophoïde). 

6.  Par  l'extrémité  B  d'un  diamètre  fixe  AB  d'un  cercle  on  mène  une  tangente 
à  la  courbe;  on  trace  ensuite  une  sécante  passant  par  A  et  rencontrant  le  cercle  et 
la  tangente  aux  points  D  et  C,  et  on  porte  sur  cette  sécante  une  longueur  AM  égale 
à  DC.  Lieu  du  point  M  (cissoïde). 

7.  Par  le  foyer  F  d'une  courbe  du  second  degré  on  mène  deux  droites  FA,  FB 
parallèles  à  deux  diamètres  conjugués  et  coupant  la  courbe  aux  deux  points  A 
etB.  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  tangentes  menées  aux  points  A  et  B. 
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CHAPITRE  VI. 


SECTIONS  PUN£S  DU  CONE. 


373.  —  Théorème.  —  Les  sections  planes  faites  dans  U7i  cône  à  base 
circulaire  sont  des  courbes  du  second  degré. 

Soit,  en  effet,  1  la  courbe  déterminée  par  Tintersection  d'un  cône  à 
base  circulaire  avec  un  plan.  Appelons  EF  la  droite  d'intersection  de  ce 
plan  avec  celui  du  cercle  de  base  0'. 

Menons  un  plan  R  parallèle  à  la 
base  du  cône  et  coupant  la  courbe  2 
aux  deux  points  Â  et  B.  La  section 
déterminée  par  ce  plan  est  un  cercle 
de  centre  0,  et  AB,  corde  commune 
aux  deux  courbes,  est  parallèle  à  ËF. 

Menons  ensuite  le  diamètre  MON 
perpendiculaire  au  milieu  P  de  la  corde 
AB,  et  désignons  par  CD  la  ligne  d'in- 
tersection du  plan  de  la  courbe  1  avec 
le  plan  MSN. 

Continuons  la  ligne  CD  jusqu'à  la 
droite  EF,  et  les  génératrices  SM,  SN 
du  cône  jusqu'aux  points  m  et  n  du  p-ig.  122. 

cercle  de  base.  Les  trois  points  E,  m,  n 

sont  évidemment  sur  une  droite  passant  par  le  centre  0'  de  la  base  et 
perpendiculaire  à  EF. 

La  ligne  CD,  qui  passe  par  le  point  P,  est  donc  une  droite  qui  reste  fixe 
quand  le  plan  R  se  déplace  parallèlement  à  lui-même.  Le  point  A  étant 
sur  le  cercle  AMBN,  on  a 

AP'  =  MP  X  PN. 

De  la  similitude  des  triangles  MCP,  CEtw,  on  tire 


MP  =  cp.: 


E?w 


De  même,  on  a  aussi 


PN  =  PD . 


EC 

En 
ED' 
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et,  par  suite, 

ÂP^  =  GP  X  PD.|J^^  =  X.GP  X  PD, 

,     Em  X  Eu 
en  désignant  par  a  la  quantité  constante  pp  x  ED' 

En  posant 

AP  =  y,        CP  =  X, 

l'égalité  précédente  s'écrit 

i/a  =  X(ED  — EC  — a;)x      ou      i/»  +  Xx«  —  X(ED  —  EC)x  =  0,     (1) 


ou  encore, 


2  ^  ^  2       XED'  — EmX  En^ 


ED 

et  représente  une  courbe  du  second  degré  rapportée  à  la  droite  CD  comme 
axe  des  a:  et  à  une  parallèle  à  AB  ou  à  EF  menée  par  G,  comme  axe  des  y^. 
La  forme  de  l'équation  nous  montre  que  ces  deux  droites  sont,  la  première, 
un  diamèlre  et,  la  seconde,  la  tangente  à  l'extrémité  C  de  ce  diamètre.  La 
droite  EF  est  donc  conjuguée  aux  diamètres  CD  et  mi\  de  S  et  du  cercle 
de  base. 

Pour  discuter  simplement  l'équation  que  nous  venons  de  trouver,  suppo- 
sons que  le  plan  de  la  courbe  2  soit  assujetti  à  tourner  autour  de  la  droite 
EF  supposée  fixe.  Les  segments  Em,  E?t  sont  alors  invariables,  et  les 
génératrices  Sm,  Srt  sont  fixes. 

La  courbe  2  est  une  ellipse  quand  le  paramètre  X  est  positif,  c'est-à-dire 
lorsque  les  segments  EC,  ED  ont  le  même  sens  comme  dans  la  figure. 
Les  deux  points  C  et  D  sont  alors  sur  deux  génératrices  ou  sur  leurs 
prolongements. 

La  courbe  est  une  parabole  quand  X  est  nul,  c'est-à-dire  quand  l'un  des 
segments  EC  ou  ED  est  infiniment  grand.  Le  plan  de  la  courbe  2  est  alors 
parallèle  à  l'une  des  génératrices  Sm  ou  Sn  du  cône. 

Enfin,  la  courbe  est  une  hyperbole  quand  le  paramètre  X  est  négatif, 
c'est-à-dire  quand  les  segments  EC,  ED  sont  de  sens  contraires.  Les 
points  C  et  D  sont  alors,  le  premier  sur  la  génératrice  Sm,  le  second  sur 
le  prolongement  de  S?i. 

On  voit  aussi  que,  dans  le  cas  où  les  segments  ED,  EC  sont  égaux,  la 

courbe  2  se  réduit  à  un  couple  de  droites  réelles  ou  imaginaires,  ayant 

pour  équation 

f  4-  Xa;2  =  0. 

Le  plan  de  2  passe  alors  par  le  sommet  du  cône. 
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374.  —  Réciproquement,  toute  courbe  du  second  degré  est  une  section 
conique. 

En  effet,  toute  courbe  du  second  degré  rapportée  à  Tun  de  ses  diamètres 
comme  axe  des  x  et  à  la  tangente  à  Tune  de  ses  extrémités  comme  axe 
des  y,  a  une  équation  de  la  forme 

y*  +  Xx2  —  ^px  =  0. 

Supposons  un  cercle  0'  et  un  diamètre  mn  par  lequel  nous  conduisons 
un  plan  6.  Par  un  point  E  du  diamètre  mn,  menons,  dans  le  plan  du 
cercle  0\  une  droite  EF  perpendiculaire  à  mn,  et  par  E,  dans  le  plan  G, 
une  droite  FCD  sur  laquelle  nous  marquons  deux  points  G  et  D,  dont  les 
distances  au  point  E  sont  déterminées  par  les  égalités 

EC  X  ED  =  ^^  ^  ^",       ED-EC  =  ^. 

Désignons  par  S  le  point  de  rencontre  des  droites  mC,  nD,  et  imaginons 
un  cône  ayant  pour  sommet  ce  point  et  pour  base  le  cercle  0'.  La  section 
faite  dans  ce  cône  par  le  plan  passant  par  les  droites  EF,  EGD  est  iden- 
tique à  la  courbe  donnée,  car,  d*après  ce  que  nous  avons  trouvé  dans  le 
numéro  précédent,  elle  a  pour  équation 

o    ,    Efw  X  En  o       Ern  X  Ew  ,r,T\       T^r^^         /\ 
OU  encore 

Les  courbes  du  second  degré  sont  donc  identiques  aux  sections  planes 
du  cône;  aussi,  dans  la  suite,  nous  dirons  souvent  section  conique,  ou 
même  simplement  conique,  au  lieu  de  courbe  du  second  degré. 


TROISIÈME  PARTIE. 


r  r 


THEORIE  GENERALE  DES  CONIQUES. 


CHAPITRE  L 


HOHOTHETIË  ET  SIMILITUDE. 


§   !•  —  Homothétle. 

376.  —  Courbes  homothétiques.  —  Lorsque,  dans  le  plan  de  deux 
figures,  il  existe  deux  points  A  et  A'  tels,  qu'en  menant  par  ces  points  deux 
rayons  vecteurs  AM,  A'M'  parallèles  et  quelconques,  on  ait  la  relation 

AM  =  /c  .  A'M', 

les  deux  figures  sont  homothétiques,  et  les  points  M  et  M'  des  deux  figures 
sont  dits  points  homologues. 

Si  deux  figures  sont  homothétiques,  il  existe  une  infinité  de  couples  de 
points  analogues  à  A  et  A\ 

En  effet,  soient  N  et  N'  deux  points  homologues  quelconques,  et  joignons 

MN,  M'N';   de  la  similitude  des  triangles 
AMN,  A'M'N',  on  conclut 

NM  =  /c  .  N'M'. 

p      Les  points  N  et  N'  peuvent  donc  remplacer 
les  points  A  et  A'  et,  comme 

NA  =  /^  .  N'A', 

on  voit  que  A  et  A'  sont  aussi  deux  points 
homologues. 

Les  droites  qui  joignent  deux  points  homo- 
logues se  coupent  en  un  même  point  0  ou  0' 
tels  que 

Fig.  123.  OM  =  it  .  OM'    ou    O'M  =  k  .  O'M'. 

Les  points  0  et  0'  s'appellent  centres  d'homothétie,  le  rapport  k^ 
rapport  dliomothétie. 
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Si  le  point  M  coïncide  avec  le  centre  (Thomothétie,  il  en  est  de  même  du 
point  M'.  Chaque  centre  d'bomothétie  est  donc  son  propre  homologue, 
c'est  un  point  double  du  système  des  deux  figures. 

Lorsque  les  segments  OM,  OM'  ont  même  sens,  les  figures  M  et  M' sont 
dites  homothétiques  directes;  le  rapport  d*homothétie  est  alors  positif. 

Lorsque  ces  segments  ont  des  sens  contraires,  les  deux  figures  M 
et  M'  sont  dites  homothétiques  inverser,  et  le  rapport  d'homothétie  est 
négatif. 

Dans  le  premier  cas  les  segments  parallèles  AM  et  À'M'  ont  le  même 
sens,  dans  le  second,  ils  ont  des  sens  contraires. 

Le  point  0  est  le  centre  d'homothétie  directe,  le  point  0',  le  centre 
d*homothétie  inverse. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que 

Si  d'un  point  fixe  A,  on  mène  le  rayon  vecteur  AM  à  une  conique,  et  d*un 
point  A'  également  fixe,  une  parallèle  A'M'  à  AM,  le  point  M',  déterminé 
par  la  relation 

AM  =  i.  A'M', 

décrit  une  C4)urbe  homothétique  directe  de  la  courbe  donnée  si  k  est  positif, 
et  une  courbe  homothétique  inverse  si  k  est  négatif. 

376.  —  Théorème.  —  Deux  courbes  homothétiques  étant  données,  si 
Vune  a  un  centre  A,  Vautre  a 
également  un  centre  A',  homo- 
logue de  A. 

Si  le  point  A  est  un  centre 
de  la  figure  M,  en  désignant  par 
A'  son  homologue,  on  a  : 

A-.A'M'=AM-AP=fe.AT'. 

D'où  l'on  tire  l'égalité 

A'M'  =  A'F, 

qui  exprime  que  A'  est  aussi  un  centre  de  la  figure  M'.  On  voit  de 
plus  que,  dans  ce  cas,  les  deux  courbes  sont  homothétiques  inverses  et 

directes. 

Les  deux  centres  d'homothéiie  0  el  0'  divisent  harmoniquement  la  ligne 

des  centres  ;  car  on  a 

AO'     AO  _q'A  .  ^  =  — i  =  _4 
ÂW  •  A'O  ""  Ô'A'  •  OA'       "  A: 

18 
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Corollaires.  —  I.  Quand  il  s'agit  de  coniques,  les  droites  MP,  M'P'' 
sont  des  diamètres;  comme  leur  direction  commune  est  quelconque,  on  en 
conclut  que 

Si  deux  coniques  à  centre  sont  homothéliques,  leurs  diamètres  paral- 
lèles so7it  proportionnels, 

II.  Si  MP  est  le  plus  grand  diamètre  de  l'une  des  courbes,  MT'  sera 
aussi  le  plus  grand  diamètre  de  l'autre.  Donc, 

Si  deux  coniques  à  centre  sont  homothétiques,  les  diamètres  maximum 
et  minimum  de  Vune  sont  parallèles  et  proportionnels  aux  diamètres 
maximum  et  minimum  de  Vautre. 

III.  Si  deux  coniques  à  centre  sont  komothétiques,  leurs  asymptotes 
sont  parallèles;  il  en  est  de  même  de  leurs  accès  de  symétrie  qui  sont  en 
même  temps  proportionnels. 

Deux  coniques  homothétiques  appartiennent  donc  au  môme  genre. 
Deux  ellipses  homothétiques  sont  toutes  deux  réelles;  deux  hyperboles 
homothétiques  sont  situées  dans  les  angles  égaux  de  leurs  asymptotes 
parallèles. 

377.  —  Réciproquement,  si  les  diamètres  parallèles  de  deux  coniques 
à  centre  sont  proportionnels,  les  deux  courbes  sont  homothétiques  directes 
et  inverses. 

En  effet,  si  A  et  A'  sont  les  centres,  on  a  toujours,  AM  et  A'M'  étant 
deux  demi-diamètres  parallèles, 

AM  =  /c .  A'M'. 

Si  les  axes  de  symétrie  de  deux  coniques  sont  parallèles  et  propoi*- 
tionnelSy  tous  les  diamètres  sont  proportionnels  et  les  courbes  sont 
homothétiques. 

Deux  cercles  quelconques  sont  toujours  homothétiques. 

378.  —  Les  centres  d'homothétie  se  trouvent  sur  les  tangentes  com- 
munes aux  coniques,  —  En  effet,  soient  M  et  N,  M'  et  N'  les  points  de 
section  d'un  rayon  vecteur  issu  du  centre  d'homothétie  0,  avec  les  deux 
courbes.  On  a 

OM  =  A:.OM',        ON  =  A.  ON'. 

Donc,  si  M  coïncide  avec  N,  il  en  est  de  même  des  points  M'  et  N',  et. 
par  conséquent,  la  tangente  menée  de  0  à  l'une  des  coniques  est  tangente 
à  Tautre. 


rauire. 

Deux  coniques  homothétiques  ont  donc  deux  couples  de  tangentes 


corn- 
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munes.  Ces  couples  sont  réels  ou  imaginaires  suivant  les  positions  des 
deux  centres  d'homolhétie. 

Les  centres  d'homolhélie  de  deux  cercles  coïncident  avec  les  centres  de 
similitude. 

379.  —  Équations  des  courbes  homothétiques  à  une  courbe  donnée. 

—  Soient  A  et  A.'  deux  points  quelconques  ayant  respectivement  pour  coor- 
données a  et  (3,  a'  et  |5'.  Joignons  le  point  A  à  un  point  quelconque  M  de 
la  courbe  représentée  par 

F(;r,  i/)  =  0, 

et,  par  A',  menons  une  parallèle  à  AM  et  donnons-lui  une  longueur  A'M' 
telle  que 

AM  =  ^.A'M'. 

D'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  le  point  M' décrit  une  courbe  horao- 
thétique  à  la  courbe  F. 
En  désignant  par  x  et  y,  x  et  y'  les  coordonnées  des  points  M  et  M',  on  a 

X  —  oL  =  k{x'  —  a'),        y  —  fi^=  kiy'  —  ,S'), 

ou  encore, 

X  =  a  +  kx\        y  =  b  +  ky\ 

en  posant 

a  —  k(x!  =  a,         l5  —  ft(3'  =  b. 

La  courbe  décrite  par  le  point  M'  a  donc  pour  équation 

F(a  +  kx\  b  +  ky')=Q. 

Le  centre  d'homothétie  des  courbes  M  et  M'  est  donné  par  les  équations 

x  =  a  -\-  kx'  =  x\        y  =  b  -\-  ky'  =  y', 

et  il  a,  par  conséquent,  pour  coordonnées,  en  supposant  A:  ^  i, 

a  b 

ou  encore, 

a  —  ky/  _  3  —  frS' 

•^^T  — ^'       y~  i-k  • 
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380.  —  Coniques  homothétiques  i  une  conique  donnée.  —  Les 

courbes  homothétiques  à  une  conique  donnée 

F(x,  y)  =  Ix^  +  ^hxy  +  my^  +  igx  -hify  +  n  =  0, 

ont  pour  équation  générale 

¥(a  '^  kx,  b  +  ky)  =  0, 
ou,  en  développant, 

{Ix^  +  mxy  4-  my^)k^  +  {xF\  4-  yF'j)A:  -f  F(a,  b)  =  0, 

ou  encore, 

Ix^  +  ihxy  +  my^  +  j(x¥\  4-  y¥\)  +  pF(a,  b)  =  0, 

car  k  est  différent  de  zéro. 

Les  courbes  homothétiques  à  une  conique  donnée  sont  donc  des  coniques 
dont  les  équations  ont  le^  termes  du  second  degré  proportionnels  à  ceux  de 
Véquation  de  la  courbe  donnée. 

Une  hyperbole  est  homothétique  au  couple  de  ses  asymptotes. 

Réciproquement,  si  les  équations  de  deux  coniques  ont  les  termes  du 
second  degré  proportionnels,  elles  sont  généralement  homothétiques. 

La  conique  représentée  par 

Ix^  +  ihxy  +  my^  4-  ig'x  4~  ^fy  4-  w'  =  0, 
est,  en  effet,  homothétique  à  la  conique 

te»  4-  Uxy  +  my^  +  ^gx  4-  2/y  4-  n  =  0, 
si  on  peut  identifier  son  équation  avec  la  suivante  : 

/x«  4-  ^hxy  4-  my^  4-  ^{xV^  4-  i/F'J  -f  -Fia,  b)  =  0, 

représentant  une  homothétique  quelconque  à  cette  dernière. 
Les  équations 

kg'  =  la  +  hb  +  g,        kf  =  ha  +  mb  +  /",  (1) 

/cV  =  F(a,  b) 

doivent  donc  déterminer  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  pour  k 
et  deux  centres  d*homothétie,  car  nous  savons  que  deux  coniques  homothé- 
tiques le  sont  généralement  doublement  (376). 
La  troisième  équation  peut  s'écrire 

2A-2;/'  =  aF'^  4-  bF\+  2^a  4-  ^fb  4-  2w  =  iaig -\-g'k)+ib{f-hrk)+2n ;  (2) 
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et,  en  éliminant  a  et  ^  entre  cette  équation  et  les  deux  autres,  on  obtient, 
pour  déterminer  k,  l'équation  du  second  degré 


h,  m, 

9-^9%  f-^n. 


9  —  9^ 
f-fk 

n  —  n'k^ 


=  0. 


On  remarque  immédiatement  que,  dans  le  développement  de  cette 
équation,  le  coefficient  de  k  est  nul,  car  le  déterminant  du  premier  membre 
ne  change  pas  quand  on  y  remplace  k  par  —  k. 

Le  terme  indépendant  de  k  est  visiblement 


ou  A, 


/, 

K 

9 

K 

m,        f 

9. 

A         n 

et  le  terme  en  k^^ 

l. 

K 

-9'^  i 

h. 

m. 

-n 

9% 

fK 

—  n'k^ 

ou 


—  A'fc*. 


L'équation  du  second  degré  en  k  se  réduit  donc  à 

^'k^  —  A  =  0, 

et  donne  pour  k,  comme  nous  Tavons  dit,  deux  valeurs  égales  et  de  signes 
contraires.  Toutefois  ces  valeurs  de  k  ne  sont  réelles  que  si  les  discri- 
minants A  et  A'  ont  le  même  signe. 

Quand  les  termes  du  second  degré  de  deux  équations  sont  identiques,  il 
faut  donc,  pour  que  les  coniques  qu'elles  représentent  soient  homothétiques, 
que  les  discriminants  A  et  A'  des  deux  équations  aient  le  même  signe. 

Quand  il  s'agit  d'ellipses,  cette  condition  indique  qu'elles  sont  toutes 
deux  réelles  ou  imaginaires  (185). 

S'il  s'agit  d'hyperboles,  elle  exprime  que  ces  courbes  sont  comprises 
dans  les  angles  égaux  de  leurs  asymptotes  parallèles  (237). 

Il  n'y  a  pas  à  s'occuper  du  cas  où  les  courbes  sont  des  paraboles,  car 
les  discriminants  de  leurs  équations  sont  toujours  de  même  signe  quand 
les  termes  du  second  degré  sont  identiques,  les  quantités 

—  /A  =  —  l&fgh   —  ip  —  mg^)  =  {gh  —  lf)\ 

-  /A'  =  -  Wg'h  -  ip  -  mg'^)  =  [g' h  -  Ifj^ 


étant,  en  effet,  toujours  positives. 
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Deux  paraboles  sont  donc  homothétiques  lorsque  leurs  axes  de  symétrie 
sont  parallèles. 

En  résolvant  les  équations  (1),  on  obtient 

^  ^G  —  kG'^GVX'  ±  G^KÂ        ^ ^  F  —  kV  ^ Ft^]V  ±  FVÂ^ 
"~       N       ~         NV^Â^        '         ~        N       ~         ^V"V 

les  centres  d'homothétie  ont  donc  pour  coordonnées  (379) 

_  GV^Y  ±  G  VA        _  yy^'  4-  FVÂ 

Ces  points,  comme  on  le  voit,  divisent  harraoniquement  la  ligne  des 
centres. 

381.  Ces  formules  ne  conviennent  évidemment  pas  au  cas  où  les  deux 
courbes  sont  des  paraboles. 
D'abord,  de  ce  que  l'on  a 

A  _  {gh  —  lfl  _  (lif  -  mgf 
^'      {g'Ii  -  if?       W  -  mgT 
on  conclut 

^  =  "^  \  T  ~       .^'/ï  —  ir~'hr  —  ^ng'  ~  "^  r  ""  ^  G" 
Les  deux  équations 

la  +  /<6  +  r/  =  kg\        ha  -\-  mb  +  f  =  kf, 

étant  incompatibles,  nous  considérerons  le  système 

ha  -^-  mb  +  f==  kf      et      [(j  4-  g'k)a  -+■(/'  +  T^)''  =  '''^^  —  " 

formé  par  Tune  d'elles  et  l'équation  (2). 
Ces  équations,  de  même  que  les  suivantes  : 

/a  +  /i^  +  -f/  =  kg\        [g  +  g'k)a  +  i/"  +  fk)b  =  n'k^  —  w, 
ne  sont  compatibles  que  lorsque 

—    y,   —    g,. 
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Les  premières  donnent  alors 


a 


mn  —  P  —  (mn'  —  f^)  k^      L  —  L'^2       lG'2  —  L'G» 


lif  —  mg  +  (/«/"  —  mg')k       G  -H  G'k 


2GG'2      ' 


eX  les  secondes, 

_  n/  —g^  —  (}i'l  —  gf^2)  fei  ^  M  —  MA; 
gh  —  l{+  (g' h  —  if)  k         F  +  F'^" 


MF'2  _  MT2 


2FF'2 


Par  suite,  le  seul  centre  d*homothétie  a  pour  coordonnées 


X  = 


y  = 


a 


LG  2  ~  I/G^ 

1^/^-  — 2GG'(G'— G)' 

^  MF'2  _  M'F2 


1  — /c       2FF'(F'— F)' 


Exercices.  —  1.  Les  six  centres  de  similitude  de  trois  coniques  homothétiques 
prises  deux  à  deux  sont  trois  à  trois  en  ligne  droite. 

2.  Une  corde  d'une  conique  F  tangente  à  une  seconde  conique  S  homothétique 
et  concentrique  à  la  première  est  divisée  par  le  point  de  contact  en  deux  parties 
égales. 

§  ;^.  —  (Similitude. 


382.  —  Figures  semblables.  —  Deux  figures  M  et  P  sont  semblables 
quand  Vune  est  égale  à  une  homothétique  de  l'autre. 
Il  y  a  deux  cas  à  considérer  : 

I.  En  faisant  tourner  l'une  des  deux  figures  d'un  certain  angle  et  autour 
d'un  point  convenablement  choisi,  on  peut  la  faire  coïncider  avec  une 
homothétique  de  l'autre  ; 

II.  Le  même  déplacement  de  l'une  des  deux  figures  ne  peut  que  la 
rendre  symétrique  à  une  homothétique  de  l'autre. 

Quand  il  s'agit  de  coniques,  le  second 
<îas  rentre  dans  le  premier.  En  effet, 
supposons  qu'après  avoir  déplacé  con- 
venablement la  conique  P,  cette  courbe, 
dans  sa  nouvelle  position,  soit  symé- 
trique par  rapport  à  un  axe  Ox,  d'une 
conique  M'  homothétique  de  M. 

Désignons  par  C  et  G'  les  points  de 
rencontre  des  axes  de  symétrie  de  même  nom  des  coniques  P  et  M'.  Il  est 
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évident  qu*en  faisant  tourner  la  conique  P  autour  de  Tun  ou  l'autre  des 
points  C  et  C,  on  pourra  la  faire  coïncider  avec  M'.  On  peut  donc  dire 
que  deux  coniques  sont  semblables  quand,  en  déplaçant  convenablement 
Tune  d'elles,  on  peut  la  faire  coïncider  avec  une  homothétique  de  l'autre. 

Il  s'ensuit  que  lorsque  deux  coniques  sont  sefnbtableSy  leurs  axes  de 
symétrie  de  même  nom  sont  proportionnels;  le  rapport  de  ces  lignes, 
appelé  rapport  de  similitude,  est  égal  au  rapport  d'homothétie  de  l'une 
des  courbes  avec  son  homothétique  égale  à  l'autre. 

Réciproquement,  deux  coniques  sont  semblables  quand  leurs  axes  de 
symétrie  sont  proportionnels. 

Donc,  si  on  fait  tourner  l'une  des  coniques  autour  d'un  point  quel- 
conque, jusqu'à  ce  que  ses  axes  de  symétrie  soient  parallèles  à  ceux  de 
l'autre,  elle  coïncidera  dans  sa  nouvelle  position  avec  une  homothétique 
de  cette  autre. 

Deux  paraboles  quelconques  sont  semblables. 

383.  —  Condition  analytique  de  similitude  de  deux  coniquee.  —  Supposons  que 
les  deux  coniques  représentées  par 

bfi  +  Vujcy  +  my^  +  2^x  +  2/y  +  n  =  0, 
l'x^  +  Wxy  +  m'y»  +  ^*x  +  ^f'y  +  n'  =  0, 

soient  semblables. 

En  déplaçant  convenablement  la  seconde,  on  pourra  lui  donner  une  position 
telle  que  son  équation  sera 

nia^  +  2tey  +  my«  +  ^"x  +  ^r'y  +  n")  =  0. 

Mais  on  sait  que  ce  déplacement  ne  peut  altérer  les  fonctions  (234), 

V  —  Vi'  cos  e  +  m\       l'm'  —  h'%       A'  ; 

on  a  donc  les  égalités 

/'  -  2/1'  cos  0  +  m'  =  X  (/  —  2^  cos  G  +  m),       Vm'  -  h'^  «  X»  (Im  —  h^\ 

et,  par  conséquent, 

l'm'  -  k'^  ^  il'  —  ^'  cos  e  +  m'f 
Im  —  h^        (/  —  2/1  cos  B  +  mf* 

est  la  condition  de  similitude  des  deux  coniques  données. 

384.  —  Rapport  de  eimilitude  de  deux  ooniquee  eembiabiee.  —  En  désignant  par 
A"  le  discriminant  de  l'équation 

Ix^  +  Vucy  +  my^  +  ^"x  ^-  ^t'y  +  n"  =  0, 

on  a,  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire, 

A'  =  X3A". 
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D'un  autre  coté,  le  rapport  de  similitude  étant  donné  par  Téquation 

on  a 

Corollaire.  —  Coniques  égales.  —  Deux  coniques  sont  égales  lot'sgue,  étant 
semblables,  leur  rapport  de  similitiule  est  égal  à  Vunité. 

Deux  coniques  peuvent  donc  coïncider  quand  on  a,  entre  les  coefficients  de  leurs 
équations,  les  relations  suivantes  : 

{Vm'  —  h'^'  -  2^^  cos  9  +  m')  ^  (/m -/ig)(/  — 2/tcos  9 +  m) 

A'  A 

l'm'  —  h"^  _  y  —  2/1'  cos  9  +  mO» 
Im  —  h^        «  —  2A  cos  9  +  m;2  ' 

En  éliminant  entre  ces  relations  le  rapport    .    _  .  ^  ,  on  obtient 

A'  _  A  . 


(/'  —  2/i'  cos  9  +  w')»      (/  —  2/1  cos  9  +  w)S 

c'est  la  relation  unique  qui  doit  exister  entre  les  coefficients  de  deux  paraboles 
égales. 


CHAPITRE  IL 

POLES  ET  POLAIRES. 


§  !•  —  Pôles  et  polaires* 

886.  —  Polaire  d'un  point.  —  On  appelle  polaire  d'un  point 
(«>  i3,  y)  par  rapport  à  une  conique  réelle  ou  imaginaire  représentée  par 
Téquation 

Ix^  4-  my^  +  nz^  +  ifyz  +  "Igzx  +  "Ihxy  =  0 

à  coefficients  réelSy  la  droite  ayant  pour  équation 

xY\  +  y¥^  +  z¥^  =  0.  (1) 

Le  point  P  est  appelé  pôle  de  la  droite;  celle-ci  est  toujours  réelle 
quand  le  pôle  est  réel. 
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l.opsf|ue  le  point  P  est  situé  à  l  extérieur  de  la  courbe,  La  polaire  se 
confond  avec  la  ligne  des  contacts  des  tangentes  issues  du  pôle  214). 
Quand  le  point  P  se  trouve  sur  la  courbe,  la  polaire  coïncide  avec  la 
tanjçente  à  la  conique  en  ce  point,  et  réciproquement. 

Il  résulte  immédiatement  de  ce  qui  précède  que  généralement  tout  point 
a  une  polaire.  Car,  pour  chaque  système  de  valeurs  de  a,  3  et  -/  l'équa- 
tion \i)  est  déterminée. 

Corollaires,  —  I.  Si  les  coordonmîes  a  et  5  sont  nulles,  Téquation  d) 
qui  peut  encore  s'écrire  (177 , 

se  réduit  à 

F'^  =  0      ou      9^  ~^  fy  ^  "^  =  0. 

Cette  dernière  étfuation  représente  donc  la  polaire  à  l'origine. 
II.  Quand  le  point  P  coïncide  avec  le  centre  de  la  courbe  donné  par  les 
équations 

V\  =  0,     F>  =  0      ou      ^  :  G  =  .3  :  F  =  y  :  N, 

l'équation  de  la  polaire  se  réduit  à 

gcf.  -\-  f^  -^  ny  =  0      ou      ijG  +  /F  -h  wN  =  A  =  0, 

et  représente,  par  conséquent,  la  droite  de  l'infini  (38),  excepté  quand  la 
conique  se  réduit  à  deux  droites.  Dans  ce  dernier  cas,  elle  est  indéter- 
minée. Donc, 

La  polaire  du  centre  d'une  conique  est  la  droite  de  Vinfini, 

ni.  Les  coordonnées  iG,  F,  N;  du  centre  satisfaisant  aux  équations 

F'    =0        F'   =0 

la  condition  pour  que  la  polaire  d'un  point  (a,  (3,  -/)  passe  par  le  centre 
d'une  conique  est 

gG  +  /F  +  ;/N  =  A  =  0. 

La  conique  doit  donc  se  réduire  à  deux  droites. 

Réciproquement,  si  une  conique  se  réduit  à  deux  droites,  la  polaire  d'un 
point  quelconque  passe  par  le  centre;  car,  de  ce  que  A  est  nul,  on  a  (194), 
quelles  que  soient  les  valeurs  de  a,  |3,  y, 

a  (/G  -h  hY  -f-  //N)  4-  (3  (/iG  +  m?  +  /"N)  -f-  y  (V/G  +  /"F  +  nN)  =  0, 

ou  encore, 

G  (7a  +  //(3  +  gy)  4-  F (lix  -f  m(5  +  /y)  4-  N  {goL  +  fÇ>  +  ny)  =  0, 
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égalité  qui  peut  s'écrire 

GF^  +  FF>  -f  NF;  =  0, 

et  qui  exprime  que  la  polaire  du  point  (a,  (3,  y)  passe  par  le  centre  de  la 
courbe. 

886.  —  Application.  —  Le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  est  égal 
au  rapport  anharmonique  de  Leurs  polaires  par  rapport  à  une  conique. 
Désignons  par 

_  X'  —  kx"  _  y'  -  ky" 

^~    4-A:   '        ^~    \-'k   ' 

les  coordonnées  de  l'un  de  ces  points;  Téquation  de  sa  polaire  est  représentée  par 
inéquation 

'^T^'^''  +  ^~^T^^'y  +  2^^  +  2/y  +  2«  =  0, 
laquelle  peut  s'écrire 

x'?'^  +  y'V'y  +  z'F^  -  kix'T^  +  y"r'^  +  2"F',)  -  0. 

I^  paramètre  du  point  est  donc  le  même  que  celui  de  sa  polaire,  ce  qui  démontre 
le  théorème  (76).  Donc, 

Si  un  point  décrit  une  ponctuelle,  sa  polaire  marque  sur  une  droite  quel- 
conque une  ponctuelle  homographique. 

387.  —  Théorème.  —  Une  droite  quelconque  réelle  a  généralement  un 
pôle  unique  réel. 

Il  s'agit  de  prouver  que,  en  identifiant  l'équation 

)^  -f  u.y  4-  >2  =  0 

de  la  droite  donnée  avec  l'équation  de  la  polaire  d'un  point,  on  trouve 
généralement  pour  a,  j3,  y,  coordonnées  de  ce  point,  un  seul  système  de 
valeurs  réelles.  On  identifie  ces  équations  en  posant 

F'        F' 3      F' 

-if=— L=— i!  (2) 

ou  encore, 

Ix  -{-  /i(5  4-  gy /la  4-  m(3  -f-  fy pa  +  /'(S  -f  7iy 

X  a  V 

Désignons  par  k  la  valeur  commune,  généralement  différente  de  zéro, 
des  trois  rapports  précédents,  on  a  : 

/a  4-  /i|S  +  gy  =  kX,     hx  +  m,5  -r  fy  =  ku,     gy.  -f-  /*|3  +  ny  =  ky.    (3) 
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Dans  le  cas  où  le  déterminant 

l,     h,     X 


=  GX  +  F/jL  4-  Nv 


h,    m,    {Â 

est  différent  de  zéro  (y,  en  effet,  ne  pouvant  être  nul),  c*estrà-dire,  quand 
la  droite  donnée  n*est  pas  un  diamètre  de  la  conique  (208),  on  a  : 

P    •  7  * 


a 


\ 

h. 

9 

f*. 

m. 

f 

V, 

f. 

n 

U    \    g 

h,     a,     f 


l. 

h. 

X 

II, 

m, 

1* 

g. 

f. 

V 

ou  encore, 


P 


7 


i,    K    g 
K   wi,   f 

g.    î>     « 

k 


LX  +  H^  -f  Gv      HX  +  M^  -f  Fv      GX  +  F^z  4-  Nv      A  ' 

La  droite  de  Tinfini,  qui  correspond  aux  valeurs  nulles  de  X,  fx,  a  pour 
pôle  un  point  dont  les  coordonnées  sont 

G~F~N' 

c'est  donc  le  centre  de  la  conique,  laquelle  ne  peut  être  une  parabole 
d'après  Thypothèse  GX  +  F^  -h  Nv  ^  0. 

Dans  le  cas  où  jia  droite  donnée  est  un  diamètre,  la  quantité 
GX  +  F/ut  +  Nv  est  nulle,  et  les  équations  (3)  sont  incompatibles.  Le  pôle 
alors  n'existe  pas. 

Enfin,  lorsque  A  est  nul,  la  courbe  se  réduit  à  deux  droites,  et  les  éga- 
lités ci-dessus  nous  montrent  que,  si  la  droite  dont  on  cherche  le  pôle  n'est 
pas  un  diamètre,  on  a  /c  =  0,  et,  par  suite 

/«  4-  /i/3  +  ^7  =  0,         hoL+m^  +  fy  =  0. 

Le  pôle  d'une  droite  quelconque  par  rapport  à  une  conique  dégénérée 
en  un  couple  de  droites  se  trouve  donc  en  leur  point  commun,  centre  du 
système  (203). 

Lorsque  la  droite  est  tangente  à  la  courbe,  les  valeurs  de  a,  |3,  y  trouvées 
ci-dessus  sont  les  coordonnées  du  point  de  contact. 

Corollaire.  —  Les  égalités  (2)  nous  montrent  que  le  pôle  (a,  |3,  y)  d'une 
droite  se  trouve  sur  le  diamètre 


F'       F' 

__î y 

X  ~  a 


ou        ^F'^  —  XF'y  =  0 


conjugué  à  la  droite  (205). 
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888.  —  Équation  tangentielle  d'une  conique.  —  Le  pôle  est  un  point 
de  la  droite  donnée,  et  celle-ci  est  tangente  à  la  courbe  (214),  quand  on  a  : 

X(LX  +  HjjL  +  Gv)  +  ^(HX  -h  M/x  +  Fv)  +  v(GX  +  F^  +  Nv)  =  0, 
ou  encore, 

cp  (X,  a,  y)  =  LX2  -h  Mfx»  +  Nv»  +  2Fav  -f  2GvX  +  2HX^  =  0. 

Cette  relation  entre  les  paramètres  d'une  tangente  et  les  coefficients  de 
Téquation  de  la  courbe  est  appelée  équation  tangentielle  de  la  conique. 
Pour  les  valeurs  nulles  de  X  et  de  ^,  l'équation  ci-dessus  devient 

Nv2  =  0         ou        h^  —  lm  =  0; 

elle  exprime  qu'une  conique  tangente  à  la  droite  de  l'infini  est  une  para- 
bole, et  réciproquement. 

Kem ARQUE.  —  Il  faut  remarquer  que  les  coefficients  de  l'équation  d'une 
asymptote 

Ny  —  F  — t(Na:  — G)  =  0       ou       rNx  — Ny  4- F  —  (G  =  0, 

mt^  +  2/if  +  /  =  0, 

satisfont  à  l'équation  tangentielle  de  la  courbe.  La  relation 

LN»e2  +  MN2  +  N(F_jG)a-.2FN(F-tG)  +  2GN(F— /G)— 2HN«i=0, 

ou,  N  n'étant  pas  nul, 

(NL  —  G2)t2  -f  2{FG  -  NH)t  +  MN  —  V^  =  0, 

ou  encore  (194) 

A(mt2  +  iht  4-  /)  =  0, 

est,  en  effet,  une  identité. 

380.  —  Tangentes  parallèles  à  une  droite  donnée.  —  Soit 

Xa:  +  [xy  +  v2  =  0, 

réquation  d'une  tangente  dont  le  coefficient  angulaire ——est  donné.  De  la  relation 

?(X,  |x,  v)  =  LX2  +  Mjjl2  +  Nv»  4-  ÎFp  +  ÎGvX  +  2HX|x  =  0, 

on  lire,  lorsque  N  est  différent  de  zéro, 
GX  +  Fp.      i 


V  = ^  ±  ^  J/(G3  -  NL)X2  4-  2  (FG  -  NH)  X|x  4-  (F^  -  MN)|x2 
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L'équation  de  la  tangente  est  donc  U  =  1) 

ou,  en  représentant  par  t  la  quantité  —  -, 

y~^-«(a:-^)±i  V/-  A  (/  +  2^1/  +  mfi)  =  0. 

Cette  équation  est  identique  à  celle  du  n^  217. 

Quand  il  s'agit  d'une  parabole,  N  est  nul;  par  conséquent 

_        LX^  +  Mjjl2  +  2HX(jL  (U2  —  2m  4-  M)|x 

"  2(F{jL  +  G»         ""  2  (F  -  G/)       ' 

et  l'équation  de  la  tangente  devient 

(U2  -  2H/  +  M)uL 

\X  -\-  1x7/ =  0, 

^  2  (F  — GO 

ou  encore, 

y      ^^  2(F-G0         "• 

Cette  équation  représente  la  tangente  au  sommet  quand,  les  coordonnées  étant 
rectangulaires, 

^~  m"  h- 

800.  —  Cercle  de  Monge.  —  Les  coordonnées  étant  rectangulaires,  deux  droites 
perpendiculaires  issues  de  P  (a,  J3)  et  ayant,  par  conséquent,  pour  équations 

y  —  tx  +  ta  —  ^^O,       ty  +  x—  a  —  tp^'O, 

sont  tangentes  à  la  conique  quand  on  a  les  relations  : 

L^2  +  M  +  N(^a  -(3)2  +  2F  (^a  —  P)  -  2Gi  (ta  —  p)  —  2Hi  =  0, 
L  +  M/2  +  N(a  +  tpf  —  2F/  («  +  /g)  -  2G  (a  +  tp)  +  2^  =  0. 

En  les  ajoutant  membre  à  membre,  on  obtient 

(1  +  /2)[L  +  M  +  N  (a2  +  p'-O  -  2F|3  —  2Ga]  =  0, 

ou  encore,  puisque  \  + 1^  est  une  quantité  différente  de  zéro, 

N  (a»  +  ,32)  —  2Ga  -  2FS  +  L  +  M  =  0. 

Cette  relation  exprime  que  le  point  P  décrit  le  cercle 

X(a;2  +  y2)  -  2Ga:  —  2Fy  +  L  +  M  -  0, 

concentrique  à  la  conique.  C'est  le  cercle  de  Monge. 
Le  carré  de  son  rayon  a  pour  expression 

G'2  +  F2  -  (L  +  M)N      —U  +  m)^ 

N2  ^  >'2 
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Cette  quantité  est  nulle,  et  le  cercle  de  Monge  est  infiniment  petit,  quand  la 
conique  est  une  hyperbole  équilatère  ou  est  réduite  à  un  couple  de  droites. 

L*équation  précédente  représente  une  droite  quand  N  est  nul,  c'est-à-dire,  quand 
la  conique  est  parabolique;  donc, 

2Ga;  +  2Fy  —  L  —  M  =  0 

est  réquation  de  la  directrice  de  la  parabole  représentée  par  l'équation  générale. 
Cette  droite  ayant  pour  pôle  le  foyer  de  la  courbe,  les  coordonnées  de  celui-ci  sont  : 


a 


2FH  +  G(L~M) 


P  = 


2GH  -  F(L-M) 
2  (F2  4-  G2)      ■ 


381.  —  Équation  de  la  conique  en  fonction  des  coefficients  de  l'équa- 
tion tangentielle.  —  En  désignant  par  a,  |3,  y  les  coordonnées  du  point  de 
contact  de  la  tangente 

Ix  -\-  !jy  +  yz  =  0, 
on  a  les  relations  suivantes  (387)  : 


LÀ  +  Hu  +  G> 

HX  +  Mw  +  Fv 

GX  +  Fa  +  Nv 

A 

«X  +   ^u  +   yv 

-0, 

qui  permettent  d'éliminer  X,  «,  v,  lorsque  le  déterminant 


L,  H,  G 
H,  M,  F 

G,  F,  N 


ou  A, 


n'est  pas  nul.  Le  résultat  de  l'élimination, 

i  L,  H,  G,  a 
H,  M,  F,  |3     _  ^j 
G,  F,  N,  7 

«.  (3,  7,  0  I 

représente  le  lieu  du  point  de  contact  de  la  tangente  à  la  courbe,  c'est-à- 
dire,  la  courbe  elle-même. 
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Cette  équation  qui  peut  s'écrire,  en  remplaçant  a,  ^  eXy  par  x,  y  et  z, 

(MN  —  F2)  x^  -f  (NL  —  G2)  î/2  +  (LM  —  H«)  z^-^i  (GH  —  LF)  yz 

+  2(HF  — MG)2iiC  +  2(FG  — NH)xy  =  0, 

représente  donc  la  môme  courbe  que 

Ix^  -1-  my^  +  nz^  +  ifyz  +  igzx  +  ^hxy  =  0, 

ce  qui  est  évident  (194). 

L*équation  cartésienne  de  la  courbe  se  déduit  donc  de  son  équation  tan- 
gentielle,  comme  celle-ci  se  déduit  de  la  première. 

Remarque  —  Les  fonctions 

MN  — F2,    NL  — G2,    LM  — H»,    GH  — LF,    HF— MG,    FG  — NH 

sont  les  mineurs  des  éléments  L,  M,  N,  F,  G,  H  du  déterminant 

L,  H,  G 
H,  M,  F 

G,  F,  N 

qui  n'est  autre  que  le  discriminant  de  l'équation  tangentielle. 

On  peut  encore  remarquer  que  les  coefficients  de  l'équation  cartésienne 
sont  les  dérivées  par  rapport  à  L,  H,  M,  G,  F,  N  de  ce  discriminant. 

382.  —  Théorème.  —  Si  un  point  A  se  trouve  sur  la  polaire  d'un 
point  B,  réciproquement  le  point  B  se  trouve  sur  la  polaire  du  point  A. 

Soient  a,  ^,  y,  et  a',  (3',  y\  les  coordonnées  des  deux  points  A  et  B. 
Leurs  polaires  sont  représentées  par  les  équations  : 

Si  la  seconde  est  vérifiée  par  les  coordonnées  a,  (3,  y,  du  point  A,  on  a  : 

aFV  +  ppy  +  yP;,  =  0, 

et,  comme  cette  relation  peut  s'écrire 

7/F\  +  (3T'^  +  7'F;  =  0, 

elle  exprime  encore  que  la  polaire  du  point  A  contient  le  point  B. 
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Corollaires.  —  I.  Si  un  point  P  décrit  une  droite  XY,  sa  polaire  tourne 
autour  du  pôle  de  la  droite. 

II.  Si  une  droite  tourne  autour  d*un  point,  son  pôle  décrit  la  polaire 
du  point, 

ni.  Les  polaires  de  deux  points  P  etR  se  rencontrent  au  pôle  A  de  la 
droite  PR. 

Si  les  points  P  et  R  appartiennent  à  un  même  diamètre,  leurs  polaires 
sont  parallèles  au  diamètre  conjugué  à  PR  (387,  cor.). 

Le  pôle  d'un  diamètre  se  trouve  donc  à  Vinfini  sur  le  diamètre  qui  lui 
est  conjugua  (387) . 

393.  —  Remarque.  —  De  ce  qui  précède,  on  déduit  le  moyen  de  trouver  le  pôle 
d'une  droite  ne  coupant  pas  la  courbe. 

On  construit  les  polaires  de  deux  points  X  et  Y  de  la  droite  donnée  ;  elles  con- 
tiennent le  pôle  de  XY,  lequel  se  trouve,  par  conséquent,  en  leur  point  commun. 
Ces  polaires  sont  parallèles  et  leur  point  commun  est  situé  à  Tinfini,  lorsque  la 
droite  donnée  passe  par  le  centre. 

Pour  construire  la  polaire  d'un  point  extérieur  à  une  conique  donnée,  on  mène, 
par  ce  point,  deux  droites  rencontrant  la  courbe  ;  on  construit  leurs  pôles  en 
menant  des  tangentes  à  la  courbe  aux  points  de  section.  La  droite  qui  joint  les 
pôles  est  la  polaire  demandée.  Évidemment,  le  point  donné  ne  peut  coïncider  avec 
le  centre. 

Exercices.  —  i.  Trouver  Tenveloppe  de  la  droite  ayant  pour  équation 

rc  sin  a  +  y  sin^  ^  a  =  a  cos  a. 

2.  Par  un  point  pris  sur  le  côté  d'un  angle  droit,  on  mène  des  tangentes  aux 
cercles  inscrits  dans  Tangle  ;  lieu  des  points  de  contact. 

§  t^«  —  Droiteii  coi\|u^uéeii. 

394.  —  Condition  pour  que  deux  droites  soient  conjuguées.  —  Deux 
droites  conjuguées  sont  telles  que  Tune  passe  par  le  pôle  de  l'autre.  Les 
pôles  de  ces  droites  s'appellent  points  conjugués.  Soient 

Xx  +  |uiy  +  vi5  =  0,        'k'x  +  [ily  4-  )/'%  =  0, 

les  équations  de  deux  droites.  Le  pôle  de  la  première  a  pour  coordonnées  (387) 

a  :  LX'+  Ha  +  Gv  =  /3  :  HX  +  Mu  -i-  Fv  =  y  :  GX  +  F^x  +  N>, 
ou 

en  désignant  par  ^\,  cp'jjL,  9'^  les  dérivées  par  rapport  à  X,  a,  v  du  poly- 
nôme 9(X,  u,  v). 

19 
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La  condition  nécessaire  pour  que  ce  point  se  trouve  sur  la  seconde  est 

r^\  +  i,y^  +  v'9;  =  0. 

En  intervertissant  Tordre  des  droites,  on  obtient 

relation  identique  à  la  précédente;  en  les  développant  on  a,  en  effet,  pour 
chacune  d'elles, 

Si  les  deux  droites  coïncident,  cette  relation  devient 

Vx  +  ^^V  +  ^^'v  =  2(f  (X,  f^.,  v)  =  0, 
et  exprime  qu'elles  sont  tangentes  à  la  courbe  (388). 

396.  —  Théorème.  —  Deux  droites  conjuguées  par  rapport  à  une 
conique  forment,  avec  les  tangentes  réelles  ou  imaginaires  conjuguées  (*) 
menées  à  la  courbe  par  leur  point  commun,  un  faisceau  harmonique. 

En  représentant  les  droites  PC,  PD  conjuguées  par  rapport  à  la  conique 
par  les  équations 

hc  +  uy  -h  vz  =  0,         l'x  +  a  y  +  v%  =  0, 

les  droites  PM,  PN,  qui  passent  par  leur  point  commun,  ont  pour  équa- 
tions (67), 

(X  —  kr)x  +  (a  —  k'/)y  +  (y  —  kV)z  =  0, 

(X  —  k"y)x  +  iu.'—  k''u!)y  +  (v  —  k'W)z  =  Q. 

Lorsque  ces  droites  sont  tangentes  à  la  courbe,  nous  avons  les  deux 
relations 

cp(X— /cT,  a-k'a\  v—kV)  =  0,        9(X— fc'T,  fz— fc'V,  y—k'V)  =  0, 
qui  expriment  que  k'  et  /c"  sont  les  racines  de  l'équation 

cp  (X  —  feX',  a  —  kfx\  y  —  kv')  =  0, 
ou,  en  développant, 

/^e(V,/,y')  -  k(\'<p\  +  fji'cpV  +  v'cpV  +  <^{\  f/,  V)  =  0. 


(*)  Pour  la  définition  des  tangentes  imaginaires,  voir  n«  405. 


—  291  — 

Comme  le  coefficient  de  k  est  nul,  les  deux  droites  PC,  PD  étant  conju- 
guées, cette  équation  devient 

et  donne  pour  k  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires.  Les  droites 
PM,  PN  ont,  par  conséquent,  pour  paramètres  ke\  —  k,  et  sont  conjuguées 
harmoniques  par  rapport  à  PC,  PD  (78). 

Le  théorème  est  encore  vrai  quand  la  quantité  cp(X',  u\  v')  est  nulle, 
c'est-à-dire,  quand  Tune  des  droites  PC  est  tangente  à  la  courbe;  le  point  P 
est  alors  le  point  de  contact  et  les  deux  tangentes  à  la  courbe,  issues  de  ce 
point,  coïncident  avec  PC  (78). 

Ce  théorème  est  évident  géométriquement.  En  effet,  on  sait  que  C  et  D 
désignant  les  pôles  de  PD,  PC,  la  droite  CD  est  la  polaire  du  point  P. 
Elle  passe  donc  par  les  points  de  contact 
réels  ou  imaginaires  conjugués  des  tangentes 
à  la  courbe  issues  de  P. 

Comme  la  corde  MN  est  divisée  harmo- 
niquement  par  les  points  C  et  D  (215),  les 
quatre  droites  PM,  PN,  tangentes  réelles  ou 
imaginaires  à  la  conique,  PC  et  PD  forment 
un  faisceau  harmonique.  '  y.    ^^ 

Cette  dernière  démonstration  est  indé- 
pendante, comme  on  le  voit,  de  la  position  du  point  P. 

396.  —  Corollaires.  —  L  Les  couples  de  droites  conjuguées  qu'on 
peut  mener  par  un  point  donné,  forment  un  système  en  involution  ayant 
pour  rayons  doubles  les  tangentes  menées  à  la  courbe  par  le  point 
donné, 

IL  Si  Vune  des  droites  C07ijuguées  est  un  diamètre,  elle  divise  en  deux 
parties  égales  la  partie  de  Vautre  comprise  entre  ses  deux  points  de 
section  M  et  TU  avec  la  conique.  Car  le  pôle  du  diamètre,  situé  à  Tinfini, 
est  le  conjugué  harmonique  de  P  par  rapport  à  M  et  N. 

IIL  Deux  diamètres  conjugués  sont  tels  que  Vun  divise  en  parties 
égales  les  cordes  parallèles  à  Vautre, 

lY.  La  rapport  anharmonique  de  quatre  diamètres  est  égal  au  rapport 
anharmotiique  de  leurs  conjugués;  car  les  diamètres  conjugués  se  corres- 
pondent deux  à  deux  dans  une  involution. 

V.  D'après  ce  qui  précède,  les  rayons  doubles  de  l'involution  des 
diamètres  conjugués  d'une  conique  sont  les  tangentes  issues  du  centre. 
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Ces  tangentes  sont  imaginaires  dans  Tellipse;  dans  l'hyperbole,  elles  sont 
réelles,  ce  sont  les  asymptotes. 

Les  asymptotes  forment  donc,  avec  deux  diamètres  conjugués,  un 
faisceau  harmonique.  Leurs  points  de  contact  se  trouvent  sur  la  droite  de 
l'infini,  polaire  du  centre. 

VI.  Dans  une  hyperbole  équilatère,  les  asymptotes  sont  rectangulaires; 
deux  diamètres  conjugués  sont  donc  également  inclinés  sur  ces  droites  (80). 

VII.  Dans  le  cercle,  les  couples  de  diamètres  conjugués  sont  les  couples 
de  diamètres  rectangulaires;  Tinvolution  qu'ils  forment  est  donc  ortho- 
gonale et  les  droites  doubles  sont  les  droites  isotropes.  Donc, 

Les  droites  isotropes,  issues  du  centre  d*un  cercle,  sont  tangentes  à  la 
circonférence;  leurs  points  de  contact  sont  sur  la  droite  de  l'infini,  ce  sont 
par  conséquent  les  points  cycliques. 

Le  cercle  passe  donc  par  les  points  cycliques. 

VIII.  Deux  courbes  du  second  degré  concentriques  ont  toujours  un 
système  de  diamètres  conjugués  communs.  Ce  sont  les  droites  communes 
aux  deux  involutions.  Ces  droites  sont  réelles  lorsqu'il  s'agit  de  deux 
courbes  elliptiques,  ou  encore  lorsque  l'une  des  deux  courbes  seulement 
est  elliptique.  Dans  le  cas  de  deux  hyperboles,  les  asymptotes  de  Tune  des 
coniques  doivent  se  trouver  dans  le  même  angle  des  asymptotes  de  l'aulre. 

897.  —  Involution  hyperbolique  ou  elliptique.  ~  D'après  ce  que  nous  venons  de 
dire,  un  système  de  droites  en  involution  est  constitué  par  les  couples  de  dia- 
mètres conjugués  d'une  certaine  conique  ayant  pour  centre  le  centre  du  faisceau, 
et  pour  asymptotes  les  rayons  doubles  de  celui-ci.  Cette  courbe  est  une  ellipse  ou 
une  hyperbole  suivant  que  ces  droites  sont  imaginaires  ou  réelles.  D'après  cela, 
l'involution  est  hyperbolique  ou  elliptique,  suivant  que  ses  rayons  doubles  sont 
réels  ou  imaginaires. 

Les  éléments  rectangulaires  de  Tinvolution  sont  les  axes  de  la  courbe,  ce  sont 
les  bissectrices  des  angles  des  droites  doubles  ou  des  asymptotes  (109). 

Exercices.  —  4.  Démontrer  que  le  lieu  du  point  de  rencontre  M  des  droites 
AM,  BM  issues  de  deux  points  fixes  A  (a,  p,  7)  et  B(a\  ^\  7')  et  conjuguées  par 
rapport  à  une  conique 

F(a:,  y,  z)  =  Ix^  +  my*  +  n^  +  ^fyz  +  ^zx  -f  Vvxy  =  0 
a  pour  équation 

(xF'«  +  yr^  +  zr.;){x¥\^  +  yr^^  +  zr^) 

-  2(aF'^.  -f  pr^r  +  7F./)  ¥(x,  y,  z)  =  0. 

2.  Trouver  la  relation  existant  entre  les  coefficients  X,  jji,  v  de  l'équation  d'une 
droite  joignant  les  pôles  de  deux  droites  données  par  rapport  aux  coniques  ayant 
pour  équation  tangentielle 

ç(X,  p.,  v)- ASCX,  {X,  v)  =  0. 
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3.  Les  quantités  X',  ja',  v'  et  X",  {x",  v"  étant  les  coefficients  de  deux  droites 
fixes,  qu'exprime  la  relation 

2'v'       2',"  • 


§  3*  —  Xrian^left  coi^ju^uéii. 

388.  —  Définitions.  —  Un  triangle  est  conjugué  par  rapport  à  une 
conique  quand  ses  sommets  sont  les  pôles  des  côtés  opposés. 

La  courbe  est  dite  alors  conjugua  au  triangle. 

Deux  côtés  d'un  pareil  triangle  forment  évidemment  un  couple  de 
droites  conjuguées  par  rapport  à  la  courbe. 

Si  donc  on  trace  un  couple  de  droites  conjuguées  et  la  polaire  de  leur 
point  d'intersection,  le  triangle  formé  par  les  trois  droites  est  un  triangle 
conjugué. 

Il  y  a  donc  une  infinité  de  triangles  conjugués  à  une  conique. 

Le  triangle  formé  par  deux  diamètres  conjugués  et  la  droite  de  Tinfini 
est  conjugué  à  la  conique. 

399.  —  Théorèmes.  —  I.  Les  coniques  passant  par  quatre  points 
07it  un  triangle  conjugué  commun. 

Désignons  par  A,  B,  C,  D  quatre  points  d'une  conique,  par  0  et  0'  les 
points  de  rencontre  des  droites 
AB  et  CD,  AD  et  BC  ;  menons  0' 

les  diagonales  00',  AC,  BD 
du  quadrilatère  formé  par  les 
couples  de  droites  AB  et  DC, 
AD  et  BC,  et  soit  H  le  point 
d'intersection  des  droites  AC 
et  BD. 

D'après  ce  que  nous  avons 
vu  (84),  les  sécantes  OAB, 
ODC  sont  divisées  harmoni- 
quement  par  le  point  0  et 
par  la  droite  O'H;  par  con- 
séquent, O'H  est  la  polaire 
de  0  (215). 

De  même  OH  est  la  polaire 
de  0'  et,  par  suite,  H  est  le  pôle  de  00'  (392),  et  le  triangle  OO'H  est 
conjugué  à  la  conique. 


Fig.  127. 
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Ce  triangle  est  foimé  par  les  points  diagonaax  du  quadrangle  A,  B,  C,  D 
et  ne  dépend,  par  conséquent,  que  de  cette  figure.  Il  en  résulte  qu*il  est 
le  même  pour  toutes  les  coniques  passant  par  ces  quatre  points. 

Le  triangle  OO'H  est  réel  quand  les  points  A,  B,  C,  D  sont  réels  ou 
forment  deux  couples  de  points  imaginaires  conjugués  (68).  Lorsque  les 
points  A  et  B  sont  réels,  C  et  D  imaginaires  conjugués,  le  point  0  seul 
est  réel,  ainsi  que  le  côté  opposé  O'H  (70). 

400.  —  IL  Les  coniques  tangentes  à  quatre  droites  ont  un  triangle 
conjugué  commun. 

En  effet,  de  ce  que  OH  est  la  polaire  de  0',  les  tangentes  à  la  courbe  en 
A  et  D,  en  B  et  G  se  coupent  en  des  points  P  et  R  de  cette  droite  (392,  II). 
De  même  les  tangentes  en  A  et  B,  en  D  et  C  se  coupent  en  des  points  Q 
et  S  de  O'H. 

La  di*oite  AG  passant  par  H,  les  tangentes  en  A  et  G  se  coupent  en  un 
point  T  de  00'  ;  de  même  les  tangentes  en  B  et  D  de  la  courbe  se  coupent 
en  un  point  V  de  la  même  droite  (392). 

Le  triangle  conjugué  OO'H  est  donc  encore  formé  par  les  diagonales  PB, 
QS,  TV  du  quadrilatère,  circonscrit  à  la  courbe,  formé  par  les  droites  PQ 
et  RS,  QR  et  SP,et  ne  dépend  par  conséquent  que  de  ce  quadrilatère. 
Le  triangle  OO'H  est  donc  conjugué  à  toutes  les  coniques  inscrites  dans  ce 
quadrilatère. 

Ses  trois  côtés  sont  réels  quand  les  droites  PQ  et  RS,  QR  et  SP  sont 
réelles  ou  forment  deux  couples  de  droites  imaginaires  conjuguées  (69). 
Si  deux  des  quatre  droites  sont  réelles  et  les  deux  autres  imaginaires 
conjuguées,  le  triangle  conjugué  n'a  qu'un  seul  côté  et  le  sommet  opposé 
réels  (70). 

Exercices.  —  i.  Démontrer  que  les  points  0  et  0',  T  et  V  sont  deux  couples  de 
conjugués  harmoniques. 

2.  Démontrer  géométriquement  que  l'orthocentre  d'un  triangle  conjugué  à  un 
cercle  se  trouve  au  centre  de  la  courbe. 

3.  Démontrer  que  tout  triangle  conjugué  à  un  cercle  est  obtusangle. 


—  295  — 


CHAPITRE  III. 

COORDONNÉES  TANGSNTIELLES. 


§  !•  —  Coordonoéea  d'une  droite;  équation 

d'un  point. 

401.  —  Coordonnées  d'une  droite.  —  Noas  avons  vu  au  n°  388 
comment  on  écrit  Téquation  tangentielle  d'une  conique,  connaissant  son 
équation  cartésienne.  Nous  avons  vu  aussi  comment  Téquation  cartésienne 
d'une  conique  se  déduit  de  l'équation  tangentielle. 

Cette  dernière  équation  peut  donc  parfaitement  remplacer  l'équation 
cartésienne  de  la  courbe.  Celle-ci  exprime  la  condition  pour  qu'un  point, 
ayant  pour  coordonnées  x,  y  et  z,  fasse  partie  de  la  courbe;  l'autre 
exprime  la  condition  pour  qu'une  droite,  représentée  par 

Ix  +  ixy  -}-  vz  =  0, 

soit  tangente  à  la  même  conique. 

Les  coefficients  X,  ^,  v,  qui  déterminent  complètement  l'équation  de  la 
droite  et  par  conséquent  sa  position,  comme  les  coordonnées  cartésiennes 
ou  polaires  déterminent  la  position  d'un  point,  sont  appelées  coordonnées 
tangentielle^  de  la  droite  ;  tandis  que  l'on  nomme  coordonnées  ponctuelles 
d*un  point  ses  coordonnées  cartésiennes  ou  polaires. 

Une  relation  entre  les  coordonnées  ponctuelles  d'un  point  est  une 
équation  ponctuelle;  une  relation  entre  les  coordonnées  tangentielles  d'une 
droite  s'appelle  équation  tangentielle. 

Comme  on  peut  le  remarquer,  il  n'est  pas  nécessaire  de  se  donner  les 
valeurs  absolues  des  coordonnées  tangentielles  d'une  droite  pour  que  celle- 
ci  soit  complètement  déterminée;  la  connaissance  de  trois  quantités  qui 
leur  sont  proportionnelles  est  suffisante,  les  équations 

Xx  -f-  fzy  +  vz-  =  0     et     k\x  +  kay  +  kvz  =  0, 

désignant  une  seule  et  même  droite. 

402.  —  Équation  d'un  point.  —  L'équation  homogène  du  premier 
degré  en  X,  a,  v 

'Xa  +  ixb  +  vc  =  0, 
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dans  laquelle  c  ^  0,  exprime  qu'une  droite,  ayant  pour  coordonnées  tan- 
gentielles  X,  f/,  v,  pivote  autour  d'un  point  P  dont  les  coordonnées  carté- 
siennes sont  0,  b,  c.  L'équation  précédente  fait  donc  connaître  le  point  P, 
comme  le  feraient  ses  coordonnées  ponctuelles;  on  rappelle  pour  ceUe 
raison  équation  tangentielle  du  point. 

L'équation  tangentielle  d'un  point  est  donc  la  relation  qui  doit  exister 
entre  les  coordonnées  tangentielles  d'une  droite  quelconque  pour  qu*elle 
passe  par  le  point. 

Cette  équation  est  homogène  par  rapport  à  X,  p.,  v. 

Corollaires.  —  I.  Équation  de  Voi^igine.  —  L'origine  des  coordonnées 
est,  d'après  ce  qui  précède,  représentée  par 

0 .  X  4-  0 .  17-  +  cv  =  0        ou        y  =  0, 

Celte  équation  exprime  en  effet  qu'une  droite  X,  a,  v  passe  par  le  point 

dont  les  coordonnées  cartésiennes  sont  nulles. 

n.  Équation  d'un  point  situé  sur  une  droite  qui  joint  deux  points  donnes. 

En  désignant  par 

_  x'  —  kx"  _  y'  —  ky" 

les  coordonnées  absolues  d'un  point  A  de  la  droite  joignant  les  points 
V(x\  y'),  K{x",  y"),  son  équation  tangentielle  est  évidemment 

1  —  A;  1  —  k 

ou  encore, 

Ix'  +  iiy'  +  V  ~  k[\x"  +  ij.y"  +  v)  =  0. 

On  obtient  tous  les  points  de  la  droite  PR  en  faisant  varier  k. 
Le  point  situé  à  l'infini  sur  PR,  correspondant  à  la  valeur  +  i  du 
paramètre,  a  pour  équation 

Donc,  le  point  situé  à  l'infini  sur  la  droite 

flx  +  fty  +  c  =  0, 
a  pour  équation 

Vk  —  afx  =  0. 

in.  Équation  du  point  de  section  d'une  droite  avec  la  droite  qui  joint 
deux  points,  —  Le  point  représenté  par  l'équation 

Xt'  +  ay'  +  y  —  k  (Ix''  +  ijy"  -f  >)  =  0, 
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se  trouve  sur  la  droite  ayant  pour  coordonnées  V,  jx',  v',  ou  pour  équation 

rx  +  ^'y  +  v'  =  0, 
quand  on  a  la  relation 

XV  +  u!y'  +  v'  —  k[yx"  +  ixY  +  0  ==  0, 

laquelle  permet  d'éliminer  k,  Tune  au  moins  des  deux  quantités 

XV  -f  i^Y  +  v\        XV'  +  ii'y"  +  v' 

n'étant  pas  nulle. 
L'équation  tangentielle  du  point  demandé  est,  par  conséquent, 

(XV  +  ^'y"  +  v'XXx'  +  ay'  +  v)  —(XV  +  ^l'y'  +  v){lx"  +  uy"  +  v)  =  0. 

IV.  Rapport  anhai^monique  de  quatre  points.  —  Les  quatre  points, 
représentés  par  les  équations  tangentielles 

Xx'+fxi/'+v-/c'(X.x"+fjLi/"+y)=0,      hc'+ixy'+v-  k,(kx"+uy"+y)^0, 
Xx'+f/y'+v-  k"(\x"+  at/'4  v)=0,     Xx'+ij.y'+v-  A:,(Xx"+/yy"+v)  =0, 

ont  pour  rapport  anharmonique  (72) 

Les  points  représentés  par  les  équations 

Xa;'+^t/'4-y+  k(kx"+  (xy^'+y)  =  0,      Xx'+^y'+v-  k(hc''+iJ.y"+v)  =  0, 

sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  points 

Xx'  +  iiy'  +  V  =  0,  Xx"  +  ay"  +  V  =  0. 

403.  —  Applications.  -—  L  Trouver  Véquation  dit,  lieu  décrit  par  un  point 
déterminé  par  une  équation  tangentielle 

{ah^  +  bk  +  c)\  +  (a'k^  +  b'k  +cO  ^  +  (a"^2  +  b''k  +  c")v  =  0, 

dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  du  second  degré  d'un  paramètre 
variable. 

Équation  ponctuelle  du  lieu.  —  En  désignant  par  x,y  q\.z  les  coordonnées 
cartésiennes  homogènes  du  point  variable,  on  a  les  relations 

ak^  +  bk  +  c  ^  a'k'^  +  b'k  +  C  _  a"k^  +  b'*k  +  C'  _ 
x  y  z  ' 

En  éliminant  A:  et  9 ,  on  obtient 
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=  0. 
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Équation  tangentielle  du  lieu,  —  Les  points  d'intersection  de  la  courbe  cherchée 
avec  une  droite  X',  jjl',  v'  sont  représentés  par  l'équation  donnée  où  Ton  a  rem- 
placé le  paramètre  k  par  les  racines  de  Téquation 

(aW  +  aV  +  a"vOA«  +  W  +  ^V  +  b'\')k  +  cl'  +  c>'  +  c'V  -  0. 

Ces  points  coïncident  et  la  droite  W  [t.\  v'  est  tangente  à  la  courbe  cherchée, 
quand  on  a 

{by  +  ^  V'  +  ^"v')2  -  4(aX'  +  fl  V'  +  «"^''^  (^^'  +  cV  +  c"v')  =  0. 

Par  conséquent,  cette  relation,  où  Ton  a  remplacé  X',  jjl',  v'  par  X,  jx,  v,  est 
l'équation  tangentielle  du  lieu  du  point  donné  (388). 
II.  Trouver  r équation  de  V enveloppe  d'une  droite  représentée  par  r équation 

(ak^  +  àk  +  c)x  +  Wk^  +  b'k  +  c')y  +  (a''k^  +  b"k  -f  c")^  =  0, 

dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  du  second  degré  d'un  paramètre 
variable. 

Équation  ponctuelle  de  l'enveloppe.  —  Par  un  point  {x\  y\  2'),  on  peut  mener 
deux  tangentes  à  la  courbe  cherchée;  ces  droites  sont  représentées  par  l'équation 
donnée  dans  laquelle  on  a  remplacé  le  paramètre  k  par  les  racines  de  l'équation 

(aaf  +  ay  +  a'V)ik8  +  {bx'  +  by  +  b"z')k  +  cx'  +  c'y'  +  c"z'  =  0. 

Les  deux  tangentes  coïncident  et  le  point  (x',  y',  z')  décrit  la  courbe  cherchée 
quand  les  racines  de  cette  équation  sont  égales,  c'est-à-dire  quand  on  a 

(bx'  +  b'y'  +  b"z'^  -  i{ax'  +  a'y'  +  a"z')(cx'  +  c'y'  +  c"z')  =  0. 

La  droite  variable  est  donc  constamment  tangente  à  la  conique  représentée  par 
{bx  +  b'y  +  b"z)^  —  k{ax  +  a'y  +  a"z)(cx  +  c'y  +  c"z)  =  0. 

Équation  tangentielle  de  l'enveloppe.  —  En  désignant  par  X,  jx,  v  les  coor- 
données tangentielles  de  la  droite  variable,  on  a  les  relations 

ak^  +  bk  +  c_  a'k^  +  b'k  +  c'  _  a"k^  +  b"k  +  c"  _^ 

—  —  9, 

A  (X  V 

Éliminant  A:  et  Q  entre  ces  équations,  on  obtient 
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404.  —  Équation  tangentielle  d'un  cercle.  —  Désignons  par  a  et  j3 
les  coordonnées  cartésiennes  absolues  du  centre  0  d'un  cercle,  par  r  son 
rayon  et  par  X,  fx,  v  les  coordonnées  tangentielles  de  Tune  de  ses  tangentes, 
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La  distance  du  centre  à  la  tangente  étant  égale  au  rayon,  on  a  la  relation 

gX  +  gg  +  y  ^  ^       ^^  +  fia  +  v)»  —  r»(X«  +  ^ui*)  =  0. 

C'est  Téquation  tangentielle  cherchée. 

Lorsque  le  centre  du  cercle  se  trouve  à  Torigine,  l'équation  devient 


Enfin,  lorsqu'il  s'agit  d'un  cercle  imaginaire  ayant  pour  rayon  rk^ —  1, 
son  équation  tangentielle  est  de  la  forme 

(X2  +  ^a)r*  +  V»  =  0, 

ou  encore,  si  r  est  égal  à  l'unité  de  longueur 

X«  +  ;X«  +  V«  =  0. 

Dans  ces  deux  derniers  cas,  les  équations  ponctuelles  du  cercle  sont 
x^  +  y^  +  tH^  =  0,        X»  +  y2  +  z2  =  0. 

§   ^.  —   Conique  réduite  À  dieux,  points* 

406.  —  Nous  savons  que  l'équation  tangentielle  d'une  conique  est 
homogène  et  du  second  degré  par  rapport  aux  coordonnées  X,  ^^  y. 

Lorsque  le  premier  membre  de  cette  équation  se  décompose  en  deux 
facteurs  homogènes  du  premier  degré  en  X,  p.,  y,  son  discriminant  est  nul, 
et  réciproquement. 

L'équation  a  alors  la  forme 

(flX  +  bix  +  cv)[o!\  +  frV  +  dv)  =  0, 

et  exprime  que  les  coordonnées  de  la  tangente  satisfont  à  l'une  ou  à  l'autre 
des  équations 

aX  +  hix  4-  cy  =  0,        a'X  +  V^.  +  dv  =  0, 

ou  que  cette  droite  passe  par  l'un  ou  l'autre  des  deux  points  À  et  Â', 
représentés  par  ces  deux  équations  homogènes  du  premier  degré  en  X,  |U[,  y. 
L'équation  tangentielle  du  second  degré  fait  donc  connaître  ou  représente, 
dans  ce  cas,  un  couple  de  points,  lesquels  peuvent  être  réels,  distincts  ou 
coïncidents,  ou  imaginaires  conjugués. 

Lorsque  les  points  coïncident,  on  dit-  que  l'équation  tangentielle  repré- 
sente un  point  double. 
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On  peut  donc  dire  que,  ^t  entre  les  coordonnées  tangentielles  X,  p.,  v 
d'une  droite  mobile^  il  existe  une  relation  homogène  du  second  degré 

cette  droite  enveloppe  ou  est  tangente  à  une  conique,  ou  pivote  autour  de 
l*un  ou  Vautre  de  deux  points  fixes  ;  et  on  étend  comme  simple  définition 
ce  théorème  au  cas  où  X,  ^,  v  sont  imaginaires  et  définissent,  par 
conséquent,  une  droite  imaginaire. 

400.  —  Si  l'on  identifie  les  deux  équations 

?  (X,  lA,  v)  =  0,       (aX  +  ^|x  +  c>i)  (a'X  -f  ^V  +  c'^')  =  0» 
on  a  les  égalités  suivantes  : 

aa'  =  L,       bb'  =  M,       ce'  =  N, 
bc'  +  b'c  =  F,       ca'  +  c'a  =  G,       ab'  +  a'b  =  H. 

Par  conséquent, 

4(MN  —  F2)  «  m'cc'  -  b'H^  —  b^c'^  -  ^bb'cc'  =  —  {bc'  —  b'cf. 
De  même, 

4  (NL  -  G2)  =  -  (ca'  —  c'af,       4(LM  -  H2)  =  -  {ab'  —  a'bf  ; 
4  (GH  -  LF) = (ca'  -  c'a)  (ba'  -  b'a),       4(HF  —  MG)  =  (ab'  -  a'b){cb'  -  c'^), 

4(FG  -  iNH)  =  {bc'  -  b'c){ac'  —  a'c). 

D'un  autre  côté,  on  a 

(MN  —  F2)  (NL  —  G»)  —  (FG  —  NH)»  =  N  (LMN  +  2FGH  -  LF2  —  MG2  -  NH^)  =  0, 

ainsi  que  deux  égalités  analogues.  Les  quantités 

MN  —  F2,       NL  —  G2,       LM  -  H», 

ont  donc  le  même  signe,  leurs  produits  deux  à  deux  étant  positifs.  On  en  conclut 
que  si  Tune  d'elles  est  positive,  les  points  A  et  A'  sont  imaginaires  conjugués; 
tandis  que  ces  points  sont  réels  lorsque  ces  binômes  sont  négatifs. 
Enfin  les  deux  points  coïncident  quand  on  a  la  relation 

F2  +  G2  +  H2  -  MN  —  NL  —  LM  =  0, 

car,  dans  ce  cas.  les  carrés  (bc'  —  b'c)^,  (ab'  —  a'bf,  (ca'  —  c'af  sont  nuls.  L'un 
des  deux  points  est  rejeté  à  l'infini  quand  N  est  nul  ;  les  deux  points  sont  situés  à 
l'infini  quand  N,  F,  G  sont  nuls  (402). 
Corollaire.  -—  L'équation  tangentielle 

X2  +  jx2  ==  0 

représente  deux  points  imaginaires  conjugués,  ayant  respectivement  pour  équa- 
tions :  •  

X  + jji^'=^  =  0,         X-|jlI/^=T:  =  0, 
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ils  sont  donc  situés  à  l'infini  sur  les  droites  isotropes  (402,  II) 

y  +  a;K=^  =  0,        2^  +  0:1/^^  =  0, 
Remarque.  —  La  relation 

XX'  +  jjljjl'  =  0, 

qui  existe  entre  les  coefficients  des  équations  de  deux  droites  rectangulaires, 
exprime  que  ces  droites  sont  conjuguées  par  rapport  aux  points  cycliques 
considérés  comme  formant  une  conique. 

407.  —  Nous  avons  vu  que,  si  on  désigne  par  A  le  discriminant  de 
réquation  ponctuelle  d'une  conique,  A^  est  le  discriminant  de  son  équation 
tangentielle. 

Donc,  lorsque  Téquation  ponctuelle  représente  deux  droites,  l'équation 
tangentielle  représente  deux  points  A  et  A'. 

Ces  deux  points  doivent  nécessairement  coïncider  avec  le  point  0  de 
section  des  deux  droites,  toute  tangente  à  la  conique  devant,  en  effet,  dans 
ce  cas,  passer  par  ce  point  (217). 

Si  la  courbe  est  du  genre  parabole,  les  deux  points  coïncidents  A  et  A' 
sont  à  rinfini. 

On  peut  aussi  trouver  analytiquement  ce  résultat.  En  effet,  si  a  ^st  nuK 

MN  -  F2  =  /A  =  0,       NL  -  G2  =  mA  =  0,       LM  —  H»  =  nA  =  0, 
GH  —  LF  =  /A  =  0,      HF  —  MG  =  ^A  =  0,       FG  —  NH  =  M  =  0; 

et,  par  conséquent,  Téquation 

LX2  +  M|jl2  +  Nv2  +  2FjjLv  +  2GvX  +  2HXjx  =  0, 

où  N  est  différent  de  zéro,  peut  s'écrire 

LNX2  +  MNjjl2  +  N2v2  +  2FN|jiv  +  2GNvX  +  SHNXjjl  «=  0, 

ou  encore 

(GX  +  Fp.  +  Nv)2  =  0, 

et  représente  alors  deux  points  coïncidant  avec  le  centre  de  la  conique. 
Si  N  est  égal  à  zéro,  F  est  aussi  nul,  et  on  peut  écrire  pour  Téquation, 

H2X2  +  M2jjl2  +  F2v2  +  2FMjjlv  +  2FHvX  +  2HMX|i  =  (HX  +  M|jl)2  =  0, 

laquelle  représente,  dans  ce  cas,  un  point  double  situé  à  Tinfini. 

408.  —  Si  le  discriminant  de  l'équation  tangentielle  donnée  est  nul, 
celle-ci  représente  deux  points  généralement  distincts  A  et  A',  et  l'équation 
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ponctuelle  représente  deux  droites  d  eXd\  Ces  deux  droites  coïncident  et 
joignent  les  deux  points  A  et  A'. 

En  eifet,  toute  tangente  passe  par  Tun  ou  l'autre  des  points  A  et  A',  et 
une  pareille  droite  coupant  la  conique  en  deux  points  coïncidents,  on  en 
conclut  que  les  deux  droites  d  et  d'  doivent  toutes  deux  passer  par  les 
points  A  et  A'. 

Analytiquement,  on  procède  comme  suit  : 

Les  coefficients  de  Féquation  ponctuelle  sont  donnés  en  fonction  de  ceux  de 
réquation  tangentielle,  par  les  égalités 

^  =  MN  -  F2,       m  =  NL  —  G2,       n  =  LM  —  H», 
/•=GH  — LF,      ^  =  HF-MG,       /i  =  FG  —  NH. 

D'où  Ton  tire 

fnw  -  /ï  =  LA»  =  0,       nl  —  g^=-  MA»  =  0,       Im  —  h^^  NA»  =  0, 
gh-lf-^  FA2  =  0,        kf—mg^  GA»  =  0,     fg  —  nh=-  HA»  =  0, 

A»,  discriminant  de  l'équation  tangentielle,  étant  nul. 
L'équation  ponctuelle 

laf^  +  my2  +  n^  +  ^fyz  +  'igzx  +  Vixy  =  0, 

ou,  si  n  est  différent  de  zéro, 

nla:^  +  mny^  +  n^  +  %(ny%  +  '^nzx.  +  ^nxg  =  0, 
ou  encore, 

^^  +  W  +  w*2^  +  2/ny«  +  "^mx  +  "ifgo^  ==  0, 

peut  donc  s'écrire 

^x  +  fy  +  n2)2  =  0, 

et  représente  deux  droites  coïncidentes. 
En  fonction  des  coefficients  de  l'équation  tangentielle,  cette  équation  s'écrit 

[(HF  -  MG)x  +  (GH  —  LF)î/  +  (LM  —  H3);5]2  =  0, 
ou,  en  remplaçant  les  coefficients 

HF-MG,       GH-LF,       LM— H» 
par  leurs  valeurs  (406), 

[(c^'  -  c'b)x  +  (ac'  -  a'c^y  +  W  —  ^'û)*]2  =  0, 
et  l'on  voit  qu'elle  représente  deux  droites  coïncidant  avec  AA'. 

409.  —  Conique  qui  se  réduit  à  deux  points.  —  Les  discussions  pré- 
cédentes montrent  suffisamment  ce  qu'il  faut  entendre  par  l'expression 
conique  qui  se  réduit  à  deux  points  distincts  ou  coïncidents.  On  dit  qu'une 
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conique  se  réduit  à  deux  points  quand  son  équation  tangentielle  représente 
deux  points,  comme  on  dit  qu'une  conique  se  réduit  à  deux  droites,  quand 
son  équation  ponctuelle  représente  deux  droites.  Une  conique  qui  se  réduit 
à  deux  points  est  donc  un  couple  de  points  différents  ou  coïncidents,  dont 
on  utilise  dans  les  calculs  l'équation  tangentielle  quadratique,  c'est-à-dire,  le 
produit  égalé  à  zéro  des  premiers  membres  de  leurs  équations  tangentielles. 

410.  —  Centre  d'une  conique  qui  se  réduit  à  deux  pointe.  —  On  appelle  centre 
d^une  conique  réduite  à  deux  points,  le  point  ayant  pour  coordonnées  absolues 
les  quantités  a:  et  ^  données  par  les  équations 

a       2G  _  ca'  +  c'a     ?  i  £' 
N  ""      c&      '^  c"^  &' 

^*''~  N  ""       ce'      ~  c  ^  &' 
Cest  le  noilieu  de  la  droite  qui  joint  les  deux  points  (5). 

411.  —  Cercie  de  INonge.  —  On  donne  encore  le  nom  de  cercle  de  Monge,  dans 
ce  cas,  au  cercle  ayant  pour  équation  (390) 

N(a«  +  ij^)  —  2Gx  —  2Fy  +  L  +  M  ■=  0. 
Cette  équation  peut  ici  s'écrire 

^+>^-(i+S'-(f+^)»+i;+f-«- 

Elle  représente  donc  le  cercle  décrit  sur  la  droite  qui  joint  les  deux  points  comme 
diamètre. 
Le  carré  du  diamètre  de  ce  cercle. 


^G2  — LN  +  F2— MX 


N2 

est  le  carré  de  la  distance  qui  joint  les  deux  points. 

412.  —  Pôle  d'une  droite.  —  Le  pôle  P  d'une  droite 

\'x  +  ^'y  -f-  v'-5  =  0 

est,  par  définition,  le  point  qui  a  pour  coordonnées  homogènes 

et  par  conséquent  pour  équation  tangentielle, 

(LX'  +  Hhl'  +  GvOX  +  (HX'  +  Mji/  +  Fv'){JL  +  (GX'  +  F{jl'  +  >'v')v  =  0, 
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+  [{ca'  +  c'a)V  +  {bc'  +  b'cy  +  ^cVh  «  0. 
Celte  équation  peut  s'écrire  visiblement  comme  suit  : 

{aT  +  ^V  +  cV)(aX  +  ^jx  +  Cv)  +  (aX'  +  ^jx'  +  Cv')(fl'X  +  b'^  +  c\)  =  0. 

Le  pôle  de  la  droite  (X',  jx',  v')  se  trouve  donc  sur  la  droite  qui  joint  les  deux 
points  A  et  A'  auxquels  se  réduit  la  conique  (402,  II). 

La  droite  donnée  rencontre  la  droite  AA'  en  un  point  R  ayant  pour  équa- 
tion (402,  III) 

(a'X'  +  ^V'  +  c'^')(«^  +  ^{JL  +  cv)  -  (flX'  +  b^'  +  o,')(a"k  +  ^V  +  ^  v)  =  0. 

Les  points  P  et  R  sont  donc  conjugués  harmoniques  par  rapport  à  A  et  A'  (402). 
Corollaire,  —  Le  pôle  de  la  droite  de  Tinfini  a  pour  équation 

cXaX  +  b^  +  o,)  +  c(a'\  +  ^V  +  c'v)  =  0, 
c'est  encore  le  centre  du  système  (410). 

413.  —  Polaire  d'un  point.  —  La  polaire 

«F',  +  pF'^  +  yF',  =  0 
du  point  P(a,  p,  7)  peut  s'écrire 

ilx  +  hy+gz)oi  +  {hx  +  my  +  /t)^  +  {gx  +  fy  +  ni)y  =  0, 

ou,  en  fonction  des  coefficients  de  l'équation  tangentielle, 

[(MN — F2)a;+(FG — NH)y+(HF—  MG)i]a+  [(FG— NH)a;+(NL-  G%-h  ((;H—  LF):;]S 

+  [(HF  —  m)x  +  (GH  —  LF).v  +  (LM  -  H^}z\y  =  0. 

Lorsque  la  conique  se  réduit  à  deux  points,  cette  équation  devient 

[(^c'— ^'c)a+(c«'-c'a)5+(fl^'-a'^)7][(^'c— />c'Xî:+(c'a---<ra')y+(fl'^--û^')5]-0, 

et  elle  représente,  quelles  que  soient  les  coordonnées  du  point  P,  la  droite  qui  joint 
les  deux  points  A  et  A'. 


CHAPITRE  IV. 

THÉORÈMES  DE  GHASLES,  DE  NEWTON,  DE  HAG  LAURIN,  DE  PASCAL, 

DE  STEINER  ET  DE  BRIANGHON. 

414.  —  Équation  de  la  conique  passant  par  cinq  points.  —  Par  cinq 
points  réels  on  peut  toujours  faire  passer  une  conique  et  généralement 
une  seule. 
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Soient  les  cinq  points  réels  A,  A',  B,  B',  C. 
Prenons  pour  axes  de  coordonnées  les  semi- 
droites  AA'  et  BB',  soit  0  leur  point  d'intersec- 
tion et  désignons  par  a,  a\  b,  b'  les  segments 
OA,  OA',  OB,  OB'. 

La  conique  passant  par  les  points  A,  A',  B,  B' 
est  repi'ésentée  par  ^.^    ^^ 

(ay+bx—ab) (ay+b'x—a'b')  —  k(ay  +  b'x—ab'){a'y-¥bx—ab)=i),  (1) 

Cette  équation  est,  en  effet,  satisfaite  par  les  points  d*intersection,  deux 
à  deux,  des  droites 

ay  +  bx^ab  =  0  a'y  +  Vx  —  a'b'  =  0, 

et 
ay -\-  bx  —  a'b=  0  «!/"♦"  b'x  —  ab'  =  0, 

qui  sont  les  points  A,  A',  B,  B'. 

En  remplaçant,  dans  Téquation  (1),  x  et  y  par  a  et  (3,  coordonnées  du 
cinquième  point  C,  on  obtient  la  i*elation 

nécessaire  pour  que  la  courbe  passe  par  ce  point. 
On  élimine  k  et  on  obtient  Téquation 

{ay-^bx—ab)(a'y+b'x—a'b\     {ay'\-b'x—ab'){a'y-\-bx—a'b)  _       ^ 
(aj3+^a— a^)(a'(3+ya— aT),      {af5'i-b'^—ab')(a'fi']'ba—a'b)    ~    '  ^"^ 

laquelle  représente  une  seule  conique. 

416.  —  Cette  conique  se  transforme  en  un  couple  de  droites,  lorsque  le 
point  C  se  trouve  sur  Tune  des  droites  AA',  BB',  AB,  A'B',  AB',  A'B. 
On  a,  en  effet,  si  le  point  C  se  trouve  sur  la  droite  A'B',  par  exemple, 

û'(3  -f  //a  —  a'b'  =  0, 

et,  pour  réquation  de  la  courbe, 

{ay  -^  bx  —  ab)  [a'y  +  Vx  —  a'b')  =  0, 

représentant  le  couple  des  droites  AB,  A'B'.  Donc, 

Lorsque  trois  des  points  donnés  sont  en  ligne  droite,  la  conique  se  réduit 
à  la  droite  qui  joint  ces  trois  points  et  à  celle  qui  joint  les  deux  autres. 

Quand  le  point  B  se  trouve  sur  AA',  le  segment  OB  est  nul,  et  Téqualion 
générale  (1)  des  courbes  passant  par  les  quatre  points  A,  A',  B,  B'  devient 

ay[a'y  -f  b'x  —  a'I/)  —  k{ay  +  h'x  —  ab')a'y  =  0, 

20 
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ou  encore, 

y[a(ay  -h  b'x  —  a'6')  —  ka\ay  +  b'x  —  ab')]  =  0, 

et  représente,  par  conséquent,  Taxe  des  x,  qui  joint  ici  les  trois  points  B, 
A,  A',  et  la  droite 

a{a'y  +  b'x  —  a'b')  —  ka'{ay  H-  b'x  —  ab')  =  0, 

assujettie  seulement  à  passer  par  B',  le  paramètre  k  restant  quelconque. 

La  droite  qui  joint  les  trois  points  B,  A,  A',  passant  évidemment  par  un 
point  de  la  même  ligne,  on  en  conclut  que 

Lorsque,  parmi  Les  cinq  points  donnés,  quatre  sont  en  ligne  droite,  la 
conique  se  réduit  à  un  couple  de  droites,  dont  Vu7ie  joint  les  quatre  points 
et  dont  l'autre  est  simplement  assujettie  à  passer  par  le  cinquième. 

416.  —  Si  deux  des  cinq  points  coïncident,  la  droite  qui  les  joint  est 
tangente  à  la  courbe  (212). 

Donner  cinq  points  d*une  conique,  dont  deux  coïncident,  revient  donc 
à  donner  quatre  points  et  la  tangente  en  Tun  d'eux,  et  invei*sement. 

Comme  on  ne  peut  faire  passer  qu'une  seule  conique  par  cinq  points, 
quelles  que  soient  leurs  positions  relatives,  sauf  les  exceptions  exposées  au 
n**  précédent,  on  peut  dire  : 

Qu'il  n'existe  qu'une  seule  conique  passant  par  trois  points  et  tangente 
à  une  droite  donnée  en  un  point  donné,  et  qu'il  n'y  a  qu'une  seule  conique 
passant  par  un  point  et  tangente  à  deux  droites  en  des  points  donnés. 

417.  —  La  conique  passant  par  les  cinq  points  A,  A',  B,  B',  C  est  aussi 
représentée  par  l'une  ou  l'autre  des  équations 


{ay  -f  bx  —  ab)(a'y  +  b'x  —  a'b'),  xy 

(a(3  +  6a  —  ab)  (a'(3  +  b'a.  —  a'b'),  a^ 

{a' y  -h  bx  —  a'b)  {ay  4-  b'x  —  ab'),  xy 
(a'|3  -f  6a  —  o7;)  (a(3  +  b'a  —  ab'},  a(3 


0,  (3) 


=  0.  (4) 


Mais  on  peut  facilement  s'assurer  que  ces  deux  équations,  ainsi  que 
l'équation  (2),  sont  identiques  et  représentent,  par  conséquent,  la  même 
courbe.  En  développant  l'équation  (3),  on  a 

bb'a^x^  —  [aa'fô^  +  bb'a^  —  aa{b  +  6')|3  —  bb'{a  +  a')  y.  +  aa'bb']xy 
+  aa'apjy^  —  (a  +  a')bb'a^x  —  {b  +  b')aa'!x^y  +  aa'bb'aÇ^  =  0,  (5) 

et  Ton  voit  qu'elle  reste  invariable  quand  on  y  change  a  en  a'. et  a'  en  a. 
Elle  est  donc  identique  à  l'équation  (4)  et  aussi  à  Téquation  (S),  que  l'on 
obtient  en  divisant  membre  à  membre  les  équations  (3)  et  (4). 
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418.  —  L'équation  (o)  a  encore  ses  coefficients  réels,  quand  A  et  A',  B  et 
B'  forment  un  ou  deux  couples  de  points  imaginaires  conjugués  (64).  Donc, 

Par  cinq  points,  parmi  lesquels  il  y  a  un  ou  deux  couples  de  points 
réels  ou  imaginaires  conjugués,  on  peut  généralement  faire  passer  une 
seule  conique. 

419.  —  Théorème  de  Chasies.  —  L'équation  (2)  exprime  que  le 
rapport  anharmonique  des  droites  CA,  CA',  CB,  GB'  est  égal  au  rapport 
anharmonique  des  droites  MA,  MA',  MB,  MB',  M  étant  un  point  quelconque 
de  la  conique  passant  par  les  cinq  points  A,  A',  B,  B',  G,  et  les  points  A 
et  A',  B  et  B'  étant  réels  ou  imaginaires  conjugués  (77).  Donc  : 

Le  rapport  anharmonique  des  droites  qui  joignent  un  point  quelconque 
d'une  conique  à  quatre  points  fixes  de  celle-ci  est  constant,  ce  que  Ton 
exprime  plus  simplement  en  disant  :  i 

Le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  d'une  conique  est  constant. 

Réciproquement,  le  lieu  des  points  M,  tels  que 

(M,  AA'BB')  =  (G,  AA'BB), 

A,  A', B, B\G étant  cinq  points  fixes,  est  la  conique  passant  par  ces  points. 
En  effet,  l'égalité  ci-dessus  est  identique  à  celle-ci  (77)  : 

{ay  +  bx  —  ah)  [a'y  f  b'x  —  a'b')  ^  {a^  +  ba  —  ab)  {a'(^  -f  b'oL  —  a'b') 
(a'y  +  bx  —  a'b){ay  '+  b'x  —  ab')       (o'/3  -\-bx  —  a'b) (a(3  +  b'a.  —  ab') ' 

dans  laquelle  x  et  y  sont  les  coordonnées  du  point  variable  M.  On  sait  que 
celte  équation  représente  la  conique  passant  par  les  points  A,  A',  B,  B',  G. 

420.  —  GoROLLAiRE.  —  Lcs  droites  correspondantes  de  deux  faisceaux 
projectifs  se  coupent  généralement  sur  une  conique  passant  par  les  centres 
des  faisceaux. 

Soient  OA,  OB,  OG  trois  droites  fixes  du  premier  faisceau  correspondant 
aux  trois  droites  O'A,  O'B,  O'G  du  second,  et  OD,  O'D  deux  droites  corres- 
pondantes variables  des  deux  faisceaux.  On  a 

(0,  ABGD)  =  (0',  ABGD). 

Par  conséquent,  les  six  points  0,  A,  B,  G,  D,  0' 
sont  situés  sur  une  même  conique  complètement 
déterminée  par  les  cinq  points  0,  0',  A,  B,  G. 

Le  point  variable  D  décrit  donc  cette  courbe.  '*^' 

La  tangente  au  point  0'  est  le  rayon  du  faisceau  0'  correspondant  au 
ravon  00'  du  faisceau  0.  On  la  détermine  donc  facilement. 

Si  les  deux  faisceaux  ont  un  élément  uni,  ils  sont  perspectifs  et  la 
conique  se  réduit  à  deux  droites,  dont  Tune  est  00'. 
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421.  —  Théorème  de  Newton.  —  Deux  angles  de  grandeur  constante 
tournetit  autour  de  leurs  sommets.  Quand  deux  de  leurs  côtés  se  coupent 

sur  une  droite  fixe,  les  deux  autres  se  coupent  sur  une 
conique  passant  par  les  sommets  des  angles. 

Soient  AB  la  droite  fixe,  AOM,  AO'M  les  angles  de 
grandeur  constante  donnés.  Les  faisceaux  engendrés  par 
les  droites  OA,  O'A  sont  perspectifs;  OM,  OM'  sont,  par 
conséquent,  des  droites  qui  se  correspondent  dans  deux 
faisceaux  projectifs  (100).  Le  point  M  décrit  donc  géné- 
ralement une  conique  passant  par  0  et  0'. 

422.  —  Théorème.  —  Étant  donnés  trois  points  0,  0',  P  non  en  ligne 
droite  et  deux  droites  Bx,  By,  on  mène  la  sécante  PMN  rencontrant  les 
droites  Bx,  By  en  M  et  N.  1^*  lieu  des  points  de  section  des  droites  O'M, 
ON  est  une  conique. 

Les  ponctuelles  décrites  par  M  et  N  sont  perspectives  et  par  conséquent 
les  faisceaux  engendrés  par  O'M,  ON  sont  projectifs. 

Le  point  de  section  D  de  ces  droites  décrit  donc  généralement  une 
conique  passant  par  les  points  0  et  0'  (420).  On  voit  facilement  que  cette 
courbe  passe  aussi  par  le  point  B  et  par  les  points  A  et  C  de  section  des 

droites  PO  et  B;r,  PO'  et  By,  car  ces  points 
sont  des  positions  particulières  de  D. 

La   conique  décrite  par  D  est  donc 
déterminée  par  les  cinq  pointsO,  A,  B,C,0'. 
Si  les  droites  Bx,  By  se  coupent  sur  la 
droite  00',  le  point  D  décrit  une  droite, 
car  les  faisceaux  O'M,  ON  ayant,  dans  ce 
cas,  un  élément  uni,  sont  perspectifs. 
Corollaire.  —  Ce  théorème  permet  de 
construire  par  points  une  conique  dont  on  donne  cinq  points. 

423.  —  Théorème  de  Mac-Laurin.  —  Le  triangle  MND  étant  tel  que 
deux  de  ses  sommets  M  et  N  glissent  sur  deux  droites  fixes  Bx  et  By,  tandis 
que  ses  trois  côtés  tournent  autour  des  trois  points  fixes  0,  0',  P,  on  a  le 
théorème  suivant,  connu  sous  le  nom  de  théorème  de  Mac-Laurin  : 

Si  les  trois  côtés  d'un  triangle  tournent  autour  de  trois  points  fixes, 
tandis  que  deux  de  ses  sommets  glissent  sur  deux  droites  fixes,  le  troisième 
sommet  décrit  généralement  une  conique. 

A2^.  —-  Théorème  de  PascaL  —  Les  six  droites  OA,  AB,  BC,  GO', 
O'D,  DO  forment  un  hexagone  inscrit  dans  la  conique  dont  les  sommets. 
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dans  l'ordre  où  ils  se  succèdent  sur  la  courbe,  sont  0,  A,  B,  C,  0',  D  ;  on 
constate  que  les  couples  de  côtés  opposés  OA  et  CO',  AB  et  O'D,  BC  et  DO 
se  rencontrent  en  trois  points  P,  M,  N  situés  en  ligne  droite.  La  droite  PMN 
s'appelle  pascale  de  l'hexagone. 

Ce  théorème  est  vrai,  quelle  que  soit  la  forme  de  l'hexagone  inscrit,  puisque 
le  point  D,  qui  est  variable,  peut  occuper,  par  rapport  aux  autres  sommets 
0,  A,  B,  C,  0',  une  position  quelconque  sur  la  conique. 

Donnant  les  numéros  1,  2,  3,  4,  5,  6  aux  côtés  consécutifs  d'un  hexa- 
gone inscrit  dans  une  conique,  on  voit,  d'après  ce  qui  précède,  que  ce  sont 
les  côtés  1  et  4, 2  et  5, 3  et6  qui  se  rencontrent  en  trois  points  en  ligne  droite. 

Le  théorème  de  Pascal  s'énonce  comme  suit  : 

Les  trois  couples  de  droites  qui  joignent  deux  à  deux  six  points  d'une 
conique  de  manière  à  former  une  figure  fermée  se  coupent  en  trois  points 
situés  sur  une  droite. 

Ce  théorème  se  démontre  analytiquement  d'une  manière  assez  simple. 
Kn  appelant  xeiy  les  coordonnées  d'un  point  variable  M  (flg.  128),  on  a  pour  les 
équations  des  droites  CB\  MA' 

V  -  p  =  *'i^  (X  -  «);     Y  -  .V  -    -^^(\  -  X). 

De  même  MB  et  CA  sont  représentés  par 

\-y  =  ^^(\-x):    Y  - (5  = -~^(X -  a). 

—  X  il  —  a 

Toute  droite,  passant  par  le  point  d'intersection  des  deux  premières,  a  une  équa- 
tion de  la  forme 

Y  -  (3  +  ^^  (X- «)-/:[  Y -y+  ^_^-^  (  X  -  ^)  ]  =  0  ; 

elle  passe  aussi  par  Torigine  quand 

b\a*  —  x)  =  ka'y. 

En  tirant  k  de  cette  égalité  et  portant  sa  valeur  dans  Tégalité  précédente,  on 

obtient 

{,a'y  +  b'x  —  a'b')(i\  —  (a'p  +  b'oi  —  a'b')y\  =  0, 

pour  Féquation  de  la  droite  qui  joint  l'origine  au  point  de  section  des  droites  CB',  MA'. 
En  changeant  dans  cette  équation  a\b\a,^  en  a,  b,  x,  y,  on  obtient 

(ap  +  bx  —  ab)x\  —  {ay  +  bx  —  ab)p\  =  0, 

équation  qui  représente  la  droite  qui  joint  l'origine  au  point  de  section  des  droites 
MH  et  CA. 

Les  droites  représentées  par  les  deux  équations  précédentes  coïncident,  c'est-à- 
dire  les  couples  de  droites  CB'  et  MA',  MB  et  CA,  BB'  et  AA'  se  rencontrent  en  trois 
points  situés  en  ligne  droite,  quand  on  a  la  relation 

(a'y'\-b'x  —  a'b')oL  ^  (a'p  +  b'oi  —  a'b')y 
(rtS  -\-  boi  —  ab)x         (ay  +  bx  —  ab)&' 
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Fig.  132. 


identique  à  l'équation  (3),  et  exprimant,  par  conséquent,  que  le  point  M  occupe  une 
position  quelconque  sur  la  conique  passant  par  les  cinq  points  A,  A\  B,  B',  C. 

426.  —  Théorème  de  Steiner.  —  Diaprés  le  théorème  précédent  les 
côtés  Aa  et  Ce,  aB  et  bC,  Bc  et  A^  de  Thexagone  inscrit  AaBcC^  se  coupent 

en  trois  points  situés  en  ligne  droite. 

Il  en  résulte  que  les  triangles  OPR,  FGH, 
obtenus  en  prolongeant  les  droites  Aa,  cB 
et  ^G,  kb,  Ce  et  aB  sont  homologiques ;  les 
droites  OG,  PF,  RH,  qui  joignent  deux  à  deux 
les  sommets  de  ces  triangles,  sont  donc 
concourantes. 

Mais  on  peut  remarquer  que  ces  droites 
sont  les  pascales  des  hexagones  AaB/>Cr, 
kbBcCa,  kcBaCb. 
I)*où  Ton  conclut  le  théorème  suivant  dû  à  Steiner  : 
St  A,  a,  B,  b,  G,  c  sont  six  points  d'une  conique  y  les  pascales  des  hexa- 
gones kaBbCc,  A^BcGa,  AcBaGô  sont  concourantes. 

426.  —  Appucations.  —  I.  Mener  une  tangente  à  une  conique  dont  on 

connaît  cinq  points.  En  considérant  la  tangente  en  A 
p  à  la  conique  passant  par  les  cinq  points  A,  B,  C,  D,  E, 

comme  une  corde  AA  inflniment  petite,  et  la  figure 
AABCDE  comme  un  hexagone  inscrit,  on  voit  que  les 
droites  AB  et  DE,  BG  et  EA,  CD  et  AA  se  coupent  en 
trois  points  P,  M,  N  d'une  droite.  Par  suite,  on  déter- 
mine la  tangente  en  A  en  joignant  ce  point  au  point  N 
d'intersection  de  PM  avec  le  côté  CD. 

II.  Trouver  un  point  d'une  conique  connaissant 
quatre  points  et  la  tangente  en  Vun  d'eux.  Désignons 
par  A,  B,  C,  D  les  quatre  points  donnés,  et -soit  AN  la 
tangente  en  A.  Cherchons  le  point  E  de  la  conique  sur 
la  droite  DE.  En  considérant,  comme  ci-dessus,  la  figure 
AABCDE  comme  un  hexagone  inscrit,  les  droites  AA  et 
DC,  AB  et  DE,  BC  et  AE  se  rencontrent  en  trois  points  N, 
P  et  M  d'une  droite.  Cette  droite  étant  déterminée  par 

les  deux  points  N  et  P,  on  obtient  AE  en  joignant  le  point  A  au  point  de  section 

M  de  BC  avec  NP. 

427.  —  Théorème.  —  Une  tangente  mobile  à  une  conique  détermine 
sur  deux  tangentes  fixes  deux  ponctuelles  projectives. 

Désignons  par  B  et  G  les  points  de  contact  des  tangentes  fixes  BD  et 
GD,  et  par  A  celui  de  la  tangente  mobile  PQ.  Les  droites  GA,  BA  ren- 
contrent respectivement  les  tangentes  fixes  aux  points  M  et  N  qui  décriven 
des  ponctuelles  projectives  (420). 


enl 
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D'après  le  théorème  de  Pascal,  les  points  L,  M,  N  d*interseclion  des 
couples  de  côtés  BC  et  PQ,  CA  et 
BD,  BA  et  CD  de  l'hexagone  inscrit 
BBCCAA  sont  en  ligne  droite.  Par 
conséquent  (84), 

(DPBM)  =  (DQCN)  =  — 1, 

et  par  suite,  P  et  M  ainsi  que  Q  et 
N  décrivent  des  ponctuelles  projec- 
tives  (103). 

De  ce  que  les  ponctuelles  M  et  N 
sont  projectives,  on  conclut  la  pro-  ^-    ^^ 

jeclivité  des  ponctuelles  Pet  Q  (100), 

c'est-à-dire,  le  théorème  à  démontrer.  Il  faut  remarquer  que  le  point  D 
peut  être  à  l'infini. 

CoKOLLAiRE.  —  On  voit  aussi  que 

Le  rapport  anharmoniqm  des  points  dHntersection  P  de  quatre  (aw- 
gentes  quelconques  avec  une  cinquième  BD  est  égal  au  rapport  anharmo- 
uique  des  quatre  points  de  contact  A. 

428.  —  Réciproquement,  si  les  extrémités  d'une  droite  PQ  décrivent 
deux  ponctuelles  projectives,  cette  droite  enveloppe  généralement  une 
conique. 

En  effet,  en  prenant  les  points  B  et  C  de  ces  ponctuelles  qui  corres- 
pondent dans  chacune. d'elles  à  leur  point  d'interseclion  D,  puis  les  points 
M  et  N  des  droites  BD,  CD,  tels  que 

(DPBM)  =  (DQCN)  =  —1, 

on  voit  que  les  droites  PQ,  MN,  BC  concourent  en  un  point  L  (97). 

Les  ponctuelles  P  et  Q  étant  projectives,  il  en  est  de  môme  des  ponctuelles 
M  et  N  ;  et  par  suite,  le  point  A  de  la  droite  PQ,  intersection  des  droites 
CM,  BN  décrit  une  conique  passant  par  B  et  C  et  tangente  en  ces  points 
aux  droites  BD,  DC  supports  des  ponctuelles  P  et  Q  (420). 

D'après  le  théorème  de  Pascal,  on  trouve  la  tangente  au  point  A  de  cette 
conique  en  joignant  le  point  A  au  point  L  d'intersection  de  la  droite  BC 
avec  la  droite  MN.  La  tangente  en  A  coïncide  donc  avec  PQ. 

Si  les  points  P  et  Q  décrivent  des  ponctuelles  semblables,  la  conique 
enveloppée  est  parabolique  (388). 

Si  les  ponctuelles  ont  un  élément  uni,  PQ  pivote  autour  d'un  point  fixe. 
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429.  —  Le  théorème  précédent  et  sa  réciproque  se  démontrent  analytiquement 
d*une  manière  assez  simple. 

Les  tangentes  fixes  étant  prises  comme  axes  de 
^y  coordonnées,  l'équation  de  la  conique  est 

^     ^  en  représentant  par  a  et  ^  les  segments  OA,  OB  des 

tangentes. 
La  condition  pour  qu'une  droite  PQ,  représentée 
^    par  l'équation 
A       Q  Xx  +  fjiy  +  V  =  0, 

^'^-  ^^-  lui  soit  tangente  est  (388) 

(ttb  +  /?.)v2  +  ^b\^  +  'ia^byX  +  'ia^b^^  =  0. 

Les  segments  déterminés  sur  les  axes  de  coordonnées  par  la  droite  PQ.  étant 
désignés  par  a  et  p,  on  a  les  relations 

Portant  ces  valeurs  dans  la  relation  précédente,  il  vient 

{ab  +  tiHp  —  2a^a  —  ^a^bp  +  2a2/>2  =  o, 

égalité  qui  exprime  que  les  ponctuelles  P  et  Q  sont  homographiques  ou  pro- 
jectives  (391),  à  moins  que  h  ^  ab  (89),  cas  où  la  conique  se  réduit  à  deux  droites 
coïncidentes. 

I^s  points  B  et  0  situés  sur  0^/  ont  pour  correspondants  les  points  0  et  Â  de  la 
ponctuelle  Oic. 

Pour  démontrer  la  réciproque  du  théorème,  prenons  comme  axes  de  coor- 
données les  supports  des  deux  ponctuelles  décrites  par  les  extrémités  P  et  Q  de 
la  droite  mobile.  Considérant  le  point  d'intersection  0  des  deux  suppoKs  des 
ponctuelles  comme  leur  origine  commune,  et  désignant  par  a  et  ^  les  segments 

OQ,  OP,  l'équation 

No^  -  2Gp  —  2F«  +  2H  =  0,  (6) 

et  la  relation  2F(i  —  NH  ^  0  expriment  que  les  deux  ponctuelles  sont  projec- 
tives  (89).  D'après  ce  que  nous  avons  vu  (391),  la  droite  PQ,  qui  a  pour  équation 

^  +  |-i=0       ou       Xa;  +  p.y  +  v  =  0, 
en  posant 

a ^.         p 

est  constamment  tangente  à  la  conique  représentée  par 

—  F2a;2  +  2(FG  —  ^^)xy  -  Ghf'^  +  2FH.z:  +  2GHy  —  H»  =  0, 
la  relation  donnée  pouvant,  en  effet,  s'écrire 

Nv2  +  2FjjLv  +  2GvX  +  2HXfjL  =  0.  .     (7) 
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La  conique  dont  nous  venons  de  trouver  l*équalion  est  tangente  aux  axes  de 
coordonnées  aux  points  A  et  B  tels  que 

a  =  OA=|,       j5  =  0B  =  ", 

et  la  relation  (6)  nous  monti^  que  les  points  A  et  0  de  la  ponctuelle  Q  correspondent 
aux  points  0  et  B  de  la  ponctuelle  P. 
Coj'ollaire.  —  La  conique  est  une  parabole  quand  on  a  la  relation 

(FG  —  NH)2  -  F2(;2  =  0       ou       C2FG  -  NH)NH  =  0, 

ou  Tune  ou  l'autre  des  suivantes  : 

N  =  0,       H  =  0. 

1^  première  définit  deux  ponctuelles  semblables.  Donc, 

Toute  droite  dont  les  extrémités  décrivent  deux  ponctuelles  semblables 

enveloppe  une  parabole  tangente  aux  supports  des  ponctuelles, 

A  la  seconde  correspondent  deux  points,  dont  Torigine,  ayant  respectivement 

pour  équations 

Nv  +  2FjjL  +  2GX  =  0     et     v  =  0. 

Dans  ce  cas,  la  droite  mobile  tourne  autour  de  Tun  ou  de  Tautre  de  ces  deux 
points.  L'équation  (6)  montre  que  les  deux  ponctuelles  ont  alors  un  élément  uni. 

430.  —  Théorème.  —  Étant  donnés  trois  droites  AB,  BC,  CA  ne 
passant  pas  par  un  même  point  et  deux  points  P  et  R,  on  joint  ces  points 
à  un  troisième  D  variable  sur  kC;  si  M  et  N  sont  les  points  de  section 
des  droites  PD,  RD  respectivement  avec  les  droites  BC,  BA,  la  droite  MN 
enveloppe  généralement  une  conique. 

En  effet,  les  faisceaux  engendrés  par  les  droites  PD  et  RD  sont 
perspectifs;  les  points  M  et  N  de  section  de  ces  droites  avec  les  droites 
fixes  BC,  AB  décrivent  donc  des  ponctuelles 
projettives.  Conséquemment,  la  droite  MN 
enveloppe  généralement  une  conique  tan- 
gente aux  droites  AB  et  BC. 

Lorsque  D  coïncide  avec  A,  la  tangente 
mobile  MN  se  confond  avec  la  droite  PA 
qui  esr,  par  conséquent,  tangente  à  la 
conique;  de  môme  RC  est  aussi  tangente 
à  la  courbe. 

Lorsque  D  se  trouve  au  point  d'inter- 
section des  droites  PR,  AC,  les  points  M  et  N  sont  sur  PR  ;  donc  celte 
dernière  droite  est  une  sixième  tangente  à  la  courbe. 

La  droite  MN  pivote  autour  d'un  point  fixe  quand  R  est  un  point  de  PB. 


\M 
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431.  —  Théorème  de  Brianchon.  —  La  figure  PRCMNA  est  donc  un 
hexagone  circonscrii  à  la  conique,  et  nous  voyons  que  les  couples  de 
sommets  P  et  M,  R  et  N,  C  et  A  sont  situés  sur  trois  droites  concourantes. 
Gomme  celte  propriété  existe,  quelle  que  soit  la  position  du  côté  mobile, 
on  peut  dire  que 

Dans  tout  hexagone  circonscrit  à  une  conique,  les  six  sommets  sont 
situés  deux  à  deux  sur  trois  droites  concourantes. 

En  désignant  par  les  numéros  1,  2,  3,  4,  5,  6  les  sommets  P,  R,  C,  M, 
N,  A  placés  dans  Tordre  où  ils  se  succèdent,  on  voit  que  ce  sont  les 
droites  14,  25,  36,  qui  se  coupent  en  un  même  point. 

Ce  théorème  permet  de  tracer  une  sixième  tangente  à  une  conique  dont 
on  en  donne  cinq. 

4^2.  —  Dans  la  figure  précédente,  le  triangle  MND  est  mobile,  deux  de  ses 
côtés  MD  et  ND  tournent  autour  de  deux  points  fixes  P  et  R,  tandis  que  ses  trois 
sommets  glissent  sur  trois  droites  fixes  AB,  BC,  CA.  Donc, 

Si  les  trois  sommets  d*un  triangle  glissent  sur  trois  droites  fixes,  tandis 
que  deux  de  ses  côtés  tournent  autour  de  deux  points  fixes,  le  troisième  côté 
enveloppe  généralement  une  conique, 

433.  —  Applications.  —  1.  On  joint  un  point  variable  P  de  DC  aux  extré- 
mités ket^  du  côté  AB  du  quadrilatère  ABCD  ;  puis  par  les  points  Cetli  on 
mène  les  droites  CM  et  DM  respectivement  parallèles  à  AP  et  BP.  On  demande 
le  lieu  du  point  M  et  l'enveloppe  de  PM. 

!<"  Les  droites  AP  et  BP  décrivent  des  faisceaux  perspectifs;  par  suite,  les 
faisceaux  engendrés  par  CM  et  DM  sont  projectifs  et  le  point  M  décrit  une  conique 
passant  par  les  points  C  et  D.  Les  faisceaux  CM  et  DM  ayant  un  élément  uni  CD, 
la  conique  est  réduite  à  cette  droite  et  à  une  parallèle  MN  à  AB  que  Ton  construit 
aisément. 

2°  Les  droites  AP  et  CM  étant  parallèles,  les  ponctuelles  P  et  M  sont  projectives, 
et  la  droite  PM  enveloppe  une  conique  tangente  aux  droites  MN  et  CD. 

2.  Une  tangente  à  une  conique  rencontre  respectivement  'deux  tangentes 
fixes  AB,  AC  aux  points  B  et  C;  en  ces  points  on  élève  des  pei*pendiculaires 
aux  tangentes  fixes.  On  demande  le  lieu  de  leur  point  d'intersection  M. 

Les  points  B  et  C  décrivant  des  ponctuelles  projectives,  on  en  conclut  que  les 
faisceaux  engendrés  par  les  perpendiculaires  BM  et  CM  sont  aussi  projectifs  ;  le 
point  M  décrit  donc  une  conique  passant  par  les  supports  de  ces  faisceaux, 
lesquels  se  trouvent  à  l'infini  dans  des  directions  respectivement  perpendiculaires 
aux  tangentes  fixes.  La  courbe  est  donc  une  hyperbole  dont  les  asymptotes  sont 
les  perpendiculaires  à  AB,  AC,  menées  parles  points  où  ces  droites  sont  rencontrées 
par  les  tangentes  à  la  courbe  donnée  qui  leur  sont  parallèles. 

Si  la  courbe  donnée  est  une  parabole,  il  en  est  donc  de  même  du  lieu  demandé. 

Exercices.  —  1.  Trouver  le  lieu  géométrique  sur  lequel  doit  se  trouver  le 
point  M  pour  qu'en  le  joignant  aux  points  fixes  A  et  B,  le  segment  CD  intercepté 
sur  une  droite  fixe  par  les  droites  AM  et  BM  ait  une  longueur  constante. 
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2.  Par  deux  points  fixes  A  et  B,  on  fait  passer  un  cercle  coupant  une  droite  fixe 
aux  points  C  et  D.  On  demande  le  lieu  du  point  d'intersection  des  droites  AD  et  BC 
lorsque  le  cercle  varie. 

3.  Une  droite  coupe  les  côtés  AB,  AC  d'un  triangle  ABC  aux  points  M  et  N;  on 
demande  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  BN  et  CM,  ainsi  que  l'enveloppe 
de  la  droite  MN  quand  celle-ci  se  meut  de  manière  à  ce  que  le  rapport  des  segments 
BM  et  CN  soit  constant. 

4.  Une  droite  pivotant  autour  d'un  point  fixe  coupe  deux  droites  fixes  en  des 
points  par  lesquels  on  élève  des  perpendiculaires  aux  droites  fixes.  On  demande  le 
lieu  du  point  de  rencontre  des  perpendiculaires. 


CHAPITRE  V. 

POINTS  COMMUNS  ET  TANGENTES  COMMUNES  A  DEUX  CONIQUES. 


§  !•  —  Points  eommuiis  à  deux  coniques* 

434.  —  Équation  donnant  les  abscisses  des  points  communs.  —  Les 

abscisses  des  points  communs  à  deux  coniques  sont  les  racines  de  l'équa- 
tion obtenue  en  éliminant  y  entre  les  équations  des  deux  courbes  F  et  S 
représentées  par  les  équations 

Ix^  +  ^hxy  H-  wt/2  +  ^gx  +  ify  4-  w  =  0, 
Vx^  -h  ^h'xy  -t-  my  •\-  ^'x  +  ^fy  +  n'  =  0, 

que  Ton  peut  écrire  comme  suit  : 

wîî/2  +  Wix  +  f)y  +  i^^  +  2^x  +  n  =  0, 
my  +  ^{h'x  +  Hy  -^  ^'^^  -^  2^'a:  -i-  w'  =  0, 
ou  encore 

my^  -h  2aî/  +  ^  =  0,       m'y»  +  2a'î/  +  //'  =  0,        (i) 

en  posant 

hx  -h  f=:a,  h'x  +  f  =^a\ 

/x'2  -h  ^gx  +  n=  b,      l'x^  +  "ig'x  +  w'  =  b\ 

En  supposant  que  Tun  au  moins  des  coefficients  m  et  m!  ne  soit  pas 
nul,  c'est-à-dire,  que  Tune  des  courbes  au  moins  n'ait  pas  une  asymptote 
parallèle  à  l'axe  des  y,  on  tire  des  deux  équations  précédentes 

2 (m  a  —  ma')y  =  mh'  —  m'b,  (2) 
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et,  par  suite, 

4  {m'a  —  ma')  (a'b  -^  ah')  —  (mb'  —  m'b)'^  =  0,        (3) 

ou,  en  développant, 

i[m'  {hx+f)-m  (h'x  4-  f)]  [[h'x  +  f)(lx^+'lgx+n)-[hx+{)(i'x^+'igx+n')\ 
—  [m  (l'x^  +  ^g'x  +  n')  —  m'(lx^  +  ^gx  +  w)]»  =  0.       (4) 

C*est  Inéquation  qui  donne  les  abscisses  des  points  communs  aux  deux 
courbes.  Elle  est  fçénéralement  du  quatrième  degré,  et  a,  par  conséquent, 
deux  couples  de  racines  réelles  ou  imaginaires  conjuguées. 

Nous  allons  montrer  que  ces  racines  correspondent  à  quatre  points. 

436.  —  DiscuMion  de  l'équation  (3).  —  I.  Lorsque  les  racines  de 
Téquation  (3)  sont  distinctes,  aucune  d'elles  ne  peut  annuler  m'a  —  ma, 
ni,  par  suite,  mO' —  m'b;  car,  cette  racine  annulerait  en  même  temps 
a'b  —  ab',  et  serait,  par  conséquent,  une  racine  double  de  (3),  ce  qui  est 
contraire  à  Thypothèse.  L*équation  (2)  donnera  donc  pour  y,  dans  le  cas 
qui  nous  occupe,  quatre  valeurs  finies  de  même  nature  que  les  quatre 
racines  de  Téquation  (3).  Ces  quatre  couples  de  valeurs  détermineront  donc 
deux  couples  de  points  communs  différents,  chaque  couple  comprenant  des 
points  réels  ou  imaginaires  conjugués. 

II.  Coniques  tangentes  ou  ayant  un  contact  du  premier  ordre.  —  Lors- 
que l'équation  (3)  a  deux  racines  simples  et  une  racine  double,  on  sait, 
d'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  que  les  deux  coniques  ont  deux  points 
communs  différents  correspondant  aux  deux  racines  simples.  Pour  trouver 
la  position  de  ceux  qui  correspondent  à  la  racine  double,  il  y  a  deux  cas  à 
examiner. 

Si  le  binôme  m'a  —  ma'  n'est  pas  annulé  par  la  valeur  x'  de  la  racine 
double,  l'équation  (2)  ne  donne  qu'une  seule  valeur  de  y  correspondant  à  x', 
ce  qui  ne  détermine  qu'un  point.  Mais  en  considérant  qu'une  racine  double 
est  la  limite  de  deux  racines  distinctes,  toutes  deux  réelles  ou  toutes  deux 
imaginaires  conjuguées  qui  tendent  l'une  vers  l'autre,  on  voit  que 
le  point  déterminé  par  la  racine  double  est  la  limite  de  deux  points  P  et  P' 
qui  se  rapprochent  l'un  de  l'autre  jusqu'à  la  coïncidence. 

On  peut  donc  dire  que,  dans  ce  cas,  les  deux  coniques  ont  deux  de  leurs 
points  communs  confondus,  et,  qu'y  ayant  une  tangente  commune,  savoir 
la  limite  de  la  droite  qui  joint  les  deux  points  P  et  P',  elles  sont  tangentes. 

Gomme  la  racine  double  unique  de  (3)  est  toujours  réelle,  on  en  conclut 
que  le  point  de  contact  de  deux  coniques  tangentes  est  toujours  réel. 


—  347  — 

Dans  le  second  cas,  lorsque  la  racine  double  x  annule  le  binôme 
m'a  —  ma\  les  équations  (1)  sont  identiques  et  ont,  correspondant  à  :r', 
deux  racines  communes  t/'  et  t/"  qui  déterminent  deux  points  réels  ou  ima- 
ginaires conjugués  situés  sur  une  parallèle  à  Taxe  des  y. 

Ces  deux  points  coïncident  et  les  deux  coniques  sont  tangentes,  en  un 
point  réel  ayant  pour  abscisse  la  racine  double  x',  à  une  parallèle  à  Taxe 
des  y,  quand  les  racines  communes  yl  et  i/"  aux  équations  (i)  sont  égales. 

En  résumé,  quand  l'équation  (3)  a  une  racine  double  et  deux  racines 
simples,  les  deux  coniques  peuvent  être  tangentes  en  un  point  et  se  couper 
en  deux  autres,  ou  bien  se  couper  en  quatre  points  dont  deux  se  trouvent 
sur  une  parallèle  à  Taxe  des  ^. 

III.  Coniques  osculatrices  ou  ayant  un  contact  du  second  ordre.  — 

Lorsque  l'équation  (3)  a  trois  racines  égales,  la  valeur  commune  x*  de  ces 
racines  n'annule  généralement  pas  le  binôme  w!a  —  mal  et  l'équation  (2) 
fournit  pour  i/,  une  seule  valeur  réelle;  par  conséquent,  il  n'y  a  qu'un 
point  réel  déterminé,  point  que  l'on  peut  considérer  comme  la  réunion  de 
trois  points  communs.  Quant  à  la  racine  simple  également  réelle,  elle 
correspond  à  un  quatrième  point  commun  réel. 

Mais  si  la  racine  triple  annule  la  quantité  m'a  —  ma' ^  les  deux  équa- 
tions (1)  ont  deux  racines  communes  i/'et  ^",  ce  qui  détermine  deux 
points,  dont  l'un,  comptant  pour  deux,  doit  être  réel  ainsi  que  l'autre,  par 
conséquent.  Ces  points  sont  confondus  loi*sque  les  quantités  y[  et  y"  sont 
égales. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  les  deux  coniques  ont  donc  quatre  points 
communs  réels  dont  trois  sont  confondus  en  un  point  réel,  et  un 
quatrième  point  réel,  ou  bien  elles  sont  tangentes  en  un  point  et  se 
coupent  en  deux  autres  points  réels,  dont  l'un  se  trouve  sur  la  parallèle 
à  l'axe  des  i/,  menée  par  le  point  de  contact. 

Deux  coniques  qui  ont  trois  de  leurs  points  communs  confondus  en  un 
point  réel  A,  ont  en  ce  point  ce  qu'on  appelle  un  contact  du  second  ordre; 
on  dit  encore  que  les  deux  coniques  sont  osculatrices  au  point  A,  appelé 
point  à'osculalion. 

Le  point  d'osculation  A  de  deux  coniques  osculatrices  est  donc  toujours 
réel,  et  les  courbes  se  coupent  en  un  autre  point  D  qui  est  également  réel. 

La  corde  AD  s'appelle  corde  d'osculation. 

IV.  Coniques  doublement  tangentes  ou  bitangentes.  —  Lorsque 
l'équation  (3)  a  deux  racines  doubles  n'annulant  pas  le  binôme  m'a — ma', 
à  chacune  d'elles  correspondent  deux  points  confondus  A,  A  et  B,  B. 
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Ces  points  A  et  B  sont  réels  ou  imaginaires  conjugués,  suivant  que  les 
racines  doubles  sont  réelles  ou  imaginaires  conjuguées.  Les  deux  coniques 
sont  dites  alors  daublement  taîigentes  ou  bitangentes. 

Lorsque  les  deux  racines  doubles  sont  réelles,  Tune  d'elles  x'  peut 
annuler  la  quantité  m'a  —  ma';  on  sait  qu'à  cette  racine  correspondent 
deux  points  réels  ou  imaginaires  conjugués  situés  sur  une  parallèle  à  Taxe 
des  y,  et  qui  peuvent  se  confondre  en  un  point  réel. 

La  seconde  racine  double  x"  ne  peut  pas  alors  annuler  m'a  —  ma\ 
à  moins  que  ce  binôme  du  premier  degré  ne  soit  identiquement  nul,  ce 
que  nous  ne  supposons  pas  pour  le  moment.  Donc  à  la  racine  double  x" 
correspond  dans  ce  cas,  un  point  de  contact  réel  des  deux  coniques. 

Si  le  binôme  m'a  —  ma'  est  identiquement  nul,  la  seconde  racine 
double  x"  fournit  deux  nouvelles  valeurs  y/  et  y,"  pour  y,  ce  qui 
détermine  deux  nouveaux  points  communs  sur  une  seconde  parallèle 
à  Taxe  des  y,  lesquels  peuvent  aussi  coïncider. 

Mais  il  faut  remarquer  que  ce  dernier  cas  peut  aussi  se  présenter  quand 
les  racines  doubles  sont  imaginaires  conjuguées. 

Par  suite,  lorsque  le  binôme  m'a  —  ma'  est  identiquement  nul,  les 
coniques  ont  deux  couples  de  points  communs  réels  ou  imaginaires 
conjugués  A  et  B,  C  et  D,  placés  de  manière  à  ce  que  les  droites  AB,  CD 
soient  des  parallèles  à  l'axe  des  y  quand  les  racines  x'  et  x"  sont  réelles; 
de  plus,  les  points  situés  sur  une  même  parallèle  peuvent  coïncider. 

En  général,  lorsque  l'équation  (3)  a  deux  couples  de  racines  égales,  les 
coniques  sont  bitangentes  à  deux  droites  quelconques  ou  à  deux  parallèles 
à  l'axe  des  y,  en  des  points  réels  ou  imaginaires  conjugués;  ou  bien  elles 
peuvent  être  tangentes  en  un  point  réel  et  se  couper  en  deux  autres  réels 
ou  imaginaires  conjugués,  ou  bien  encore  se  couper  en  deux  couples  de 
points  réels  ou  imaginaires  conjugués. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  les  deux  points  de  contact  de  deux 
coniques  bitangentes  étant  réels  ou  imaginaires  conjugués,  la  ligne  qui 
les  joint  est  toujours  réelle.  Les  tangentes  communes  en  ces  points  sont 
toutes  deux  réelles  ou  imaginaires  conjuguées,  car  ces  tangentes  sont  les 
limites  des  droites  AB  et  CD  ou  AC  et  BD  qui  joignent  les  deux  couples 
de  points  communs  A  et  B,  C  et  D  imaginaires  conjugués,  quand  B  et  D 
se  rapprochent  respectivement  de  A  et  C,  ou  quand  C  et  D  tendent  respec- 
tivement vers  A  et  B.  Il  s'ensuit  que  leur  point  de  rencontre  est 
toujours  réel. 
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V.  Coniques  ayant  un  contact  du  troisième  ordre.  —  Si  les  quatre 
racines  de  l'équation  (3)  sont  égales  à  x'  et,  par  conséquent,  réelles,  la 
valeur  j'  pourra  encore  annuler  m'a  —  ma\  et  dans  ce  cas  elle  donnera, 
pour  y,  deux  valeurs  t/'  et  y"  réelles  ou  imaginaires  conjuguées,  ce  qui 
déterminera  deux  points  de  même  nature  situés  sur  une  parallèle  à  Taxe 
des  y.  Ces  deux  points  compteront  chacun  pour  deux,  car  une  racine  qua- 
druple peut  être  considérée  comme  la  limite  de  deux  racines  doubles 
réelles  ou  imaginaires  conjuguées  qui  tendent  l'une  vers  l'autre;  les  deux 
coniques  sont  donc  bitangentes,  dans  ce  cas,  suivant  une  parallèle  à  Taxe 
des  y.  Si  les  valeurs  de  y' et  de  y"  sont  réelles  l'un  des  deux  points  peut  aussi 
compter  pour  trois,  l'autre  étant  simple,  car  une  racine  quadruple  peut 
aussi  être  considérée  comme  la  limite  de  deux  racines,  l'une  simple,  l'autre 
triple  qui  se  rapprochent  Tune  de  l'autre;  les  coniques  ont  alors  un  contact 
du  second  ordre  en  un  point  réel  et  se  coupent  en  un  autre  point  également 
réel  situé  sur  l'ordonnée  du  premier.  Mais  si  y  et  y"  sont  des  quantités 
égales,  les  deux  courbes  ont  quatre  points  confondus  en  un  point  réel. 

Lorsque  x'  n'annule  pas  la  quantité  m'a  —  ma\  à  cette  racine  ne  cor- 
respond qu'un  seul  point  réel  dont  l'ordonnée  est  déterminée  par  (2)  ;  ce 
point  d'après  ce  que  nous  avons  dit  des  racines  multiples  doit  être  consi- 
déré comme  la  réunion  de  quatre  points. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  les  deux  coniques  sont  donc  bitangentes 
ou  osculatrices,  ou  bien  ont  leurs  quatre  points  communs  confondus  en  un 
point  réel. 

Dans  ce  dernier  cas,  les  coniques  ont  ce  qu'on  appelle  un  contact  du 
troisième  ordre  en  leur  point  quadruple. 

486.  —  Points  situés  à  l'infini,  —  Désignons  par  a,  j3,  y,  $,  z  les 
coefficients  de  l'équation  (4)  ;  nous  pourrons  donc  l'écrire 

a.x^  -f  (3x3  +  ya.2  ^rlx  +  î  =  Q.  (5) 

Lorsque  le  coefficient 

a  =  4  (hm'  —  h'm)  (h'I  —  hV)  —  (Vm  —  Im'f 

de  X*  est  nul,  ce  qui  se  présente  notamment  quand  m  et  m' sont  nuls,  le  degré 
de  l'équation  diminue  d'une  unité.  L'une  des  racines  de  cette  équation 
disparaît,  et  par  suite,  on  ne  trouve  plus  que  trois  racines  dont  une  au 
moins  est  réelle  (les  deux  autres  étant  réelles  ou  imaginaires  conjuguées). 
Ces  racines,  qui  peuvent  être  soumises  à  une  discussion  analogue  à  celle. 
que  nous  avons  faite  au  numéro  précédent,  ne  déterminent  que  trois  points, 
dont  l'un  au  moins  est  réel. 

Comme  on  sait  que  la  relation  ci-dessas  exprime  que  les  deux  coniques  ont 
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chacune  une  asymptote  parallèle  à  une  môme  dii*ection  (199),  ou  un  point 
commun  réel  à  (196)  situé  à  Tinfini,  on  en  conclut  que  les  deux  courbes 
ont  encore  deux  couples  de  points  communs  réels  ou  imaginaires  conjugués. 

Ce  cas  comprend  celui  que  nous  avons  écarté  en  commençant  cette 
théorie,  savoir,  le  cas  où  m  et  m!  sont  nuls,  c'est-à-dire,  le  cas  où  les  deux 
courbes  ont  une  asymptote  parallèle  à  Taxe  des  y. 

Les  racines  de  l'équation  (4)  ne  sont  plus  qu'au  nombre  de  deux  quand 
le  coefficient 

(3  =  (hm'  —  h' m)  [If  —  if+i  [gh'  —  g' h)] 

+  (Im'  —  l'm)  (g'm  —  gm')  +  (M  —  l'h)  [fm'  —  fm) 
de  x^  est  aussi  nul  ;  cette  équation  devient,  en  effet, 

yx-  H-  5a:  +  6  =  0, 

et  ne  détermine  plus  que  deux  points  réels  ou  imaginaires  conjugués  G  et  D. 

Nous  allons  démontrer  que,  dans  ce  cas,  les  deux  courbes  ont,  soit  deux 
asymptotes  i  et  i'  communes  et,  par  conséquent,  deux  points  réels  Â  et  fi 
situés  à  rinfmi  Sur  la  même  droite  (200)  quand  il  s'agit  d'hyperboles, 
soit  leurs  asymptotes  i  et  i\  j  et  /  réelles  ou  imaginaires  conjuguées 
parallèles  à  deux  directions,  c'est-à-dire,  deux  points  réels  ou  imaginaires 
conjugués  situés  à  l'infini  sur  ces  directions,  lorsqu'il  s'agit  de  deux  hyper- 
boles, de  deux  paraboles  ou  de  deux  ellipses. 

En  effet,  la  relation  obtenue  en  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  x^  peut 
s'écrire 

2  igh'  —  g'h)  {hm'  —  Km)  +  [gm'  —  g'm)  (l'm  —  hn) 

+  hm'lf  —  hm'l'f—h'mlf  +  h'mi'f 

+  Ih'fm'  —  lim'l'f  —  h'mlf  -H  l'hfm  =  0, 

ou, 

2  (gh'  —  g'h)  [hm'  —  h'm)  +  (gm'  —  g'm)  [l'm  —  Un') 

+  hm'lf  +  Ih'fm'  4-  h'mi'f  4-  l'hfm— ^  hm'l'f—  2  h'mlf  =  0, 

ou  encore, 

2  (gh'  —  g'h)  ihm'  —  h'm)  +  2  (fm'  —  fm)  (h'I^  hi) 
H-  (gm'  —  g'm  -h  fh'  ~  fh)  (l'm  —  Im')  =  0. 

C'est,  comme  on  le  voit,  la  relation  du  n"  200. 
Si,  avec  les  relations 

a  =  0,       |3  =  0,      on  a  aussi      y  =  0, 

l'équation  (4)  ne  détermine  plus  qu'un  point  réel  D. 
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Nous  allons  démontrer  que  la  droite  réelle  CD  joignant  les  points  C  et  D 
dont  les  abscisses  sont  déterminées  par  l'équation  du  second  degré 

7.T*  -\-  dx  -\-  6  =  0 

quand  y  ^  0,  est  parallèle,  dans  le  cas  où  y  =  0,  à  la  direction  com- 
mune de  deux  asymptotes  des  courbes,  lesquelles  ne  peuvent  être  des 
ellipses. 
En  effet,  en  représentant  par  Téquation 

la  droite  CD,  on  doit  avoir  |198) 

/  +  2  ht'  +  mt'^  =  /'  +  2  hr  -h  m'f'«  =  y  =  0. 

s'  {h  +  mf)  +  g  -¥  ft'  =  s'  {h'  +  m't')  +  ^f'  +  ft'  =  9. 

Le  point  C  ^t  donc  situé  à  Tinfini,  et  il  est  réel  comme  le  point  D. 
Enfin,  quand  on  a  les  relations 

a  =  0,      P  =  0,      y  =  0,      $  =  0 

Téquation  (5)  se  réduit  à  une  simple  égalité  et  ne  détermine  plus  de  points 
communs  aux  deux  courbes;  les  deux  équations  données  n*ont  plus  de 
solutions  communes. 

Mais  alors  la  droite  CD,  comme  la  droite  AB,  est  une  asymptote  com- 
mune aux  deux  courbes  et  les  deux  points  C  et  D  sont  tous  deux  à  Tinfini 
sur  cette  droite. 

Les  deux  courbes  ont  mêmes  asymptotes  réelles  ou  imaginaires  conju- 
guées et  deux  couples  de  points,  tous  réels  ou  imaginaires  conjugués,  situés 
à  rinfini. 

On  voit  donc,  qu'en  tenant  compte  des  points  situés  à  l'infini,  deux 
courbes  du  second  degré  ont  toujours  deux  couples  de  points  communs  A 
et  B,  C  et  D,  compi*enant  chacun  des  points  réels  ou  imaginaires  conjugués. 
Ils  sont  donc  toujours  situés  sur  deux  droites  réelles  AB  et  CD. 

437.  —  Cordes  communes  à  deux  coniques.  —  En  joignant  les  quatre 
points  d'intersection  de  deux  courbes  du  second  degré  par  des  droites,  on 
obtient  trois  couples  de  cordes  communes  qui  sont  toutes  réelles,  si  ces 
quatre  points  sont  réels.  Deux  cordes  communes  seulement  sont  réelles, 
lorsque  les  quatre  points  communs  ne  sont  pas  tous  réels. 

Dans  ce  dernier  cas,  les  deux  autres  couples  de  cordes  comprennent 
chacun  des  droites  imaginaires  conjuguées,  quand  les  quatre  intersections 
des  deux  courbes  sont  deux  couples  de  points  imaginaires  conjugués,  et  des 
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droites  imaginaires  non  conjuguées,  quand  les  intersections  des  coniques 
sont  deux  points  réels  et  deux  points  imaginaires  conjugués  (70). 

Parmi  ces  cordes,  il  en  est  évidemment  qui  peuvent  avoir  une  de  leurs 
extrémités  à  l'infini,  ou  se  ti'ouver  tout  entières  à  rinfini,  puisque  les 
coniques  peuvent  avoir  un  ou  plusieurs  points  communs  situés  à  l'infini. 

Lorsque  l'une  des  coniques  se  réduit  à  deux  droites,  les  points  communs 
sont  les  points  d'intersection  des  droites  avec  la  courbe. 

Enfin,  si  les  deux  courbes  sont  constituées  chacune  par  un  couple  de 
droites,  les  quatre  points  communs  sont  les  quatre  points  d'intersection 
des  droites. 

Deux  coniques  ont  toujours  un  triangle  conjugué  commun  réel  ou  imagi- 
naire, il  est  formé  par  les  points  diagonaux  du  quadrangle  des  quatre 
points  communs  (399). 

Remarque.  —  Lorsque  les  coniques  sont  bitangentes,  elles  ont  une  infinité  de 
triangles  conjugués  communs.  Ces  triangles  ont  pour  côtés  la  droite  des  contacts 
et  deux  droites  conjuguées  issues  du  pôle  de  celle-ci.  Ils  sont  toujours  réels. 


§  ISt.  —  Xan^entea  communes  à  deux.  eoniQues. 

438.  —  Équation  donnant  les  coefficients  angulaires  des  tangentes 
communes.  —  Désignons  par 

r^  (X,  a,  v)  =  LX2  +  Ma2  +  Nv^  +  2F^v  +  2GvX  +  2HXa  =  0, 
S(X,  f/,,  V)  =  L'Xa  4-  M'a2  +  nv  4-  2F'ixv4-  2G'vX-f  2HV=  0. 

les  équations  tangentielles  de  deux  coniques.  Mettons-les  sous  la  forme 

Nv2  +  2(GX  +  Fa)v  -h  LX2  -f  2HX,a  +  M^^  ==  0, 

NV+  2(G'X+  FV)v-h  L'X2-f-  2HV+  MV=  0. 

En  posant 

GX  +  Fa  =  A,         G'X  +  F'a  =  A', 

LX2  +  2HXa  +  My.2  =  B,        L'X2  +  2H'Xj;.  4-  MV2  =  B', 

elles  peuvent  s'écrire 

Nv2  +  2Av  +  B  =  0,        NV  -h  2A'v  +  B'  =  0.      (1) 
De  ces  équations,  on  déduit  la  relation 

2(N'A  —  NA')v  =  NB'  —  N'B,  (2) 
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quand  au  moins  l'un  des  coefficients  N  et  N'  n'est  pas  nul,  c'est-à-dire, 
quand  l'une  des  courbes  au  moins  n'appartient  pas  au  genre  parabole. 
L'élimination  de  v  donne  une  équation 

4{N'A  —  NA')  (A'B  —  AB')  —  (NB'  —  N'B)^  =  0,       (3) 

homogène  par  rapport  à  X  et  à  a  et  généralement  du  quatrième  degré. 

Cette  équation  détermine  pour  le  coefficient  angulaire  —  -  d'une  tan- 

gente  commune,  deux  couples  de  valeurs  comprenant  chacun  des  quantités 
réelles  ou  imaginaires  conjuguées,  en  y  comptant,  bien  entendu,  les  valeurs 
nulles  qui  pourraient  exister. 

489.  —  Discussion  de  l'équation  (3).  —  I.  Supposons  que  cette  équation 

nous  ait  donné  pour  -,  quatre  valeurs  en  y  comprenant  les  zéros. 

Supposons  aussi  que  les  quatre  racines  soient  différentes.  On  démontre 
immédiatement,  comme  au  n**  435,  qu'aucune  d'elles  ne  peut  annuler  le 
binôme  NA'  —  N'A. 

Pour  chaque  racine  —  de  (3),  l'équation  (2)  nous  donnera  donc  pour  - 

une  seule  valeur  finie  et  de  même  nature  que  la  racine  considérée,  et,  par 
conséquent,  pourchacune  d'elles  une  tangente.  Les  deux  coniques  ont  donc 
deux  couples  de  tangentes  communes,  comprenant  chacun  des  droites  réelles 
ou  imaginaires  conjuguées. Si  l'une  des  quatre  racines  est  nulle,  la  tangente 
correspondante  est  parallèle  à  l'axe  des  x. 

U.  Supposons  maintenant  que  l'équation  (3)  ait  une  racine  double  et 
deux  racines  simples.  La  racine  double  n'annulera  généralement  pas  le 
binôme  NA'  —  N'A,  de  sorte  que  l'équation  (2)  donnera,  pour  la  valeur 

-7  de  cette  racine,  une  seule  valeur  pour  -,  et  il  n'y  aura  qu'une  seule  tan- 

gente  déterminée. 

Mais  en  considérant  la  racine  double  comme  la  limite  de  deux  racines 
simples  qui  tendent  l'une  vers  l'autre,  on  voit  que  la  tangente,  qui  corres- 
pond à  la  racine  double  de  (3),  est,  en  réalité,  la  limite  de  deux  tangentes 
qui  se  rapprochent  jusqu'à  la  coïncidence,  c'est-à-dire,  ce  que  l'on  appelle 
une  tangente  double.  Cette  tangente  étant  toujours  réelle,  ses  points  de 
contact  M  et  N,  avec  chacune  des  deux  courbes,  sont  réels. 

On  peut  démontrer  facilement  que  ces  deux  points  coïncident  et  que  les 
deux  courbes  sont  par  conséquent  tangentes. 
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En  effet,  le  point  de  section  P  de  deux  tangentes  à  une  conique  se 
confond  avec  le  point  de  contact  commun  aux  droites,  quand  celles-ci 
coïncident  (214).  Les  deux  points  de  contact  M  et  N  se  trouvent  donc  en 
un  point  unique  P,  point  de  contact  de  la  tangente. 

Par  suite,  les  deux  coniques  étant  tangentes  en  un  même  point  d^une 
droite  sont  tangentes  et  ont  par  conséquent  deux  points  communs  confondus. 

Si  la  racine  double  annule  le  binôme  NA' —  ÏS"A,  les  deux  équations  (i  ) 

sont  identiques  et  ont  deux  racines  —  communes,  ce  qui  détermine  deux 

tangentes  parallèles,  réelles  ou  imaginaires  conjuguées,  à  moins  que  ces 

racines  —  ne  soient  égales,  ce  qui  déterminerait  une  tangente  double  réelle. 

Comme  à  chacune  des  deux  racines  simples  de  (3)  correspond  aussi  une 
tangente,  on  voit  qu*en  résumé,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  les  coniques 
ont  deux  tangentes  réelles  ou  imaginaires  conjuguées,  plus  une  tangente 
double  réelle,  ou  deux  tangentes  parallèles  réellesou  imaginaires  conjuguées. 

III.  Lorsque  l'équation  (3)  a  deux  racines  doubles,  deux  cas  peuvent 
se  présenter  :  aucune  des  deux  racines  n'annule  NA'  —  N'A,  ou  bien 
Tune  d'elles  annule  ce  binôme. 

Dans  le  premier  cas,  aux  racines  doubles  correspondent  deux  tangentes 
doubles,  réelles  ou  imaginaires  conjuguées,  et  les  coniques  sont  bitangentes. 

Dans  le  second  cas,  à  la  racine  réelle  —,  qui  annule  NA'  —  N'A  corres- 

pondent,  comme  plus  haut,  deux  tangentes  parallèles  réellesou  imaginaires 
conjuguées  ou  une  tangente  double  réelle. 

Si  NA'  —  N'A  était  identiquement  nul,  à  chaque  racine  double  corres- 
pondraient deux  racines  —  communes  aux  équations  (i),  et  par  conséquent 

deux  couples  de  tangentes  parallèles  réelles  ou  imaginaires  conjuguées, 
les  tangentes  d'un  même  couple  pouvant  coïncider. 

Dans  le  cas  où  Téquation  (3)  a  deux  racines  doubles,  les  coniques  ont 
donc  deux  tangentes  doubles  réelles  ou  imaginaires  conjuguées  et  sont 
bitangentes,  ou  bien,  une  tangente  double  réelle  et  deux  autres  tangentes 
réelles  ou  imaginaires  conjuguées,  ou  encore,  sont  inscrites  dans  un  paral- 
lélogramme dont  les  côtés  opposés  sont  réels  ou  imaginaires  conjugués. 

IV.  Examinons  maintenant  le  cas  où  l'équation  (3)  a  une  racine 
triple  et  une  racine  simple.  La  racine  triple  est  réelle  et  n'annule  pas 
NA'  —  N'A;  par  conséquent,  pour  cette  racine,  l'équation  (2)  donne 

une  seule  valeur  pour  —,  et  une  tangente  réelle  est  ainsi  déterminée.  Cette 

tangente  est  triple,  oii  peut,  en  effet,  supposer  qu'elle  est  constituée  par 
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la  réunion  de  trois  tangentes  coïncidentes.  Quant  à  la  racine  simple,  qui 
est  aussi  réelle,  elle  détermine  une  quatrième  tangente  réelle. 

On  démontre  comme  précédemment  (II)  que,  lorsque  trois  tangentes 
coïncident,  les  coniques  ont  un  contact  du  second  ordre. 

V.  Enfin,  les  quatre  racines  de  Téquation  (3)  peuvent  être  égales. 
Si  leur  valeur  commune  n'annule  pas  le  binôme  N'A —  NA',  l'équation  (2) 

y 

fournit  pour  —,  une  seule  valeur,  ce  qui  ne  détermine  qu*une  seule  tan- 

gente  réelle  que  Ton  doit  considérer,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  des 
racines  multiples,  comme  une  tangente  quadruple,  c'est-à-dire,  comme  la 
réunion  de  quatre  tangentes. 

Lorsque  la  racine  quadruple  de  (3)  annule  le  binôme  N'A  —  NA',  les 
équations  (1)  ont  deux  racines  communes  et  déterminent  deux  tangentes 
doubles  parallèles,  réelles  ou  imaginaires  conjuguées,  qui  peuvent  coïncider 
et  former  une  tangente  quadruple  réelle  quand  les  racines  communes  de 
l'équation  (1)  sont  égales. 

440.  —  Il  y  a  des  cas  où,  dans  l'équation  (3),  le  coefficient  de  — j 

A3  ^ 

et  même  celui  de  -3,  etc.,  sont  nuls;  l'équation  s'abaisse  alors  au  troisième, 

second,  etc.,  degré  et  n'a  plus  que  trois,  deux,  etc.,  racines. 

X* 
Mais  en  remarquant  que,  lorsque  le  coefficient  de  — ^  est  égal  à  zéro  dans 

l'équation  (3),  la  même  équation  en  -^  a  une  racine  nulle  correspondant 

à  une  tangente  parallèle  à  l'axe  des  y  (35),  on  voit  facilement  que  cette 
équation  détermine  toujours  quatre  tangentes. 

441.  —  Lorsque  les  deux  coniques  sont  paraboliques,  l'équation  (3) 
n'est  jamais  du  quatrième  degré.  Elle  est  généralement  du  troisième 
degré,  car  N  et  N'  étant  tous  deux  nuls,  les  équations  (1)  et  (3)  sont 
respectivement 

2Av  +  B  =  0.       2A'y  -f-  B'  =  0,  (1) 

AB'  -  A'B  =  0.  (3) 

A  trois  racines  simples  de  cette  dernière  équation  correspondent  trois 
tangentes  distinctes,  dont  l'une  au  moins  est  réelle  et  dont  les  deux  autres 
sont  réelles  ou  imaginaires  conjuguées. 

A  une  racine  double  et  une  racine  simple,  correspondent  deux  tangentes 
réelles  dont  l'une  est  double;  enfin,  une  racine  triple  détermime  trois 
tangentes  coïncidentes  ou  une  tangente  triple. 
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En  y  ajoutant  ia  droite  de  Tintini  qui  est  tangente  aux  deux  courbes  (388), 
cela  fait  encore  deux  couples  de  tangentes  réelles  ou  imaginaires 
conjuguées. 

Quelques-unes  des  tangentes  dont  nous  venons  de  constater  généralement 
l'existence  ci-dessus,  peuvent  cependant  coïncider  avec  la  droite  de  Tinfini. 

Ainsi,  par  exemple,  si  Tune  des  racines  simples  annule  A  et  A',  la 
tangente  correspondante  est  à  l'infini  et  les  coniques  y  possèdent  une  tan- 
gente double.  S'il  s'agit  d'une  racine  double,  la  tangente  double  correspon- 
dante coïncide  avec  la  droite  de  l'infini  et  les  courbes  ont  trois  tangentes 
à  l'infini  ;  enfin,  s'il  s'agit  d'une  racine  triple,  elles  en  ont  quatre. 

442.  —  Ombilics  des  deux  coniques.  —  On  appelle  ombilic  de  deux 
coniques,  le  point  de  rencontre  de  deux  tangentes  communes. 

Les  trois  couples  de  sommets  opposés  du  quadrilatère  complet,  formé 
par  les  quatre  tangentes  communes,  forment  trois  couples  d'ombilics. 

Les  ombilics  de  deux  coniques  sont  réels,  quand  les  quatre  tangentes 
communes  sont  réelles;  dans  le  cas  contraire,  il  n'y  a  qu'un  couple 
d'ombilics  réels, .  les  deux  autres  comprennent  des  points  imaginaires 
conjugués  dans  le  seul  cas  où  les  quatre  tangentes  sont  imaginaires  (69). 

Lorsque  les  quatre  tangentes  sont  réelles,  le  triangle  conjugué  commun 
aux  coniques,  formé  par  les  droites  qui  joignent  les  ombilics  de  chaque 
couple  (400),  a  ses  trois  côtés  et,  par  suite,  ses  trois  sommets  réels. 

Le  triangle  conjugué  commun  est  encore  réel,  quand  les  deux  couples 
de  tangentes  sont  imaginaires.  Si  deux  des  tangentes  seulement  sont 
réelles,  le  triangle  conjugué  n'a  qu'un  seul  côté  réel,  celui  qui  joint  les 
deux  ombilics  réels;  il  n'a  donc  aussi  qu'un  seul  sommet  réel. 

Ces  deux  résultats  nous  permettent  de  conclure  que  : 

Si  deux  coniques  n'ont  que  deux  points  communs  réels,  elles  n'ont  que 
deux  tangentes  communes  réelles,  et  réciproquement. 

443.  —  Coniques  tangentes.  —  Le  point  de  contact  de  deux  coniques 
tangentes  et  le  point  de  section  des  deux  autres  tangentes  communes  (439), 
forment  un  couple  d'ombilics. 

Réciproquement,  si  un  ombilic  P  est  un  point  commun  aux  deux 
courbes,  celles-ci  sont  tangentes  en  ce  point,  car  les  deux  tangentes 
communes  qui  y  passent  coïncident  (214),  et  les  deux  coniques  ayant  une 
tangente  commune  en  un  point  commun  sont  tangentes. 

444.  —  Conique  réduite  à  deux  points.  —  Lorsque  Tune  des  coniques  se  réduit  à 
deux  points,  les  tangentes  communes  sont  les  tangeiUes  à  Vautre  conique 
menées  par  les  deux  points. 
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Car  les  valeurs  de  X,  [jl,  v  qui  satisfont  aux  deux  équations 

(p  (X,  liL,  v)  «  0,       (aX  +  *|x  +  cv)  (a'X  +  b'^  +  c\)  =  0, 

déterminent  les  tangentes  à  <p  menées  par  les  points 

aX  +  ^{1  +  cv  =  0,       «'X  +  b'iL  +  c'v  =  0. 

Dans  ce  cas,  les  ombilics  sont  réels,  lorsque  les  deux  points  sont  extérieurs  à  la 
conique,  imaginaires,  lorsqu'ils  ne  sont  pas  tous  deux  extérieurs  à  la  courbe. 
Lorsque  les  deux  coniques  se  réduisent  chacune  à  un  couple  de  points 

A  et  B,       (aX  +  ^|jl  +  Cv)  (a'X  +  b'^  +  c'v)  =  0, 

C  et  D,       (oX  +  6^1  +  yv)  («X  +  P  V  +  '/'^)  =  0» 

les  tangentes  communes  sont  les  droites  dont  les  coordonnées  tangentielles 
satisfont  aux  équations  ci-dessus;  ce  sont  donc  les  droites  âG  et  BD,  AD  et  BC. 
Les  ombilics  sont  les  points  d'intersection  des  droites  AC  et  BD,  AD  et  BC. 


CHAPITRE  VI. 


FAISCEAUX  PONCTUELS  DE  CONIQUES. 


§  !•  —  Pointa  communs  et  cordes  communes 
aux.  coniques  d'un  Taisceau  ponctuel. 

446.  —  Faisceau  ponctuel.  —  On  appelle  faisceau  ponctuel  de  coniques 
l'ensemble  des  coniques  représentées  par  une  équation  du  second  degré 

(/~/c/>2+2{/i-A:/iOa^-h(m-fcmV+2(^-^^>+2(/"--A:ny+w---^«'=0, 

dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  du  premier  degré  d* un. paramètre 
variable  k. 
Cette  équation  peul  s'écrire  : 

lx^+^hxy+my^+igx+ify+n-k(Ux^+ih  'xy+mY + 2p'x + 2/^t/ + m  ') = 0 , 

ou  encore 

F{x,y)-kS{x,y)  =  0,  (1) 

On  obtient  toutes  les  coniques  du  faisceau  en  faisant  varier  k. 
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Elles  passent  toutes  par  les  points  d*intersection  des  courbes 

¥(x,y)  =  0,        S(a:,i/)  =  0, 

Téquaiion  (1)  étant  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  y,  réelles 
ou  imaginaires,  communes  à  ces  deux  équations. 

446.  —  Les  coniques  d'un  faisceau,  passant  par  les  points  d'inter- 
section de  deux  courbes  du  second  degré,  sont  donc  circonscrites  aa 
quadrangle  ABCD  qu'ils  forment. 

Réciproquement,  toute  conique  circonscrite  à  ABCD  fait  partie  du 
faisceau;  car,  en  appelant  a  et  |3  les  coordonnées  d'un  point  P  de  la  courbe 
différent  des  points  A,  B,  C,  D,  elle  a  pour  équation 

cas  particulier  de  l'équation  (1). 

On  peut  donc  dire  qu'un  faisceau  se  compose  de  toutes  les  coniques 
passant  par  deux  couples  de  poinU,  dont  chacun  comprend  des  points 
réels  ou  des  points  imaginaires  conjugués.  ^ 

L'équation  (1)  du  faisceau  peut  donc  se  remplacer  par  la  suivante  : 

fix,  y)  —  ks(x,  y)  =  0, 
dans  laquelle 

f{x,  y)  =  0,        s(x,  y)  =  0, 

représentent  deux  coniques  quelconques  passant  par  les  points  communs 
A,  B,  C,  D  aux  coniques  F  et*S,  appelées  bases  du  faisceau;  car  cette 
dernière  équation  représente  aussi  l'ensemble  des  coniques  circonscrites 
au  quadrangle  ABCD. 

Deux  coniques  quelconques  d'un  faisceau  peuvent  donc  lui  servir 
de  bases. 

447.  —  Les  trois  couples  de  cordes  communes  à  ces  courbes,  passant 
par  les  quatre  points  A,  B,  C,  D,  sont  évidemment  les  coniques  dégénérées 
du  faisceau. 

Dans  un  faisceau  de  coniques,  il  y  en  a  donc  trois  qui  se  réduisent  à  un 
couple  de  droites;  elles  sont  toutes  trois  réelles,  ou  bien  deux  sont 
imaginaires. 

Les  équations  de  ces  couples  de  droites  correspondent  aux  valeurs  de 
k  qui  annulent  le  discriminant  de  l'équation 

¥{x,y)^kS%y)=^0. 
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En  désignant  par 

P  =  0    et    û  =  0,         R  =  0    et    T==0, 

les  équations  de  deux  couples  de  cordes  communes  (P,  Q,  R,  T  sont  des 

polynômes  du  premier  degré  en  x  et  en  y),  le  faisceau  est  encoi*e 

représenté  par 

PQ  —  kKÏ  =  0.  (2) 

448.  —  Application.  —  Les  points  communs  à  deux  coniques  ainsi  que  les 

quatre  points  ^intersection  de  leurs  asymptotes  sont  situés  sur  une  même 

conique. 

Pour  la  valeur  particulière 

t^ih'^  -  Vm') 

HW  -  Im) 

du  paramètre  k  de  Téquation 

F(a:,y)-tô(a;,y)  =  0, 
celle-ci  devient 

''^^-y^-  AW-/m)  S(a:,y)-0, 

ou  encore 

A  A(/i'2-/'w')r  A'       1 

Sous  cette  forme,  on  voit  facilement  que  la  conique  qu'elle  représente  passe  par 
les  points  d'intersection  des  asymptotes  réelles  ou  imaginaires  des  courbes  F  et  S. 

440.  —  1.  Cas  particuliers.  --  Les  équations  de  la  forme 

PQ  -  )tR  =  0 

peuvent  être  considérées  comme  des  cas  particuliers  de  l'équation  (â)  dans 
laquelle  l'un  des  polynômes  T  est  réduit  à  une  constante,  et  où,  \ax  conséquent, 
l'équation  T  »  0  représente  la  droite  de  l'infini. 
Les  coniques  représentées  par  ces  équations  rencontrent  les  droites 

P  =  0,       «  =  0 

chacune  en  deux  points  dont  l'un  est  situé  à  l'infini.  Les  points  Â  et  B,  où  les 
coniques  les  rencontrent  à  distance  Anie,  sont  situés  sur  la  droite  représentée  par 

R  =  0. 
Les  équations 

P=0,       Q-0 

représentent  donc  des  droites  parallèles  aux  asymptotes.  Le  produit  PQ  des  pre- 
miers membres  de  ces  deux  équations,  égalé  à  zéro,  représente,  par  conséquent, 
un  couple  de  droites  parallèles  aux  asymptotes. 
Remarque.  —  Si  P  et  Q  sont  des  polynômes  à  coefficients  réels,  les  coniques 

PQ  —  AR  =  0 
sont  hyperboliques. 
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460.  —  Applioations.  —  i,  La  forme  de  l* équation 

l£^  +  ^^hxy  +  my'^  +  2^a:  +  2^y  +  u  =  0 

d'une  conique  montre  que 

Ix^  +  Vixy  +  my^  —  0 

représente  un  couple  de  droites  parallèles  aux  asymptotes  de  la  courbe,  et  que  la 
corde  d'intersection  de  ces  droites  avec  la  conique  a  pour  équation 

2^a:  +  2/y  +  n  =  0. 

2.  Tangente  à  Vorigine,  —  Lorsque  la  conique  passe  par  Torigine  des  coor- 
données 0,  n  est  nul,  et  les  droites 

kfi  +  Vixy  +  my2  =  0 

coupe  la  conique  en  deux  points  coïncidant  avec  0.  La  droite 

gx  +  fy-=0 

qui  les  joint  est  donc  tangente  à  la  conique  à  Torigine  0. 

3.  Tangente  en  un  point  quelconque  de  la  courbe.  —  Transportons  les  axes 
de  coordonnées  parallèlement  à  eux-mêmes,  de  manière  à  placer  la  nouvelle  ori- 
gine au  point  donné  de  la  courbe  ayant  pour  coordonnées  x'  et  y\ 

Par  rapport  aux  nouveaux  axes,  la  conique 

la^  +  <^hxy  +  my^  +  2^^  4-  2/1/  +  w  =  0 

a  pour  équation  (176) 

la^  +  2/1X2/  -f-  m^  +  xr^,,  +  yF'y,  =  0. 

Par  rapport  aux  mêmes  axes,  Téquation  de  la  tangente  au  point  {x\  y')  est, 
d'après  ce  qui  précède, 

par  rapport  aux  anciens,  la  même  droite  est  donc  représentée  par 

(x-a:')FV  +  (î^-]/')FV  =  0, 

ou  encore  (178), 

xV\.  +  yr^,  +  zr,,  =  0. 

4.  Tous  les  cercles  passent  par  les  points  cycliques.  —  Les  axes  de  coor^ 
données  étant  quelconques,  l'équation 

a;2  +  2a:y  cos  e  +  y2  +  2^0:  +  2/"^  +  n  =  0 
d'un  cercle  peut  s'écrire  : 


[y  +  (cos  e  +  k'^  sin  9)a:][y +  (cos  e  — l^Hi  sine)a:]  +  2^a:-f2^y-f  n  =  0: 

mise  sous  cette  forme,  on  voit  que  le  cercle  qu'elle  représente  passe  par  les  points 
d'intersection  de  la  droite  de  l'infini  avec  les  droites  isotropes 


y  +  (cos  e  +  k'—  1  sin  ^)x  =  0,       z/  +  (cos  e  —  V—  1  sin  ô)a;=  0. 
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Ce  sont  les  points  cycliques  et  Ton  voit  qu'ils  ne  dépendent  pas.  des  paramètres 
g,  f.n-y  ils  sont  donc  communs  à  tous  les  cercles. 

L'un  des  couples  de  cordes  communes  à  deux  cercles  se  compose  donc  de 
Vaxe  radical  et  de  la  droite  de  IHnfini, 

461.  —  IL  Les  équations  de  la  forme 

PQ  —  ^  =  0 

peuvent  être  considérées  comme  des  cas  particuliers  de  l'équation  précédente, 

dans  laquelle  le  polynôme  R  est  aussi  une  constante.  La  droite  R  =  0  étant  alors 

à  rinllni,  il  en  est  de  même  des  points  A  et  B  où  elle  rencontre  la  courbe. 

De  sorte  que  Téquation 

PQ  -  A  =  0 

représente  une  conique  dont  les  asymptotes  réelles  ou  imaginaires  conjuguées  ont 

pour  équations 

P«0,     Q  =  0. 

462.  —  Application.  —  Équation  du  couple  des  asymptotes.  —  L'équation 
générale  d'une  conique  peut  s'écrire  : 

On  en  conclut  que  l'équation  , 

ls^  +  ^hxy  +  my^  +  ^x  +  m  +  ^^^^J^^_^^^^^0, 
ou  encore, 

l^  +  ^hxy  +  my^  +  ^x  +  ^fy  +  n  +  j^^rj^  =  0, 

qui  représente  un  couple  de  droites,  parce  que  son  discriminant  est  nul,  est 
l'équation  quadratique  du  couple  des  asymptotes. 

463.  —  IlL  Si  les  équations 

P  =  0,     U  =  0 

sont  identiques,  les  droites  qu'elles  représentent  coïncident,  et  l'équation 

PQ  —  ifcR  =  0    devient    P2  —  AR  =  0. 

Dans  ce  cas,  les  droites  OA,  OB  coïncidant,  la  corde  AB  qui  a  pour  équation 
R  =  0  devient  tangente  au  point  où  la  droite  P  rencontre  la  courbe. 

Les  deux  points  de  section  de  la  courbe  avec  les  droites  OA,  OB,  situés  à  l'infini, 
coïncident  également  quand  ces  droites  se  confondent. 

La  droite  de  l'infini  est  donc  tangente  aux  courbes  représentées  par  Téquation 

p2  -  ^R  =  0. 

464.  —  Applications.  —  1.  Les  coniques  représentées  par  une  équation  de  ce 
genre  sont  des  paraboles  ;  les  termes  du  second  degré  forment  toujours,  en  effet, 
un  carré  parfait. 
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La  parabole  a  donc  toujours  une  tangente  et  un  point  (le  point  de  contact) 
à  Tinfini. 

L*équation  P  =»  0  représente  une  droite  rencontrant  la  courbe  en  deux  points 

dont  Tun  est  à  Tinfini;  c'est  donc  un  diamètre  (196),  et,  par  suite  R  =  0  est 

réquation  de  la  tangente  à  Textrémité  de  ce  diamètre. 

Les  équations 

lx  +  hy  =  0,     ^x  +  ^fy  +  n^O, 

représentent  respectivement  un  diamètre  et  la  tangente  menée  à  son  extrémité 

de  la  parabole 

Ix^  +  Vixy  +  my^  +  ^x  ^-  "ify  +  n^  0. 

2.  L'équation 

2/2  —  ^p'x  =  0, 

représente  une  parabole  rapportée  à  un  diamètre,  comme  axe  des  x,  et  à  la 
tangente  à  son  extrémité,  comme  axe  des  y. 

3.  Quand  la  droite  P  est  perpendiculaire  à  la  droite  R,  la  première  est  Taxe 
de  symétrie  de  la  courbe,  la  seconde,  la  tangente  au  sommet;  donc  Téquation 

(ax  +  by-\-  c)2  —  k(bx  —  ay  +  O  =  0, 

en  coordonnées  rectangulaires,  représente  des  paraboles  dont  Taxe  et  la  tangente 
au  sommet  ont  respectivement  pour  équations 

ax  +  by  +  c  =  0,     bx  —  ay  +  c'^0. 


§  9*  —  Propriétés  des  coniques  d'un  Taiseecàu 

ponctuel* 

466.  —  Pôles  et  polaires.  —  Par  rapport  à  la  conique 

F(x,  y,  z)  —  kS(x,  y,  z)  =  0, 
la  polaire  d'un  point  P(a,  (3,  y)  a  pour  équation 

xV^  +  yV^  +  z¥\^  -  k(x&'^  +  yS'^  +  ^S^)  =  0. 

Celle  du  même  point  P  par  rapport  à  la  conique 

F(x,  y,  z)  +  /cS(x,  y,  z)  =  0, 
est  représentée  par 

xF;  +  yr^  +  ^F;  -f-  k(xS'^  4-  yS'^  +  zS\^)  =  0. 

L'on  voit  donc  que  les  polaires  d*nn  point  par  rapport  aux  coniques 
F  =  0,    S  =  0,     F  +  ikS  =  0,    F  —  /eS  =  0, 
forment  un  faisceau  harmonique. 
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En  particulier,  les  quatre  tangentes  à  ces  courbes  menées  en  Vun  de  leurs 
points  communs  forment  un  faisceau  harmonique^  ou  encore, 
Les  tangentes  menées  aux  coniques 

F  +  tô  =  0,     F  —  AS  =  0, 

en  un  point  P  qui  leur  est  commun  forment  une  involution, 

466.  —  Les  polaires  d'un  point  P  par  rapport  aux  coniques  d'un 
faisceau  concourent  en  un  point  fixe  Q. 

Elles  passent,  en  effet,  par  le  point  commun  Q  aux  polaires 

xF„  +  yr^  +  ^F;  =  0,     xS'^  -f  yS'^  +  zS\^  =  0, 
du  point  P  par  rapport  à  deux  coniques  quelconques  F  et  S  du  faisceau. 

467.  —  Lorsque  le  point  P  est  à  l'infini  dans  une  direction  donnée,  ses 
polaires  par  rapport  aux  coniques  du  faisceau  sont  les  diamètres  conjugués 
à  la  direction  donnée  (392).  Donc, 

Les  diamètres  des  coniques  d'un  faisceau,  conjuguas  à  une  droite  donnée, 
concourent  en  un  même  point. 

Si  la  droite  donnée  est  une  corde  commune  aux  coniques,  le  point  de 
concours  des  diamètres  qui  lui  sont  conjugués  se  trouve  en  son  point 
milieu. 

468.  —  Lorsque  le  point  P  décrit  la  droite  représentée  par 

Xx  -f  fjtî/  +  v»  =  0, 
son  conjugué  Q  engendre  la  courbe  du  second  degré  ayant  pour  équation 

F'  F'  F' 

résultat  de  Télimination  de  a,  |3,  y  entre  les  équations 

aF^4.(3F;H-yFV=0, 
«s;  +  r^S;  +  yS',  =  0, 

aX       +   (i^      +  yv      =  0. 

Lorsque  le  point  P  décrit  la  droite  de  Tinfini,  X  et  u.  sont  nuls  et  Téqna- 
tion  ci-dessus  devient 


=  0,  (i) 
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La  conique  qu'elle  représente  est  donc  engendrée  par  le  point  commun 
aux  diamètres  des  coniques  du  faisceau,  conjugués  à  une  même  direction, 
lorsque  cette  direction  varie.  Elle  passe  donc  par  les  points  milieux  des 
six  cordes  communes  aux  coniques  du  système,  car  la  direction  variable 
peut  être  successivement  celle  de  ces  cordes. 

469.  —  Les  pôles  de  la  droite 

Xx  -f  al/  +  V2;  =  0, 

par  rapport  aux  coniques  du  faisceau,  décrivent  évidemment  la  courbe 
représentée  par  Téquation  (1);  on  trouve,  du  reste,  le  lieu  de  ces  points  en 
éliminant  fe  et  9  entre  les  relations 

lesquelles  peuvent  s'écrire 

F>  -  ^S'^  -  Ôfx  =  0, 
F'y  —  kS\  —  Gv  =  0. 

On  obtient  ainsi  l'équation  (1). 

Lorsque  la  droite  (X,  ja,  v)  est  à  l'infini,  X  et  a  sont  nuls,  et  ses  pôles  par 
rapport  aux  coniques  du  système  en  sont  les  ceiHres. 

Nous  pouvons  donc  dire  que  les  centres  des  coniques  d'un  faisceau 
décrivent  la  conique  représentée  par  l'équation 

F'  S'   —  F'  S'  =  0. 

Cette  courbe  passe  donc,  non  seulement  par  les  milieux  des  six  cordes 
communes  aux  coniques  du  système,  mais  aussi  par  les  points  d'intersec- 
tion F,  G,  H  des  trois  couples  de  cordes  communes,  centres  des  trois 
coniques  dégénérées  du  faisceau . 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  d'un  faisceau  est  donc  une  courbe  du 
second  degré  circonscrite  à  leur  triangle  conjugué  commun . 

Cette  courbe  est  appelée  coniqve  des  neuf  points. 

Remarque.  —  On  peut  aussi  trouver  géométriquement  le  lieu  des  centres  des 
coniques  passant  par  quatre  points  A,  B,  C,  D  tous  réels  ou  comprenant  un  ou 
deux  couples  de  points  imaginaires  conjugués. 

Joignons  le  centre  0  de  Tune  de  ces  courbes  aux  points  milieux  des  cordes 
AB,  BO,  CD  et  DA.  Lies  quatre  droites  ainsi  obtenues  sont  les  diamètres  conjugués 
à  ces  cordes;  leur  rapport  anharmonique,  égal  à  celui  des  quatre  cordes  (396),  est 
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donc  constant.  D'après  le  théorème  de  Chasles,  le  point  0  décrit  une  conique 
passant  par  les  milieux  de  ces  dernières  droites. 

460.  —  Conique  des  neuf  points.  —  L'équation  de  la  conique  des 
neuf  points  du  faisceau  ne  change  pas  quand  les  coniques  F  et  S  sont 
remplacées  par  des  courbes  qui  leur  sont  concentriques  et  horaothétiques. 

En  d'autres  termes,  les  coniques  des  neuf  points,  relatives  aux  faisceaux 
représentés  par  l'équation  générale 

F(x,  t/)  +  c  — /rLS(^,  y)  +  c']  =  0, 

où  c  et  c'  sont  des  constantes  quelconques,  sont  identiques. 

Corollaires.  —  Les  milieux  des  cordes  communes  à  deux  coniques  dont 
Vune  est  fixe  et  dont  Vautre  reste  cmistamment  concentrique  et  homothétique 
à  elle-même,  décnvent  une  conique. 

Le  théorème  est  encore  vrai  quand  les  deux  coniques  varient  de  façon  à  rester 
concentriques  et  homothétiques  à  elles-mêmes. 

En  particulier, 

Les  milieux  des  six  cordes  communes  à  une  conique  fixe  et  à  un  cercle 
variable  dont  le  centre  est  un  point  donnée  sont  situés  sur  la  conique  des 
neuf  points  du  faisceau  déterminé  par  la  conique  et  Vun  des  cercles  variables. 

On  peut  donc  dire  que  la  conique  des  neuf  points,  relative  aux  coniques  d*un 
faisceau  défmi  par  une  conique  et  un  cercle,  est  déterminée  par  une  conique 
quelconque  du  faisceau  et  par  le  centre  du  cercle,  que  Ton  peut  considérer  comme 
un  cercle  de  rayon  nul. 

461.  —  Théorème  de  Desargues.  —  Les  points  de  section  des  coniques 
d'un  faisceau  avec  une  sécante  quelconque  forment  généralement  un 
système  m  involution. 

Car  les  paramètres  des  points  d'intersection  de  l'une  des  coniques  avec 
la  sécante  sont  les  racines  de  l'équation  du  second  degré  (195), 

[F  (a,  p,  y)  -  ^S  («,  (3, 7)]  x^  -  {a¥,,+  /3F;,+  '/F  V"-  k  (aS^,  \-  (38^+ y  s  V)]x 

4-  ¥{x\  y\  z')  -  k'^(x\  y\  z)  =  0. 

Ces  points  sont  donc  généralement  conjugués  dans  un  système  en 
involution  (105). 

Les  couples  de  points  de  section  de  la  sécante  avec  les  trois  couples  de 
cordes  communes  sont  conjugués  dans  ce  système,  puisque  les  cordes 
communes  constituent  les  coniques  dégénérées  du  faisceau. 

L'involution  est  donc  déterminée  par  deux  quelconques  de  ces  trois 
couples  de  points. 

Si  la  sécante  passe  par  le  point  F  de  rencontre  de  deux  cordes  communes 
AB,  CD,  ce  point  est  un  foyer  de  l'involution  déterminée  sur  la  sécante. 
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Si  la  sécante  coïncide  avec  Tun  des  côtés  FH  du  triangle  conjugué 
commun,  Tinvolution  déterminée  sur  cette  droite  par  les  coniques  a  pour 
fovers  F  et  H. 

Nous  retrouvons  ainsi  les  propriétés  harmoniques  du  quadrilatère 
complet. 

462.  —  Les  foyers  de  Tinvolution  déterminée  sur  une  sécante  quel- 
conque sont  évidemment  les  points  de  contact,  avec  la  sécante,  de  deux 
coniques  du  faisceau.  Par  conséquent. 

Dans  un  faisceau  de  coniques^  il  y  en  a  généralement  deux  qui  sont 
tangentes  à  une  droite  donnée;  ces  courbes  sont  évidemment  réelles  ou 
imaginaires  en  môme  temps  que  les  foyers  de  Tinvolution  déterminée  sur 
la  droite  donnée  par  les  courbes  du  système. 

Un  faisceau  contient  deux  courbes  paraboliques. 

IjOS  deux  courbes  dégénèrent  en  deux  couples  de  droites  quand  la  sécante 
donnée  est  Tun  des  côtés  du  triangle  conjugué  commun.  Donc, 

Jjes  coniques  du  faisceau,  tangentes  aux  côtés  du  triangle  FGH,  sont  les 
couples  de  cordes  communes  qui  se  croisent  aux  extrémités  de  chaque  côté. 

463.  —  Le  théorème  du  n^  460  n*existe  pas  quand  les  deux  équations 

a;2F(«,  fô,\)  -  x(aFV  +  ^f\,  +  yV\,)  +  F(x',  y\  z')  =  0, 

X^&(a,  /3,  y)  -  x(a^'^  +  pS^,  +  yS',,)  +  S(rc',  y\  z')  =  0, 

ont  une  racine  commune  (105),  c'est-à-dire,  quand  la  sécante  passe  par 
l'un  des  points  communs  aux  coniques  du  faisceau. 

Dans  ce  cas,  il  n'y  a  qu'une  conique  du  faisceau  tangente  à  la 
sécante  (416);  réciproquement,  si  les  coniques  d'un  faisceau,  tangentes 
à  une  droite  donnée,  se  réduisent  à  une  seule,  la  droite  passe  par  l'un  des 
points  d'intersection  des  courbes  du  système. 

464.  —  Les  paramètres  des  points  de  section  d'une  sécante  quelconque, 
avec  l'une  des  coniques  du  faisceau,  sont  les  racines  de  l'équation  du 
second  degré  du  n*  460. 

La  sécante  est  tangente  à  cette  conique,  lorsqu'on  a 

[«F',,  4-  /5FV  -h  yV\,  -  /r(^S;,  -f  f^S;,  +  yS',,)]» 
-  4[F(a,  /3,  y)  -  A'S(«,  p,  y)]  [¥(x\  y\  z')  -  kS{x\  y\  z)]  =  G. 

Cette  relation  montre  qu'il  y  a  deux  coniques  du  faisceau  tangentes  à  la 
droite  donnée,  résultat  connu. 
Ces  coniques  correspondent  à  des  paramètres  k  égaux  et  de  signes  con- 
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traires,  lorsque  le  coefficient  k  dans  la  relation  ci-dessus  est  nul,  c'esl-à- 
dire  quand  on  a  : 

(aFV  +  (3FV  -+■  yFV)  («SV  +  /3SV  +  ySV) 

-  2[F(«,  p,  y)  Six\  y\  z')  -f  Y[x\  y\  z')  S(a,  fi,  y)]  =  0, 

égalité  qui  peut  s'écrire  : 

F(a,  l3,y)S(a,  (3,  y) 

F(a,  /3,.y)  S(a,  13,  y)         "'' 

En  désignant  par  k'  et  A:",  k^  et  fe,  les  paramètres  des  points  de  section 
de  la  sécante  avec  les  coniques  F  et  S,  cette  relation  peut  se  mettre  sous 
la  forme  (195) 

{k'  +  k")(k,  +  k^)  =  ^{k'k"  +  k^k^), 

et  exprime  que  ces  quatre  points  sont  en  proportion  harmonique. 
D'où  Ton  conclut  le  théorème  suivant  : 
Toute  tangente  commune  aux  coniques 

F  +  ^-S  =  0,        F  —  AS  =  0 

coupe  les  coniques  ¥etS  en  quatre  points  en  proportion  harmonique. 

Exercices.  —  1  Connaissant  cinq  points  d'une  conique,  construire  un  sixième 
point  situé  sur  une  sécante  passant  par  Tun  d'eux. 

2.  Dans  un  faisceau  de  coniques  il  y  a  généralement  deux  paraboles  réelles  ou 
imaginaires. 

§  3.  —  Coniques  remarquables  cl'un  Talsceau 

ponctuel. 

466.  —  Hyperbole  équilatère.  —  L^équation 

V{x,y)-kS{x,y)  =  0 

représente  une  hyperbole  équilatère,  qui  peut  se  réduire  à  un  couple 
de  droites  rectangulaires  quand  le  paramètre  A;  satisfait  à  la  relation  du 
premier  degré 

l  —  kV—  2(/i  —  kh')  cos  G  +  m  —  ^m'  =  0, 
ou  encore, 

/  —  2/1  cos  0  +  m  —  A:  (/'  —  2/i'  cos  6  +  m')  =  0. 

22 
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Si  le  coefficient  de  k  est  nul,  la  conique  S  est  équilalère. 
Dans  un  faisceau  ponctuel  de  coniques,  il  y  a  toujours  une  hyperbole 
équilatère  et  une  seule,  à  moins  que  l'on  n*ait 

/  —  2/i  cos  0  +  m  =  0        et        V  —  W  cos  9  +  m'  =  0, 

égalités  exprimant  que  F  et  S  sont  des  hyperboles  équilalères.  Dans  ce  cas, 
le  faisceau  est  uniquement  composé  d'hyperboles  équilatères  et  est  appelé 
faisceau  équilatère, 

466.  —  Conique  ayant  des  axes  de  directions  données.  —  Dans  un 
faisceau  ponctuel  de  coniques,  il  y  en  a  généralement  une  dont  les  axes  de 
symétrie  ont  des  directions  données. 

En  prenant  des  axes  de  coordonnées  parallèles  à  ces  droites,  la  conique 
correspondant  à  la  valeur  de  A'  donnée  par  l'équation 

Il  —  kli  =  0,        011        h'  ^  0, 

répond  à  la  question.  Elle  est  représentée  par  l'équation 

(//i'—  /'/i)a;2-h  {mh'—m'li)y^+  ^(gfi'—g'k)x  +  %fh'—fh)y^  nh'—n'/i=0. 

C'est  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  suivant  que  les  quantités  ///'  —  l'k  et 
mh'  —  m' h  sont  ou  ne  sont  pas  de  même  signe. 

Si  h'  est  nul,  c'est  la  conique  S  qui  satisfait  au  problème;  son  équation 
est  comprise  dans  la  précédente,  de  sorte  que  celle-ci  est  générale. 

Si  h  et  h'  sont  nuls,  toutes  les  coniques  ont  leurs  axes  de  symétrie 
parallèles.  Donc  : 

Si  de^ix  coniques  d'un  faisceau  ont  leurs  axes  de  symétrie  parallèles 
à  deux  droites  dominées,  celles-ci  sont  parallèles  aux  axes  de  symétrie  de 
toutes  les  coniques  du  faisceau. 

Corollaire.  —  Dans  un  faisceau  ponctuel  de  coniques,  il  y  en  a  une  H, 
dont  les  axes  de  symétrie  S07it  parallèles  aux  asymptotes  de  Vhyperhoie 
équilatère  du  même  faisceau. 

En  prenant  les  asymptotes  de  cette  dernière  courbe  comme  axes  de 
coordonnées  et  les  deux  coniques  pour  bases  du  faisceau,  celui-ci  a  pour 
équation 

/x2  +  my^  +  %t  +  ^fy  +  w  —  k(Wxy  -t-  w')  =  0. 

467.  —  Le  faisceau  étant  représenté  par  l'équation  ci-dessus,  et 

m(y  —  tx  ■\-  s)(y  —  t'x  +  s'}  =  0 
désignant  un  couple  de  cordes  communes,  on  a 

mtt'  —  /  =  0        ou        /  +  mr(—  0  =  0,  . 
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relation  qui  exprime  que  t  ei  —  t'  sont  les  coefficients  angulaires  de 
deux  diamètres  conjugués  à  la  conique 

Ix^  +  my^  +  ^gx  -r  ^2fy  -f  /«  =  0, 

dont  les  axes  de  symétrie  sont  parallèles  aux  asymptotes  de  l'hyperbole 
équilatère  du  faisceau.  Donc  : 

Si  deux  droites  AB,  CD  forment  un  couple  de  corder  communes  à  une 
conique  et  à  une  hyperbole  équilatère,  telles  que  les  asymptotes  de  Vune 
soient  parallèles  aux  axes  de  symétrie  de  Vautre,  l'une  des  cordes  com- 
munes et  la  symétrique  de  l'autre,  par  rapport  aux  axes  de  la  conique,  sont 
parallèles  à  un  système  de  diamètres  conjugués  de  cette  dernière  courbe. 

468.  —  Paraboles.  —  Dans  un  faisceau  ponctuel  de  coniques,  il  y  a 
généralement  deux  paraboles  réelles  ou  imaginaires.  Ces  courbes  corres- 
pondent aux  valeurs  de  k  qui  vérifient  Téquation 

hn^  —  /m  =  0, 

les  axes  de  coordonnées  étant  les  asymptotes  de  Thyperbole  équilatère 
du  système. 

Les  valeurs  de  k  sont  réelles  quand  /  et  m  ont  le  même  signe  et  ima- 
ginaires dans  le  cas  contraire. 

Les  deux  paraboles  sont  donc  réelles  (ou  représentées  par  des  équations 
à  coefficients  réels)  quand  la  conique  0  du  faisceau,  dont  le^  axes  de 
symétrie  sont  parallèles  aux  asymptotes  de  Vhyperbole  équilatère  du 
système,  est  une  ellipse,  et  imaginaires,  quand  cette  conique  est  une 
hyperbole. 

Les  coefficients  angulaires  des  axes  de  ces  paraboles  sont  respecti- 
vement (209) 


m 


et ou        \/ — et — \  — . 

m  \  m  \  m 


Les  axes  de  ces  paraboles  sont  donc  parallèles  aux  diamètres  conjugués 
égaux  de  la  conique  6,  car  la  relation 

qui  exprime  que  t  et  t'  sont  les  coefficients  angulaires  de  deux  diamètres 
conjugués  de  cette  courbe  est  vérifiée  par  les  valeurs 


,  =  V/_L,    t'  =  -\/±. 

il  m  y  m 
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Si  les  coefficients  /  et  m  sont  égaux,  les  axes  des  paraboles  sont  rectan- 
gulaires et  la  conique  B  dont  nous  venons  de  parler  est  un  cercle.  Donc  : 

Si  un  faisceau  contient  vn  cercle,  les  axes  de  symétrie  des  paraboles 
réelles  qu'il  contient  sont  rectangulaires  et  parallèles  aux  axes  de  Vhyper- 
bole  du  même  système. 

Exercice.  —  Les  axes  des  paraboles  passant  par  les  extrémités  d*un  diamètre 
d'un  cercle  et  tangentes  en  un  point  de  cette  courbe  sont  rectangulaires.  Trouver 
le  lieu  de  leur  point  de  rencontre  quand  le  point  de  contact  varie. 


CHAPITRE  VII. 

DIFFÉRENTES  ESPÈCES  DE  FAISCEAnX  PONCTUELS. 


§  1.  —  Faisceau  éQuIlatère* 

469.  —  Propriétés  des  coniques  d'un  faisceau  équilatère.  —  Toutes 
les  coniques  d'un  faisceau  équilatère  étant  des  hyperboles  équilatères,  on 
en  conclut  que  les  trois  couples  de  cordes  communes  se  composent  chacun 
de  deux  droites  rectangulaires  (193). 

Deux  couples  de  cordes  communes  sont  par  exemple  HA  et  HB, 

GA  et  GB  ;  elles  se  coupent  aux  points  A,  B,  G,  0 
communs  aux  coniques  du  faisceau.  Le  troisième 
couple  de  cordes  communes  est  donc  composé  des 
droites  AB,  CD.  Un  simple  examen  de  la  figure 
nous  montre  que  ces  droites  sont  aussi  rectangulaires. 
Nous  voyons  également  que  Tun  des  points  communs 
D  est  Torthocentre  du  triangle  formé  par  les  trois 
autres.  Donc, 

Les  hyperboles  équilatères  qui  passent  par  trois  points  contiennent 
Vorthocentre  du  triangle  qu'ils  forment. 

De  ce  que  un  faisceau  est  équilatère  quand  deux  de  ses  coniques  sont 
des  hyperboles  équilatères  (465),  on  en  conclut  que  : 

Les  coniques  passant  par  les  points  d'intersection  de  deux  couples  de 
droites  rectangulaires  sont  des  hyperboles  équilatères; 

Toute  conique  passant  par  trois  points  et  par  Vorthocentre  du  triangle 
qu'ils  forment  est  une  hyperbole  équilatère. 
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470.  —  Cercle  des  neuf  points  d'un  triangle.  —  Dans  le  cas  d'un  faisceau  équi- 
latère,  la  conique  des  neuf  points  se  réduit  à  un  cercle.  Cette  conique  passe,  en 
effet,  par  les  points  F,  G,  H  (sommets  du  triangle  conjugué),  pieds  des  hauteurs  du 
triangle  ABC,  et  par  les  milieux  des  cordes  AB,  BC,  AC,  AD,  BD,  DC.  Elle  se  confond 
donc  avec  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  ABC  formé  par  trois  quelconques 
des  quatre  points  communs  aux  coniques  du  faisceau. 

On  peut  aussi  démontœr  que  l'équation 

représente  un  cercle  dans  le  cas  d'un  faisceau  équilatère.  Il  suffit  de  développer 
cette  équation,  en  remarquant  que 

F(a:,y)  =  0,       S(x,y)  =  0 

représentent  deux  hyperboles  équilatères  ou  deux  couples  de  droites  rectangulaires. 

Exercices.  —  1.  Les  pieds  des  normales  menées  d'un  point  P  à  une  hyperbole 
équilatère  sont  les  sommets  d'un  quadrangle  orthogonal  (l'un  des  quatre  points 
est  l'orthocentre  du  triangle  formé  par  les  trois  autres). 

2.  Les  coniques  passant  par  le  centre  du  cercle  inscrit  et  les  centres  des  cercles 
ex-inscrits  à  un  triangle  sont  des  hyperboles  équilatères.  Le  triangle  donné  est 
conjugué  à  ces  courbes. 

%  ^»  —  Faisceau  cyclique* 

471.  —  Condition  pour  qu'un  faisceau  contienne  un  cercle.  —  Un 

faisceau  ponctuel  de  coniques  ne  contient  généralement  pas  de  cercle,  car 
on  ne  peut  généralement  pas  satisfaire  aux  équations 

l-^kl'=m  —  km'     ou     /  —  m  —  A:(r  —  m')  =  0     et     h—kli'=0. 

Dans  le  cas  où  ces  deux  équations,  dans  lesquelles  /'  ^  m'  et  h'  ^  0, 
sont  vérifiées  pour  une  certaine  valeur  de  /c,  le  faisceau  représenté  par 

F(x,  t/)-tô(a:,  y)  =  0, 

contient  un  cercle  et  est  appelé  faisceau  cyclique. 

Ce  cercle  correspond  à 

/  —  m  h 

l  —  m        h 

La  relation  existant  alors  entre  les  coefficients  des  équations  de  deux 
coniques  quelconques  est 

lh'—Vh  =  mh'  —  m'h.  (1) 

Elle  exprime  que  la  conique  dont  les  axes  de  symétrie  ont  des  directions 
données  (466)  est  le  cercle  du  faisceau. 
Quand  V  =  m'  et  h'  =  0,  la  conique  S  est  circulaire. 
Ija  relation  (1)  exprime  donc  toujours  que  le  faisceau  contient  un  cercle. 
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472.  —  Un  faisceau  de  coniques  ne  peut  contenir  plus  d*un  cercle 
car,  s'il  en  contenait  deux,  on  pourrait  les  prendre  comme  bases  du  système, 
et  celui-ci  serait  alors  représenté  par  l'équation 

x2  -h  y2  +  ^gx  +  ^fy  4-  H  —  k{x^  +  y^  +  "^g'x  +  ^fy  +  »')  =  0, 

laquelle  appartient  à  un  faisceau  de  cercles  (138). 

473.  —  Toutes  les  coniques  d'un  faisceau  cyclique  ont  leurs  axes  de 
symétrie  parallèles;  car,  en  prenant,  comme  bases  du  faisceau,  le  cercle  et 
une  conique  quelconque  du  système,  et  pour  axes  de  coordonnées  les  axes 
de  symétrie  de  cette  dernière  courbe,  on  peut  le  représenter  par  l'équation 

Ix^  -H  my^  +  ^gx  -\-  "ify  -^  n  —  k(x^  +  y^  +  ^g'x  -f  ^fy  -f-  n')  =  0, 

laquelle,  ne  contenant  pas  de  terme  en  xy,  appartient  à  une  série  de 
coniques  dont  les  axes  de  symétrie  sont  parallèles  aux  axes  de  coordonnées. 

Évidemment,  les  bissectrices  des  trois  couples  de  cordes  communes  (21 1  : 
sont  parallèles  aux  axes  de  symétrie  des  coniques  du  faisceau.  On  a  donc 
le  théorème  suivant  : 

Le^  cordes  communes  à  un  cercle  et  à  une  conique  sont  également 
inclinées  sur  les  axes  de  symétrie  de  la  courbe, 

474.  —  Application.  —  Axes  des  coniques,  —  L'équation  générale 

Icfi  +  ^Ihxy  +  my2  +  5^^  +  2/y  +  n  =  0 

d'une  conique  pouvant  s'écrire  : 

l{£^  +  y^  +  '^x  +  2/y  +  n  +  ymx  +  (m  -  l)y^  =  0, 

on  en  conclut,  d'après  ce  qui  précède,  que  les  axes  de  symétrie  de  la  conique 
sont  parallèles  aux  bissectrices  des  angles  des  droites 

ou  parallèles  aux  droites  ayant  pour  équations  (52) 

^  gto  +  (m  -  fiy 

■         V^m  +  im  —  lyi  ' 

Ces  équations  représentent  évidemment  les  axes  de  symétrie  quand  l'origine 
est  au  centre. 

L'équation  du  couple  des  droites  issues  de  l'origine  et  parallèles  aux  axes  de 
la  conique  est  donc 

y2[4/i2  +  (m  -  m  =  mx  +  (w  —  DyY^ 
ou  encore 

hx^  +  {m  —  l)xy  —  hy^  =  0. 
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476.  —  Quand  le  faisceau  est  cyclique,  la  conique  des  neuf  points 
est  identique  à  Vhypevbole  d'Apollonius  relative  à  l'une  des  coniques  du 
faisceau  et  au  centime  du  cercle  qui  en  fait  partie. 

En  effet,  en  désignant  par 

F(x,  y)  =  0,        (X  ~  a)2  +  (y-  (3)2  —  7-2  =  0, 

les  équations  d'une  conique  et  du  cerclé  du  faisceau,  la  conique  des  neuf 
points  de  celui-ci  est  représentée  par  l'équation 

laquelle  représente  aussi  l'hyperbole  d'Apollonius  relative  à  la  conique  F 
et  au  point  ayant  pour  coordonnées  a  et  |3  (220). 

476.  —  La  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  fixe  P  sur  une  tangente 
mobile  à  une  conique  rencontre  le  diamètre  conjugué  à  la  tangente  en  un 
point  M  qui  décrit  V hyperbole  d'Apollonius  relative  au  point  P. 

La  perpendiculaire  menée  de  P  à  la  tangente  mobile  peut  être  considérée 
comme  un  diamètre  d'un  cercle  de  centre  P,  conjugué  à  la  direction  de  cette 
tangente;  le  point  M  est  donc  le  point  de  section  de  deux  diamèlres  de  deux 
coniques,  dont  un  cercle,  conjugués  à  une  même  direction.  Il  décrit  donc  la 
conique  des  neuf  points  du  faisceau  ayant  pour  bases  la  conique  donnée  et  un 
cercle  de  centre  P  (458),  ou  Thyperbole  d'Apollonius  relative  au  point  P. 

477.  — Cercle  de  Joachimsthal.  —  Les  points  A,  6,  C,  D  étant  les  pieds  des 
quatre  normales  menées  du  point  P  à  une  conique,  soit  A'  le  quatrième  point 
dMntersection  du  cercle  BCD  avec  la  courbe. 

Les  cordes  6C  et  AD  sont  communes  à  la  conique  donnée  et  à  Thyperbole 
d'Apollonius  relative  au  point  P.  Les  cordes  BC  et  DA'  étant  symétriques 
par  rapport  aux  axes  de  la  courbe  donnée,  il 
s'ensuit  que  les  cordes  DA'  et  DA  sont  supplé- 
mentaires (467).  Par  conséquent,  AA'  est  un 
diamètre  de  la  conique  donnée  et  on  en  conclut 
le  théorème  : 

Le  cercle  passant  par  les  pieds  de  trois 
nominales  à  une  conique  contient  le  point  de 
cette  courbe  diamétralement  opposé  au  pied 
de  la  quatrième  normale» 

Quand  il  s'agit  d'une  parabole,  l'un  des  points  A  Fig.  138. 

communs  à  la  courbe  et  à  L'hyperbole  d'Apollonius 
relative  au  point  P,  se  trouve  à  l'infini  sur  l'axe  de  symétrie  de  la  parabole. 

11  en  résulte  que  le  cercle  passant  par  les  pieds  B,  C,  D  des  trois  notmales 
menées  à  une  parabole  contient  le  sommet  de  la  courbe, 

478.  —  Application.  —  Si,  par  le  point  P  d'une  nœ^male  à  une  conique,  on 
mène  les  trois  autres  normales,  le  triangle  formé  par  les  pieds  de  celles-ci 
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enveloppe  une  parabole  tangente  aux  axes  de  symétrie  de  la  courbe,  quand 

le  point  P  parcourt  la  normale.  Si  l*on  représente  la  corde  BC  (figure  précédente) 

par  réquation 

Xa:  +  jj.y  +  V  =  0, 

son  coefficient  angulaire  est  le  rapport  —  X  :  (jl;  par  suite,  celui  de  la  corde  A'D 
est  le  rapport  X  :  \x.  Comme  les  droites  AD  et  A^D  sont  des  cordes  supplémentaires 
de  la  conique  donnée,  représentée  par 

a2y2  4.  /,2x2  =  am, 

le  produit  de  leurs  coefficients  angulaires  est  —b^ia^-,  en  désignant  par  x'  et  y^ 
les  coordonnées  du  point  A,  la  corde  AD  a  donc  pour  équation 

b'^^  +  û"^Xy  —  b^^'  —  any'  -  0. 

On  en  conclut  que,  pour  une  certaine  valeur  de  ky  l'équation 

a^xfi  -|_  ^2^2  —  a2/,2  _  k^c^xy  —  a'^ay  +  ï^^x)  =  0, 
est  identique  à  la  suivante  : 

(Xa;  +  (jiy  +  v)  {b^^  +  a^\y  -  ¥^  -  a^Xy')  =  0, 

et  que,  par  conséquent,  on  a  la  relation 

ou  encore, 

b^jx'  +  a^lvy'  —  ami^K  =  0, 

laquelle  n*est  autre  que  Téquation  tangentielle  d'une  parabole  tangente  aux  axes 
de  symétrie. 
Le  foyer  F  de  cette  courbe,  ayant  pour  coordonnées  (390) 

^  a^b^x'  ___       a^b'Y 

b^x'^  +  a^'^'     ^""      l^x'^^a^y^^' 

est  le  pied  de  la  droite 

_a2y' 

^  ■"  b'^x'^' 

menée  du  centre  perpendiculairement  à  la  tangente  en  A'.  Comme  le  foyer  appar- 
tient aussi  au  cercle  de  Joachimsthal  A'BCD,  il  s'ensuit  que  : 

La  projection  du  centre  de  la  conique  sur  la  tangente  au  point  A',  diamé- 
tralement opposé  au  point  A,  appartient  au  cercle  de  Joachimsthal  passant 
par  les  points  A'BCD. 

Lorsque  le  point  P  se  meut  sur  la  normale  au  point  A,  le  cercle  A'BCD 
engendre  un  faisceau  circulaire; 

Exercices.  —  1.  Si  Ton  désigne  par  «  et  p  les  coordonnées  du  pôle  de  la 

droite  BC,  celles  du  pôle  de  la  corde  AD  auront  pour  expressions  —  — ,  —  ^. 

2.  Trouver,  pour  une  parabole,  l'équation  du  cercle  passant  par  les  pieds  des 
trois  normales  issues  d'un  point. 


—  345  — 
§  3.  —  F'aisceaii  cle  conicnies  tanf^entes. 

479.  —  Lorsque  les  coniques  ¥  et  S  (Cun  faisceau  ponctuel  sont 
tangentes  en  un  point,  toutes  les  coniques  du  faisceau  sont  tangentes  au 
même  point. 

En  effet,  quand  F  et  S  sont  des  courbes  tangentes,  deux  de  leurs  quatre 
points  communs  coïncident.  Les  coniques 

¥{x,y)~k^{x,y)  =  0 

passent  donc  par  deux  points  de  F  et  de  S  qui  coïncident,  et  sont,  par 

conséquent,  tangentes  à  ces  deux  coniques  au  point  où  celles-ci  sont 

tangentes  entre  elles. 

Dans  ce  cas,  deux  couples  de  cordes  communes  coïncident. 

En  efiFet,  si  A,  B,  C,  D  sont  les  points  communs  aux  coniques  F  et  S, 

on  reconnaît  sans  peine  que,  lorsque  le  point  D, 

se  rapprochant  constamment  de  A,  vient  coïncider 

avec  lui,  les  coniques  du  faisceau  sont  tangentes 

entre  elles  en  ce  point;  les  cordes  BD  et  AC, 

AB  et  DC  coïncident  alors  avec  les  droites  AB,  AC, 

et  le  troisième  couple  de  cordes  communes  est 

constitué  par  la  droite  BG  et  la  tangente  commune 
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au  point  A  des  coniques.  *^* 

De  sorte  que,  si  A,  B,  C  sont  trois  points  de  la  courbe 

F(.r,  t/)=0, 

le  faisceau  des  coniques,  qui  lui  sont  tangentes  au  point  A,  peut  se  repré- 
senter par  Tune  ou  l'autre  des  équations 

¥{x,  !/)  —  A; . PQ  =  0,       F(x,  y)  —  ART,      PQ  —  ^RT  =  0, 

les  suivantes  : 

p  =  0,      Q  =  0,      R  =  0,      T  =  0, 

représentant  respectivement  les  droites  AB,  AC,  BC  et  la  tangente  AM. 

Corollaire.  —  Il  y  a  deux  paraboles  tangentes  à  un  cercle  en  un 
point  A  et  passant  par  deux  autres  points  B  et  G  de  la  même  courbe  ;  les 
axes  de  symétrie  de  ces  paraboles  sont  rectangulaires  et  parallèles  avx 
bissectrices  des  angles  des  di'oites  AB  et  AC  (468). 

480.  —  Applications.  —  I.  Les  équations 

¥{x,  y)  -  k\l\x  -  x')^  +  2/i'U  -  x'){iy  -  y')  +  m'{y  -  y'f]  =  0,    (1) 
F(a:,  y)  -  k(ax  +  by+  c){xV\,  +  y¥'yf  +  ^x'  +  %'  +  2/0  =  0,       (2) 

représentent  chacune  un  faisceau  de  coniques  tangentes  à  la  courbe   F   au 
point  S.{x\y'), 
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Les  coniques  représentées  par  la  première  équation  passent  par  les  seconds 
points  de  section  B  et  G,  avec  la  courbe  F,  des  droites  AB,  AC  issues  de  A  et  ayant 
pour  équation  quadratique 

l'{x  -  x'f  +  ^\x  -  X')  {y  -  y')  +  m\y  -  y'f  =  0. 

Les  coniques  représentées  par  la  seconde  passent  par  les  points  d'intersection 
de  la  courbe  F  et  de  la  droite 

ax  +  by  +  c  =  0, 

IL  Les  axes  de  coordonnées  étant  la  tangente  commune  au  faisceau  et  une 

droite  quelconque  passant  par  le  point  A  de  contact,  Téquation  (1)  du  faisceau 

s*écrit 

Ix^  +  âtejy  +  my«  +  2 /y  -  k{i'oi^  +  Wxy  -f  m'y^  ^  0. 

Si  les  axes  de  coordonnées  sont  rectangulaires,  ainsi  que  les  cordes  communes 
AB  et  AC,  réquation  du  faisceau  prend  la  forme 

lûfi  +  Vixy  -f  my^  +  ify  —  k{l'x^  +  Vi'xy  —  lY)  =  0. 

lU.  Théorème  de  Frégier.  —  En  faisant  Ar  =  oo  dans  Téquation  ci-dessus,  on 

obtient  l'équation  du  couple  des  cordes  communes  AB,  AC,  et  en  y  faisant 

Ar  =  /:/',  on  a 

ymhl'  -  h't)x  +  {l  +  m)Uy  +  2/"/']  -  0, 

équation  qui  représente  le  second  couple  de  cordes  AM  et  BC.  La  tangente  AM 
ayant  pour  équation  y  =  0,  la  droite  BC  est  représentée  par 

2(/i/'  -  h'Dx  +  (/  4-  m)l'y  +  2/Z'  =  0. 

Elle  passe  par  le  point  P  dont  les  coordonnées 

^  l  +  m 

sont  indépendantes  de  la  direction  des  cordes  rectangulaires  AB  et  AC.  Par 
conséquent. 

Les  cordes  vues  d*un  point  A  d'une  conique  sous  un  angle  droit  tournent 
autour  d'un  point  fixe  P  de  la  normale  en  A.  Ce  point  est  appelé  point  de 
Frégier. 

Si  /  +  m  est  une  quantité  nulle,  c'est-à-dire  si  la  conique  est  une  hyperbole 
équilatère,  la  droite  BC  est  parallèle  à  la  normale  et  on  a  le  théorème  suivant  : 

L'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  inscrit  dans  une  hyperbole  équilatère 
est  parallèle  à  la  normale  à  la  courbe  menée  au  sommet  de  l'angle  droit, 

481.  —  La  conique  des  neuf  points  d*un  faisceau  de  coniques  tan- 
gentes passe  par  le  point  de  contact  commun. 

En  désignant  par  x'  et  y\  les  coordonnées  du  point  de  cbntact  de  deux 
des  coniques  du  système,  on  a  : 

—   p/  -  "= ç,,         ou       ¥'^>  S'y,  —  Y'^,  S'^/  =  0. 

v'  ^  u' 
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Le  point  de  contact  se  trouve  donc  sur  la  conique 

F'  S    —  F'S'  =0. 

Réciproquement  y  si  la  conique  des  neuf  points  passe  par  Tun  des  points 
communs  (x\  y')  aux  courbes  du  faisceau,  on  a  la  relation 

F'  S' 

^  y'  ^y' 

laquelle  montre  que  deux  coniques  quelconques  F  et  S  du  système  ont  la 
même  tangente  au  point  commun  considéré. 
Remarque.  —  La  condition  nécessaire  pour  que  deux  coniques 

F(x,  î/)  =  0,      S(x,  t/)  =  0, 

soient  tangentes  s'obtient  donc  en  éliminant  x  et  y  entre  les  équations 
ci-dessus  et  la  suivante 

F'  S'   —  F  S'  =  0. 

X      y  y      X 

482.  —  Applications.  —  \.  La  conique  des  neuf  points,  relative  à  une 
conique  C  et  à  un  cercle  de  centre  P  donné,  passe  par  les  pieds  des  quatre 
normales  à  la  courbe  menées  par  le  centre  du  cercle. 

Car  la  conique  des  neuf  points  ne  change  pas,  quand  on  remplace  le  cercle 
donné  par  un  autre  cercle  qui  lui  est  concentrique  (460)  et  tangent  en  Â  à  la 
courbe  C.  On  sait  aussi,  d'après  ce  qui  précède,  qu'elle  passe  par  le  point  A,  et 
comme  le  rayon  PA  est  normal  à  la  conique  C  on  en  conclut  le  théorème.  , 

2.  Si  deux  cordes  AB,  AC  d'une  conique  se  correspondent  dans  un  système 
en  involutiôn,  la  corde  BC  passe  par  un  point  fixe  de  la  corde  correspondant 
à  la  tangente  à  la  courbe  au  point  A. 

Prenons  comme  axes  de  coordonnées  la  tangente  et  la  normale  au  point  A,  et 
désignons  par  jji  et  ji'  les  coefficients  angulaires  des  cordes  AB,  AC.  D'après  ce 
que  nous  avons  vu  précédemment,  la  corde  BC  a  pour  équation 

[2/iijl{jl'  +  /(^i  +  (x')].T  +  (w^LHi'  -  l)y  +  ^f\i\i'  =  0, 

avec  la  relation  (104) 

fltxp.'  +  bi^L  +  (jlO  +  c  -  0. 

Éliminant  (x+  (x',  il  vient  pour  l'équation  de  la  droite  BC 

[(-2/1  +|)x  +  mt/  +  2/-]hl|x'  -/(y  ^  +  y)  ■=  0. 

On  voit  donc  que  cette  droite  passe  par  un  point  fixe  de 

ex  -f  by  =  0, 
droite  correspondant  à  l'axe  des  x  dans  l'involution  donnée. 
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Exercices.  —  1.  Examiner  le  cas  où  les  deux  cordes  sont  symétriques  par 
rapport  à  une  droite,  et  le  cas  où  elles  sont  rectangulaires. 

2.  On  joint  les  foyers  F  et  F'  d'une  conique  à  un  point  A  de  la  courbe  ;  ces 
droites  coupent  la  conique  aux  points  B  et  C.  Lieu  du  pôle  de  BG  quand  le  point  A 
décrit  la  courbe. 

3.  Par  un  point  A  d'une  conique,  on  mène  deux  cordes  AB,  AC  rectangulaires. 
Trouver  le  lieu  du  milieu  de  BC. 

4.  La  polaire  d'un  point  quelconque  M  de  l'hyperbole  d'Apollonius,  relative  à  un 
point  P  siiué  dans  le  plan  d'une  conique,  est  perpendiculaire  à  la  droite  MP. 

5.  Les  points  de  contact  des  tangentes  menées  d'un  point  M  à  une  conique  sont 
situés  sur  une  conique  homothétique  à  la  conique  donnée  et  passant  par  le 
centre  de  celle-ci  et  par  le  point  M. 


Faiseeciu  de   coniques   ayant  un  contact 
du  second  ordre. 

488.  —  Contact  du  second  ordre.  —  Lorsque  l'un  des  deux  points  C 
de  section  d'un  faisceau  de  coniques  tangentes  en  un  point  A  se  rapproche 
de  ce  point  de  contact,  les  cordes  communes  BC  et  AG  tendent  à  se 

confondre  respectivement  avec  la  droite  AB  et  la 
tangente  commune  AM.  A  la  limite,  ces  droites  coïn- 
cident, et  le  faisceau  peut  être  représenté  par  Téquation 

les  équations 

p  =  0,      Q  =  0 

représentant  ici  les  droites  AB  et  AM. 

Les  courbes  d*un  faisceau  de  coniques  ayant  un 
^*^'  *'*^'  contact  du  second  ordre  en  un  point  A,  ne  se  coupent 

donc  qu'en  un  point  B  (435,  III).  Quoique  tangentes  entre  elles,  ces 
courbes  se  traversent  donc  au  point  d'osculation  A. 

D'après  ce  que  nous  avons  dit  au  n"  439,  II,  deux  coniques  tangentes 
ont  en  leur  point  de  contact,  une  tangente  commune  double  ;  par  conséquent, 
des  coniques  qui  ont  en  un  point  un  contact  du  deuxième  ordre,  y  pos- 
sèdent une  tangente  triple. 

GoROLLAiKE.  —  Dans  un  faisceau  cyclique  de  coniques  ayant  un  contact 
du  second  ordre^  la  tangente  commune  et  la  corde  d'osculation  commune  sont 
également  inclinées  sur  les  axes  de  symétrie  ;  car  la  tangente  et  la  corde 
communes  forment  un  couple  de  cordes  communes  aux  coniques  (473). 

484.  —  Désignant  par  »r'  et  y'  les  coordonnées  du  point  A,  par 

y —  y  +  t(x  —  x')  =  Oy 
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réquation  d'une  droite  quelconque  passant  par  ce  point, 

F(a;,  y)'-k[y-y'  +  t{x-  x')] (.tFV  +  V^y'  +  %fx'  +  W  +  2//)  =  0, 

représente  un  faisceau  de  coniques  ayant  un  contact  du  second  ordre  au  point  A 
et  passant  par  le  second  point  de  section  B  des  lignes  ayant  pour  équations 

¥{x,y)  =  0.      et      y -y' +  t{x- x')=^0. 

Si  Torigine  des  coordonnées  est  en  A,  Téquation  du  faisceau  devient 

¥{x,  y)  -  k{y  +  tx){gx  +  fy)  =  0. 

En  prenant  pour  axes  de  coordonnées  la  tangente  commune  aux  coniques  et 

une  droite  quelconque  passant  par  le  point  d'osculation,  Féquation  précédente 

devient 

Ix^  +  %xy  4-  my2  +  <ify  —  k{y  +  tx)y  =  0. 

486.  —  Équation  du  faisceau.  —  D*après  ce  que  nous  avons  dit,  les 
courbes  d*un  faisceau  de  coniques  tangentes  en  un  point  A  ont  un 
contact  du  second  ordre  en  ce  point,  quand  la  corde  BC,  qui  joint  les 
deux  autres  points  communs,  passe  par  A. 

En  prenant  les  marnes  axes  de  coordonnées  que  ci-dessus,  on  peut 
écrire,  pour  Téquation  d'un  faisceau  de  coniques  tangentes, 

Ix^  -h  ^/ixy  4-  mî/2  +  ^fy  —  k(l'x^  -f  "ih'xy  +  m'y^  +  S/^t/)  =  0. 

En  y  faisant  k  =  l  :  l\  l'équation  de  la  conique  correspondante  du 
faisceau  devient 

[2(/i/'  —  h'l)x  +  (mC  —  m'l)y  +  2(/"/'  —  fl)]y  =  0, 

et  représente  un  couple  de  droites  dont  Tune  est  la  tangente  commune  et 
dont  Taulre, 

2(/i/'  —  h'i]x  +  {mV  —  ml)y  H-  2(/r  —  fi)  =  0, 

réunit  les  deux  points  communs  autres  que  le  point  de  contact.  Cette 
droite  passe  par  A,  origine  des  coordonnées,  et  les  coniques  du  faisceau 
sont  osculatrices,  quand  on  a  la  relation 

fC  —  ri  =  0. 
L'équation 

Ix^  +  2/ixî/  +  my^  +  ^fy  —  kii'x^  +  ih'xy  -f  mY  +  2  -Ç- i/j  =  0. 

représente  donc  un  faisceau  de  coniques  ayant  un  contact  du  deuxième 
ordre  à  l'origine  et  dont  la  corde  d'osculation  est  donnée  par 

2(/ir  —  h'l)x  +  (ml'  —  m'l)y  =  0. 
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486.  —  Cercle  osculateur.  —  Lorsque  le  faisceau  contient  un  cercie, 
ce  cercle  est  appelé  cercle  osculateur  des  coniques  du  système.  Par 
conséquent  : 

//  existe  une  infinité  de  coniques  osculalrices  à  un  cercle  donné  en  un 
point  donné  A  et  passant  par  un  autre  point  B  du  cercle.  Les  axes  de  ce^ 
coniques  sont  parallèles  aux  bissectrices  des  angles  de  la  tangente  en  A 
et  de  la  corde  d'osculation  AB. 

Il  y  a  deux  coniques  réelles  ou  imaginaires  osculatrices  au  point  A  du 
cercle  donné,  passant  par  le  point  B  du  même  cercle  et  tangentes  à  une 
droite  donnée. 

Si  la  droite  donnée  est  tangente  au  cercle,  il  y  a  toujours  une  seule 
conique  osculatrice  an  point  A  du  cercle,  tangente  à  la  droite  et  passant 
par  le  point  B. 

Il  existe  deux  paraboles  réelles  osculatrices  à  un  cercle  en  wi  point  A 
et  passant  par  le  point  B  de  la  même  courbe.  Leurs  axes  de  symétrie  sont 
rectangulaires  et  parallèles  aux  bissectrices  des  angles  de  la  tangente  et 
de  la  corde  AB. 

487.— Théorème  de  Steiner.—  Soient  ABC  un  triangle  inscrit  dans  une  conique,  et 
ÂR  la  corde  d'oscuiation  commune  à  la  courbe  et  au  cercle  osculateur  au  point  A. 

La  corde  AR  et  la  tangente  en  A  sont  également  inclinées 
sur  les  axes  de  la  conique,  et  il  en  est  de  même  des 
cordes  AR  et  BC  si  cette  dernière  droite  est  parallèle 
à  la  tangente  en  A.  Le  point  R,  dans  ce  cas,  est  le  qua- 
trième point  dMntersection  du  cercle  ABC  avec  la  conique 
donnée  (473). 

Si  donc  le  triangle  ABC  a  ses  côtés  parallèles  aux 
tangentes  à  la  courbe  menées  par  les  sommets  opposés, 
Fig.  141.  oUi  ee  qui  revient  au  même,  si  le  triangle  ABC  a  pour 

centre  de  gravité  le  centre  de  la  conique,  les  cordes 
d*osculation  aux  points  A,  B,  C  sont  respectivement  AR,  BR,  CR,  R  étant  le  qua- 
trième point  de  section  avec  la  conique  du  cercle  circonscrit  au  triangle.  Donc  : 

Si  le  centrée  de  gravité  d'un  triangle  inscrit  dans  une  conique  coïncide 
avec  le  centre  de  la  courbe,  les  cercles  osculateurs  aux  sommets  du  triangle 
passent  par  un  même  point  de  la  conique. 

Ce  point  est  appelé  point  de  Steitter  du  triangle;  c'est,  comme  on  le  voit,  un 
point  du  cercle  circonscrit  au  triangle. 

488.  —  Détermination  du  oerole  osculateur.  —  L  Le  faisceau  contenant  un 
cercle,  les  axes  de  symétrie  des  coniques  du  système  sont  parallèles  à  deux 
directions  rectangulaires  fixes.  En  prenant  ces  directions  comme  axes  de  coor- 
données, la  corde  d*osculation,  étant  symétrique  de  la  tangente  par  rapport  aux 
axes  des  coniques,  a  pour  équation 

(î/-//')FV-(^-.r')FV  =  0; 
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par  conséquent, 

Ix^  +  my^  +  ^gx  +  2/2/  +  n 

-k[{y-  y')F'y.  -  (a:  -  x')FVKa:FV  +  yP^.  +  ^x'  +  W  +  2n)  =  0, 

représente  un  faisceau  cyclique  contenant  la  conique 

F(ar,  y)  =  l3fi  +  my^  +  2^x  +  2/y  +  w  =  0, 

et  ayant,  pour  cercle  osculateur,  le  cercle  du  système  correspondant  à  la  valeur 
de  k  donnée  par  la  relation 

w  -  AF'V  =  ^ -H  ^F'V. 

L'équation  précédente  se  simplifie  quand  Torigine  est  placée  au  point  {x' ,  y') 
d'osculation;  elle  a  alors  la  forme 

la^  +  my^  +  ^x  +  ^fx  —  k{gx  +  fy){^x  —  fy)  =  0. 

L*équation  du  cercle  osculateur  s'obtient  en  remplaçant  k  par  sa  valeur  tirée  de 

la  relation 

l  —  kg^'^m  +  kf^\ 

c'est  donc 

IL  Le  faisceau  de  coniques  osculatrices  représenté  par  l'équation  (484) 

Ix^  +  ^ihxy  +  my2  +  ^fy-k{y  +  tx)y  =  0, 

contient  un  cercle  qui  est  osculateur  à  ces  courbes,  quand 

/  =  m  —  Ac,       2/1  —  A^  =  2/  cos  ô, 

^  étant  l'angle  des  axes  des  coordonnées. 

Tirant  de  ces  relations  les  valeurs  de  k  et  de  t,  on  obtient  pour  l'équation  du 
cercle  osculateur  cherché 

x^  +  'ixy  cos  ô  +  y2  4-  2^y  =  0. 

Le  centre  de  ce  cercle  se  trouve  sur  la  droite,  représentée  par 

x  +  y  cos^  =  0, 

et  qui  n'est  autre  que  la  normale  à  la  conique  au  point  d'osculation.  La  corde 
d'osculation  est  représentée  par 

(m  —  hy  +2(/i  —  / cos  0)^  =  0. 

IIL  On  peut  encore  trouver  le  cercle  osculateur  à  une  conique  en  remarquant 
que  ce  cercle  et  la  conique  appartiennent  à  un  faisceau  de  coniques  tangentes 
ayant  pour  équation 

la^  +  Vtxy  +  my'^  +  yy'-k  {x^  +  tcy  cos  0  +  y'^  +  ^f'y)  =  0, 

les  axes  de  coordonnées  étant  la  tangente  commune  et  une  droite  quelconque 
passant  par  le  point  de  contact  et  faisant  avec  la  tangente  un  angle  61. 
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Les  coniques  du  faisceau  ont  un  contact  du  second  ordre,  et,  par  conséquent, 

le  cercle 

x^  +  2a:.v  cos  0  +  y2  +  <ify  =  0 

est  osculateur  à  toutes  les  coniques  représentées  par  Téquation  précédente  et  en 
particulier  à  la  conique 

quand  on  a  (485) 

L'équation  du  cercle  osculateur  est  donc 

x2  +  ary  cos  Q  +  if^  +  sÇy  =  0. 

489.  —  Applications.  —  1.  Trouver  l'équation  du  cercle  osculateur  en  un 
point  de  la  conique 

En  transportant  parallèlement  à  eux-mêmes  les  axes  de  coordonnées  au  point 
donné  A  (x',  y')  de  la  courbe,  Téquation  de  celle-ci  devient 

i,2x2  4-  ahf^  +  W^xx'  +  U^yy'  =  0. 

Par  rapport  à  ces  nouveaux  axes,  Téquation  du  cercle  osculateur  est  donc  : 

a*^(a:2  +  y^)  -\-  ^{l^x'^  +  a^y'^) {b^xx'  +  a^yy')  =  0. 

Pour  trouver  Téquation  de  ce  cercle  par  rapport  aux  axes  primitifs,  il  faut  rem- 
placer xeiy  par  x  —  x'  eiy  —  y'. 
Par  rapport  à  ces  axes,  les  coordonnées  du  centre  de  ce  cercle  sont  : 

X  =  —^  .T'3=  ^, x'^       y  =  ~  ^y'3. 

2.  Trouver  la  longueur  du  rayon  du  cercle  osculateur  en  un  point  A  {x\  y") 
d'une  conique  représentée  par  l'équation 

Ix^  +  Vixy  +  my^  +^x  +  ^fy  -f  w.  =  0. 

Supposons  les  axes  de  coordonnées  rectangulaires-,  si  nous  les  transportons 
parallèlement  à  eux-mêmes  au  point  A,  Téquation  de  la  courbe  devient 

Ix^  +  Vixy  +  my^  +  xF'^^r  +  yYy^  =  0. 

Si  nous  choisissons  maintenant  pour  nouveaux  axes  de  coordonnées  la  tangente 
et  la  normale  au  point  A,  Téquation  de  la  conique  prend  la  forme 

Vx'^  +  Vi'x^i  +  mY  +  2/*?/  =  0, 
avec  les  relations  (238) 

^\'  +  r\'  =  ir\       \ /72. 

De  ces  deux  égalités  on  tire 
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L'équation  du  cercle  osculateur  est  donc,  par  rapport  aux  nouveaux  axes  de  coor- 
données, 

.      (F'V  +  F%/)  î 


Son  rayon  a  pour  expression 


4A 


(F^V  +  F-V)' 
8A 


il  devient  infini  quand  la  conique  se  réduit  à  deux  droites.  Le  rayon  du  cercle 
osculateur  en  un  point  d'une  droite  est  donc  infini. 

3.  Construction  du  centre  du  cercle  osculateur.— l.  Si  la  conique  est  rapportée 
à  son  centre  et  à  ses  axes  de  symétrie,  le  rayon  du  cercle  osculateur  en  un  point 
est  donné  par 

Cette  expression  peut  se  mettre  sous  la  forme  (267, 281) 

Ub^x'^  +  a^  y"^ .        a^b^        _  _AN_ 
a2  •  ^i'2  +  a^y'2      cos2  co' 

en  désignant  par  AN  la  longueur,  comptée 
jusqu'au  grand  axe,  de  la  normale  au  point 
A  {.x\  y\  et,  par  to  l'angle  NAF'  que  fait 
cette  normale  avec  l'un  des  rayons  vecteurs 
joignant  ce  point  à  l'un  des  foyers.  Si  donc, 
on  mène  par  le  pied  N  de  la  normale  une 
perpendiculaire  à  cette  droite  rencontrant 
AF'  en  P,  et  par  ce  dernier  point  une  per- 
pendiculaire PC  à  AF',  le  point  Cde  rencontre 
de  cette  dernière  perpendiculaire  avec  la  normale  AN  est  le  centre  du  cercle  oscu- 
lateur au  point  A,  car 

AC  -  -  -^^— 
'^^"cos2NAF" 

IL  En  appelant  b'  la  moitié  du  diamètre  conjugué  au  diamètre  OA,  le  rayon  du 
cercle  osculateur  au  point  A  a  encore  pour  expression  (267) 

b^_      b'^      _     b'^     _b'^ 
ab  ~  a'b'  sin  9  """  a'  sin  H  ~  AD' 


Fig.   14Î. 


où  G  est  l'angle  de  la  tangente  en  A  avec  le  diamètre  mené  au  même  point  (241), 
et  D,  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  la  normale.  Les  points  C 
et  D  sont  donc  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  points  d'intersection  de  la 
normale  en  A,  avec  le  cercle  ayant  pour  diamètre  la  partie  PQ  de  la  tangente  en  A 
comprise  entre  les  axes  de  symétrie  (253).  Si  donc  R  est  le  point  de  rencontre  de 
PD  avec  cette  circonférence,  C  sera  le  point  de  rencontre  de  la  normale  avec  QR. 
On  en  conclut  que  le  point  C  est  encore  l'orthocentre  du  triangle  PQD  ;  d'où  un 
nouveau  moyen  facile  d'obtenir  ce  point. 

23 
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En  remarquant  que  le  rectangle  PA  X  AQ  est  égal  à  b'^  (253),  on  voit  encore  que 
le  second  point  d'intersection  C  de  la  normale  en  A  avec  la  circonférence  PDQ  est 
le  symétrique  de  C  par  rapport  à  A. 

De  ce  que  Ton  a 

on  conclut 

r  =  -p  .  AN, 

et  Ton  voit  que  le  rayon  du  cercle  osculateur  est  plus  grand  que  AN. 

Si  AN'  est  la  partie  de  la  normale  comprise  entre  le  point  A  et  le  petit  axe,  on  a 
aussi 

et  Ton  voit  que  r  est  plus  petit  que  AN'. 

490.  —  Deux  coniques,  qui  ont  un  contact  du  second  ordre  en  un 
point  y  ont  un  cercle  osculateur  commun  en  ce  point. 

Prenant  pour  axes  de  coordonnées  la  tangente  commune  et  une  droite 
passant  par  le  point  d  osculation,  deux  coniques  osculatrices  appartiennent 
au  faisceau  représenté  par  Téquation 

Ix^  4-  ^hxy  +  mî/2  +  ify  —  kUx^  +  Wxy  +  m'y^  -h  2/"|  y\  =  0. 

Donnant  à  k  une  valeur  déterminée,  cette  équation  représente  une  seule 
conique  dont  le  cercle  osculateur  a  pour  équation  (488,  III) 

f-kn 

x^  +  2.ri/cos0  +  y^  +  ^-fZTkF  ^  ""  ^' 
.  ou  encore, 

x2  +  ^xycosO  +  j/2  +  2^  t/  =  0, 

laquelle  est  indépendante  de  k;  elle  représente,  par  conséquent,  le  cercle 
osculateur  à  toutes  les  coniques  du  faisceau. 

Corollaire.  —  Tout  groupe  de  coniques  osculatrices  appartenant  ou 
n'appartenant  pas  à  un  même  faisceau,  ont  un  cercle  osculateur  commun 
en  leur  point  d'osculation. 

En  effet,  le  cercle  osculateur  aux  coniques  S  et  S' est  le  cercle  osculateur 
à  S  au  point  d'osculation  des  deux  courbes.  Ce  cercle  est  aussi  osculateur 
àSetS",  SetS'",  etc.... 

491.  —  Application.  —  L'extrémité  du  diamètre  du  cercle  osculateur  a  pour 
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f 
coordonnées  0  et  —  S  7,  lorsque  les  axes  de  coordonnées  sont  la  tangente  et  la 

normale  au  point  d'osculation.  Le  symétrique  de  ce  point  par  rapport  à  l'origine 

a  pour  coordonnées  0  et  2  (.  Ce  point  se  trouve  sur  la  conique 

Idfl  +  'ihxy  +  my^  +  Vy  -  k{l'3fi  +  ^'xy  +  m'xfl  +  V  jy\  =  0 

du  faisceau,  correspondant  à  la  valeur  de  k  tirée  de  Téquation 

m  +  /  —  «m'  +  /')  =  0, 

c'est-à-dire,  sur  l'hyperbole  équilatére  du  faisceau.  Donc, 

Dans  une  hypei'bole  équilatére,  si  B  est  le  second  point  de  section  avec  la 
courbe  d*une  normale  en  un  point  A,  le  centre  du  cercle  osculateur  en  ce  der- 
nier point  est  le  symétrique  par  rapport  à  A  du  milieu  de  la  corde  A6. 

492.  —  La  conique  des  neuf  points  d*un  faisceau  de  coniques  oscula- 
trices  est  tangente  aux  courbes  du  système  en  leur  point  d*osculation. 

Considérons,  en  e£fet,  un  faisceau  de  coniques  tangentes  en  A  et  passant 
par  les  points  B  et  C  (fig.  139).  La  conique  des  neaf  points  passe  par  A  et 
par  le  milieu  M  de  la  corde  commune  AC.  Quand  le  point  C  se  rapproche 
de  A,  il  en  est  de  même  de  M;  lorsque  les  points  C  et  A  coïncident, 
c'est-à-dire,  quand  les  coniques  du  faisceau  sont  osculatrioes,  le  point  M 
se  confond  avec  le  point  A.  La  conique  des  neuf  points  a  donc  alors  deux 
points  qui  coïncident  avec  A,  et,  par  conséquent,  est  tangente  en  ce  point 
aux  coniques  du  faisceau. 

L  La  démonstration  analytique  est  aussi  très  aisée  à  faire  ;  en  prenant  pour  axes 
de  coordonnées,  la  tangente  commune  Ax  aux  coniques  et  la  corde  d'osculation  AB^, 
et  en  désignant  par  b  le  segment  AB,  les  équations 

la!^  +  Vixy  +  fny'^  —  mby  =  0,       xy^  0, 

représentent  deux  courbes  du  faisceau. 
La  conique  des  neuf  points  de  ce  système  a  donc  pour  équation  (459), 

^{lx+  hy)—  {Vix  +  ^my  —  mb)y  =  0, 

ou,  en  faisant  les  calculs, 

Ix^^my^+^y^O, 

Elle  est  donc  tangente  à  Ax  au  point  A  ;  son  centre  est  un  point  0  de  AB,  tel  que 
AB  =  4A0.  Donc, 

Les  centres  des  coriiques  osculatnces  en  un  point  A  et  passant  par  un  autre 
point  B,  décrivent  une  conique  dont  le  centre  est  situé  au  quart  de  la  corde 
d'osculation  AB  à  partir  de  A. 
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II.  Quand  les  coniques  du  faisceau  sont  des  hyperboles  équilatères,  la  courbe 
précédente  est  un  cercle  dont  le  rayon  vaut  le  quart  de  AB.  Donc, 

Si  B  est  le  second  point  de  rencontre  avec  la  courbe  de  la  normale  en  un 
point  A  d'une  hyperbole  éguilatère  et  D  le  milieu  de  AB,  le  cercle  de  diamètre 
AD  contient  le  centre  de  la  courbe. 

Dans  ce  cas,  le  cei^cle  osculateur  au  point  Â  a  pour  équation 

x^  +  y^  +  by  =  0, 
et  son  centre  est  un  point  C  de  la  normale,  tel  que 


AC  = 


b 
2" 


Le  point  C  est  donc  le  symétrique  de  D  par  rapport  au  point  A.  Nous  retrouvons 
ainsi  le  théorème  du  n<*  491. 

493.  —  Cercle  de  courbure.  —  Le  faisceau  déterminé  par  une  conique 
quelconque  et  son  cercle  osculateur  en  l'un  de  ses  points  A,  a  pour  conique 
des  neuf  points  l'hyperbole  d'Apollonius  relative  à  la  conique  et  au  centre  du 
cercle  osculateur.  Cette  hyperbole  est  tangente  en  A  à  la  conique  donnée 
(492).  On  peut  donc,  du  centre  du  cercle  osculateur  à  une  conique,  mener 
à  la  courbe  deux  normales  coïncidentes.  Par  conséquent, 

Le  centre  du  cercle  osculateur  à  une  conique  est  le  point  de  rencontre 
de  deux  normales  infiniment  voisines. 

C'est  à  cause  de  cette  propriété  que  le  cercle  osculateur  en  un  point  A 
est  souvent  appelé  cercle  de  courbure  en  ce  point. 

494.  —  Détermination  du  cercle  de  courbure.  —  I.  D'après  ce  que  nous  venons 
de  voir,  l'hyperbole  d'Apollonius,  relative  au  centre  C  du  cercle  de  courbure  en  un 

point  A  d'une  conique  de  centre  0, 
,jr  est  tangente   à  la  courbe   en   ce 

point  A. 

Appelons  01  et  01'  les  axes  de 
symétrie  de  la  courbe,  I  et  V  dési- 
gnant les  points  situés  à  l'infini  sur 
ces  droites.  Considérons  l'hexagone 
lOI'AAC  inscrit  dans  l'hyperbole 
d'Apollonius  relative  à  C,  A  A  dési- 
gnant la  tangente  à  la  conique  au 
point  A. 

Les  couples  de  droites  10  et  AA, 

or  et  AC,  CI  et  l'A  se  rencontrent 

en  trois  points  M,  N,  P  situés  en 

ligne  droite.  Les  deux  premiers,  M 

et  N,  sont  faciles  à  déterminer;  le  troisième  P  se  trouve  à  l'intersection  de  la 

droite  MN  avec  la  parallèle  AP  menée  par  A  à  l'axe  01'.  Le  centre  C  du  cercle 


Fig.  143. 
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de  courbure  s'obtient  en  menant  par  le  point  P,  parallèlement  à  Taxe  01  de  la 
conique,  une  droite  PC  que  nous  prolongeons  jusqu'à  sa  rencontre  avec  la  nor- 
male au  point  A. 

En  pratique,  il  suffit  donc  de  trouver  le  point  P;  c'est,  comme  on  le  voit,  le 
point  de  rencontre  de  M'N'  avec  la  parallèle  AP  à  Taxe  OM'. 

On  peut  aussi  déterminer  le  point  C  au  moyen  de  la  droite  M'N',  évidemment 
perpendiculaire  à  MN;  il  suffit,  en  effet,  de  considérer  l'hexagone  AAIOI'C  inscrit 
dans  l'hyperbole  d'Apollonius  relative  au  point  C,  pour  constater  que  lo  point  P' 
de  la  droite  M'IN'  ayant  même  ordonnée  que  A,  a  même  abscisse  que  C. 

II.  Menons  le  demi-diamètre  OA,  désignons  par  H  le  point  oti  il  rencontre  la 
parallèle  P'C  à  01'  et  joignons  HN'.  A  cause  des  parallèles  M'N  et  P'C  on  a 

N'P'H  =  N'M'O, 

et  de  ce  que  le  quadrilatère  ON'AM'  est  inscriptible,  on  conclut 

>"A0  =  OM'N'; 

N'P'H  =  N'AO. 


par  conséquent. 


Le  quadrilatère  AN'HP'  est  donc  aussi  inscriptible,  et  l'angle  AN'H  est  droit. 

On  en  déduit  une  nouvelle  méthode  pour  trouver  le  centre  C  du  cercle  de  cour- 
bure. Par  le  pied  N'  ou  N  de  la  normale,  on  mène  une  perpendiculaire  à  celle-ci, 
rencontrant  le  diamètre  du  point  donné  A  de  la  courbe  en  H  ou  H'.  La  droite, 
menée  par  ce  dernier  point  parallèlement  à  l'axe  OM'  ou  OM  de  la  conique,  coupe 
la  normale  en  C. 

III.  Le  premier  procédé  appliqué  à  la  parabole  donne  la  construction  suivante. 

On  mène  la  normale  AC  et  la  tangente  AM;  cette  dernière  droite  rencontre  l'axe 
de  symétrie  MX  au  point  M,  par  lequel  on  mène 
une  parallèle  MP  à  la  normale.  Par  le  point  de 
rencontre  de  cette  parallèle  avec  la  perpendicu- 
laire AP  à  MX,  on  trace  une  parallèle  PC  à  l'axe 
de  symétrie  de  la  courbe  et  on  la  prolonge  jus- 
qu'à sa  rencontre  en  C  avec  la  normale.  Le  point 
C  est  le  centre  du  cercle  de  courbure  au  point  A. 

On  voit  aussi  (jue  le  point  C  se  trouve  sur  une 
perpendiculaire  à  l'axe  de  symétrie,  passant  par  le 
point  H  où  le  diamètre  AH  rencontre  la  perpen- 
diculaire NT!  à  la  normale  menée  par  pied  N  de 
celle-ci.  ^^'S-  ^^^• 

496.  —  Applications.  —  \.  La  droite  US  Joignant  les  pieds  des  normales 
issues  du  centre  C  du  cercle  de  courbure  au  point  A  d*une  conique,  est  symé- 
trique,par  rapport  aux  axes  de  la  courbe,  du  diamètre  passant  par  le  point  A. 

En  effet.  A'  désignant  l'extrémité  du  diamètre  inissant  par  le  point  A  de  la 
conique,  le  quadrilatère  ANMA'  est  inscriptible  à  un  cercle  (477). 

2.  Chercher  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  osculateur  en  un  point 
A(x',  y)  d'une  conique  en  se  sei^ant  de  la  définition  du  w  493.  —  Repré- 
sentons par 
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réquation  de  la  conique,  par  C(a,  |3)  le  centre  du  cercle  osculateur  cherché  et 
par  M  et  N  les  points  d'incidence  des  deux  normales  issues  de  C,  autres  que  CA. 
La  droite  MN  est  symétrique,  par  rapport  aux  axes,  du  diamètre  passant  par  A,  et 
rhyperbole  d'Apollonius,  relative  au  point  G,  est  tangente  en  A  à  la  conique  donnée. 
Par  conséquent,  nous  pourrons  identifier  l'équation 

a2y2  -I-  ^2^:2 .-  ^2^2  -|-  k^Q^yy'  +  b^xx'  —  a^t^ {xy'  +  x'y  +  v)  =  0 

avec  l'équation 

<^xy  —  a^vy  +  b'^px  ==  0 

de  l'hyperbole  d'Apollonius  relative  à  C.  On  a  ainsi  les  relations  : 

a2y'2  4-  b^x'^  ^  fl2^  ^  a^y'  -  a^b^x'  ^  b^x'  —  a^b^ 
c2  c2  —  aâ2  pb^ 

1  +  kx'y'  =  0,       1  +  Arv  =  0, 
qui  donnent 

v-xy,       a ^2 ^-^   »     P S2P ^-2^- 

Les  coordonnées  du  point  C  sont  celles  qui  ont  été  trouvées  précédemment  ; 
quant  à  la  corde  MN,  nous  voyons  qu'elle  a  pour  équation 

xy'  +  x'y  +  xy  =  0. 

C'est  donc  la  droite  qui  joint  les  projections^  sur  les  axes  de  symétrie,  du 
point  A',  seconde  extrémité  du  diamètre  passant  par  A. 

3.  Le  centre  de  courbure  en  un  point  A  d'une  conique  est  le  symétrique  du 
conjugué  harmonique  de  A  par  rapport  aux  deux  points  d'intersection  de  la 
normale  avec  le  cercle  de  Monge, 

Prenant  pour  axes  des  coordonnées  la  tangente  et  la  normale  au  point  considéré, 
les  équations  ponctuelle  et  tangenticlle  de  la  conique  sont 

la^  +  ^ihxy  +  my^  +  ^fy  =  0,       -  py?  +  (/m  -  h^>,^  -  S/^iav  +  W>>  =  0. 

Le  cercle  de  Monge  de  la  courbe  est,  par  conséquent,  représenté  par 

{Im  —  h:^)(x^  +  y^)  —  %,fx  +  î/^y  -  /^  =  0. 

La  polaire  de  l'origine,  par  rapport  à  ce  cercle,  ayant  pour  équation 

-hfx  +  lfy-^fi^O       ou       hx  —  ly  +  f^O, 

on  en  conclut  qu'elle  rencontre  la  normale  au  point  A,  au  point  C  ayant  pour 
ordonnée  f  :  /,  symétrique,  par  conséquent,  du  centre  de  courbure  par  rapport 
à  l'origine  A. 

Exercices.  —  4.  D'un  point  C  quelconque  de  la  normale  au  point  A  d'une  para- 
bole, on  abaisse  les  deux  autres  normales  ;  démontrer  que  la  droite  qui  joint  les 
pieds  de  ces  deux  droites  a  une  direction  fixe. 

2.  La  corde  de  courbure  en  un  point  d'une  conique  est  parallèle  à  la  polaire  du 
point  de  Frégier  correspondant. 

3.  On  considère  les  paraboles  osculatrices  en  un  point  A  d'un  cercle;  trouver 
le  lieu  des  foyers  et  l'enveloppe  des  axes  de  symétrie  de  ces  courbes. 
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4.  Si,  en  un  poinl  quelconque  Â  d*une  conique,  on  mène  un  cercle  tangent  dont 
le  rayon  soit  double  du  rayon  de  courbure  en  ce  point  :  i®  le  pôle  P,  par  rapport 
au  cercle,  de  la  corde  d'intersection. BC  de  la  conique  et  du  cercle,  est  sur  la 
conique;  2*  les  deux  droites  BC,  PA  sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  à 
la  conique.  (Mathesis.) 

5.  Du  centre  C  du  cercle  osculateur  en  un  point  A  d'une  conique,  on  mène  les 
deux  normales  autres  que  CA  ;  démontrer  que  leurs  points  d'incidence  M  et  N  et 
les  extrémités  A  et  A'  du  diamètre  passant  par  A  sont  sur  un  même  cercle. 

6.  Démontrer  géométriquement  que,  si  B  est  le  second  point  d'intersection  avec 
la  courbe  de  la  normale  au  point  A  d'une  hyperbole  équilatère,  et  D  le  milieu  de  AB, 
le  cercle  décrit  sur  AD  comme  diamètre  contient  le  centre  de  la  courbe. 

7.  La  tangente  en  A  d'une  hyperbole  équilatère  rencontre  les  axes  de  symétrie 
aux  points  N  et  N'j  démontrer  que  le  cercle  passant  par  N,  N'  et  par  la  projection  D 
du  centre  sur  la  normale  en  A,  rencontre  une  seconde  fois  cette  droite  en  un 
point  de  la  courbe. 

§  £$•  —  Faisceaux,  de  coniques  l>iian§^entee. 

496.  —  Équation  du  faisceau.  —  Lorsque  les  points  C  et  D,  communs 
aux  coniques  d'un  faisceau,  se  rapprochent  respectivement  des  deux  autres 
points  communs  A  et  B,  on  voit,  qu'à  la  limite,  les  cordes  AC,  BD,  joignant 
chacune  deux  points  infiniment  voisins,  sont  les  tangentes  aux  points  A  et  B 
des  courbes  et  que  les  autres  cordes  AG  et  BD,  AD  et  BC  coïncident  avec 
la  ligne  des  contacts  AB.  De  sorte  que,  si 

P  =  0,      Q  =  0,      R  =  0, 

représentent  les  deux  tangentes  et  la  droite  des  contacts,  les  équations 
F(x,  y)  —  kPQ  =  0,      F(x,  y)  —  fcR^  =  0,      PQ  —  ^2  =  0, 

représentent  le  même  faisceau  de  coniques  bitangentes  (435),  parmi 
lesquelles  se  trouve  la  conique  F,  et  dont  les  points  de  contact,  réels  ou 
imaginaires  conjugués,  sont  les  points  de  section  des  droites  réelles  ou 
imaginaires  conjuguées  P  et  Q  avec  la  droite  toujoui-s  réelle  R. 

Les  coniques,  tangentes  aux  points  d'intersection  d'une  droite  réelle  AB 
avec  deux  droites  réelles  ou  imaginaires  conjuguées,  forment  donc  un 
faisceau  de  coniques  bitangentes. 

Dans  un  tel  faisceau,  la  ligne  des  contacts  est  la  polaire  du  point  de 
rencontre  des  tangentes  communes. 

L'une  des  paraboles  du  faisceau  se  confond  avec  la  droite  double  des 
contacts ,  on  peut  s'en  assurer  en  développant  l'équation 

F(a:,  i/)~/rR2  =  0, 

et  en  écrivant  la  condition  nécessaire  pour  que  la  courbe  qu'elle  représente 
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soit  une  parabole.  On  obtient  ainsi  une  équation  du  second  degré  en  A*  où 

le  coefficient  de  k^  est  nui. 

En  posant 

B.  =  ax  +  by  -^  c  =  0, 

la  conique  des  neuf  points  du  faisceau  a  pour  équation 

et  est,  par  conséquent,  réduite  à  deux  droites  dont  Tune  est  la  ligne  des 
contacts  et  dont  l'autre  est  un  diamètre  conjugué  à  la  droite  des  contacts  (205) . 

497.  —  Équation  du  couple  des  tangentes  menées  à  une  conique 
par  un  point  donné.  —  Considérons  le  faisceau  de  coniques  bitangentes 
ayant  pour  bases  la  courbe  donnée  et  la  polaire  du  point  P,  considérée 
comme  droite  double.  Les  coordonnées  de  P  étant  a,  |3,  7,  le  faisceau  est 
représenté  par 

F(x,  t/,  z)  ~  k(xV^  +  i/F',5  +  zF'/  =  0.  (1) 

Cette  équation  représente  le  couple  des  tangentes  communes  du  faisceau, 
quand  le  paramètre  k  satisfait  à  la  relation 

F(«,  (3,  y)  -  k{al\  +  PF'^  +  yV/  =  0, 

ou  d'après  (178) 

F(a,  ri7)-4/c[F(a,  ,6,  7)]2  =  0, 

exprimant  que  le  lieu  représenté  par  l'équation  (1)  passe  par  le  point  P. 
Puisque  nous  supposons  F  (a,  (3,  y)  ^  0,  cette  relation  donne 

1  —  ikF(x,  ,S, '/)  =  0. 

L'équation  du  couple  des  tangentes  issues  de  P  est  donc 

4F (a,  /3,  y)F(a:,  y,  z)  -  {x¥\^  +  yF,  +  zF/  =  0. 

498.  —  Équation  du  couple  des  tangentes  menées  à  une  conique  par 

l'origine  des  coordonnées.  —  Lorsque  a  et  |3  sont  nuls,  l'équation  ci-dessus 

s'écrit  : 

n¥{x,  y)  —  igx  +  fy  +  n)^  =  0, 

ou  en  développant, 

M.t2  —  mxy  +  Lt/2  =  0. 

On  arrive  au  même  résultat  en  remarquant  que  l'équation  générale  de 
la  courbe,  lorsque  n  n'est  pas  nul,  peut  se  mettre  sous  la  forme  : 

nlx^  +  îlîïhxy  +  nmy^  +  tgnx  +  ^fny  +  n^  =  0, 
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ou  bien, 

(ni  -  ^2,^3  +  2  (/•(/  -  nh)xy  +  (mn  —  r')  y^  +  {gx  +fy+  nf  =  0,      (2) 

ou  encore, 

Mx2  —  2Hxi/  +  Li/2  +  [gx  +  fy  +  nf  =  0. 

D'après  ce  qui  a  été  dit  (496),  la  polaire  de  Torigine  est  représentée  par 

gx  +  fy  -}-  n  =  0, 

et  le  couple  des  tangentes  issues  du  même  point,  par 

Mx^  —  mxy  +  V  =  0. 

La  condition  de  réalité  de  ces  droites  est  (180) 

H2  —  LM  >  0        ou        n^  <  0. 

Cette  inégalité  exprime  donc  que  l'origine,  point  de  section  des  deux 
tangentes,  est  à  l'extérieur  de  la  courbe.  L'origine  est  au  contraire  à  l'in- 
térieur de  la  courbe  (les  tangentes  issues  de  ce  point  sont  alors  imagi- 
naires), quand  on  a  la  relation 

nA  >  0. 

Quand  A  est  nul,  c  est-à-dire  quand  la  courbe  se  réduit  à  un  couple  de 
droites,  les  inégalités  précédentes  n'ont  plus  de  sens  ;  on  ne  peut  plus 
dans  ce  cas  distinguer  l'intérieur  ou  l'extérieur  de  la  courbe,  ce  qui 
concorde  bien  avec  la  figure  géométrique  de  deux  droites. 

Si  l'on  transporte  l'origine  au  point  P(a,  (3),  l'équation 

/x2  -h  ^lixy  +  my^  +  ^gx  +  2/*i/  +  u  =  0 
de  la  courbe  devient 

Ix^  4-  ^hxy  +  my^  4-  .rF'^  -h  t/F'^  +  F  (a,  |3)  =  0. 

Par  suite,  son  discriminant  n'ayant  pas  changé,  l'expression  A  F  (a,  (3) 
est  plus  grande  ou  plus  petite  que  zéro,  suivant  que  le  point  P  est  situé 
à  l'intérieur  ou  à  l'extérieur  de  la  conique,  et  réciproquement. 

499.  —  Couple  des  tangentes  menées  d'un  point  à  une  conique  réduite  â  deux 
points.  —  Lorsque  Téquation  tangentielle 

représente  les  deux  points 

al  +  biL  +  o*  =  0,       a'X  +  ^V  +  ^'^'  =  0> 
ayant  pour  coordonnées  les  quantités  homogènes  a,  b,  c  et  a',  b\c'  on  a  les  relations 

aa'  =r  L,       a'b  +  ab'  =  H,       bb'  =  M. 
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L'équation  des  tangentes  issues  de  l'origine  devient  donc 
bb'31?'  —  2(a'^  +  ab')xy  +  da'y^  =  0     ou     Hbx  —  ay)(b'x  —  a'y)  «  0, 

et  représente  les  droites  joignant  l'origine  aux  deux  points. 

Les  tangentes  menées  d'un  point  P  à  une  conique,  réduite  à  deux  points  A  et 
B,  sont  les  droites  PA,  PB  gui  les  joignent  au  point  P. 

600.  —  Cercle  de  Monge,  hyperboles  de  PlUcker.  —  La  forme  de 
Téquation  des  tangentes  issues  de  l'origine  montre  encore  que,  dans  le  cas 
des  coordonnées  rectangulaires,  ces  droites  sont  perpendiculaires  lorsque  la 
somme  L  +  M  est  nulle,  et  également  inclinées  sur  les  axes  de  coor- 
données ou  sur  leurs  bissectrices,  quand  H  est  nul,  ou  L  et  M  égaux. 

Par  suite,  l'équation  des  tangentes  issues  d'un  point  (a,  j3)  pouvant 
s'écrire,  d'après  ce  qui  précède, 

on  en  conclut  que  les  équations  des  lieux  géométriques  d'un  point  P(a,  /5) 
tel  que  les  tangentes,  menées  de  ce  point  à  la  conique  représentée  par 
l'équation  générale,  soient  également  inclinées  sur  les  axes  de  coordonnées 
ou  sur  leurs  bissectrices,  ou  rectangulaires,  sont  respectivement 

4(/-7n)F(a,/3)-F\-f  F'2^  =  0, 
4(/-fm)F(a,.^)-F2^~.F'2^  =  0. 

La  troisième  équation  représente  le  cercle  de  Monge 

N(a:2  +  y^)  —  2Ga;  ^  2Fi/  +  L  +  M  =  0, 

de  la  conique  ou  la  directrice  de  la  courbe,  si  celle-ci  est  une  parabole; 
les  deux  autres,  des  courbes  du  second  degré  concentriques  à  la  conique 
donnée. 

En  développant  les  équations  de  ces  dernières,  on  obtient,  dans  le  cas 
des  courbes  non  paraboliques, 

N:cî/  — Fa;  — Gî/4-H=0,     Nla:^  — j/^)— 2Ga:  +  2F.v  +  L  — M=0; 

elles  représentent  donc  des  hyperboles  équilatères  dont  les  asymptotes  de 
l'une  sont  parallèles  aux  axes  de  symétrie  de  l'autre.  Ce  sont  les  hyperboles 
de  Plûcker. 
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Dans  le  cas  d'une  parabole,  ces  courbes  se  réduisent  aux  deux  droites 
rectangulaires 

2Ga:  —  2Fy  —  L  +  M  =  0,        Fx  +  Gy  —  H  =  0. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  le  lieu  des  points  P  d*où  l'on  peut  mener 
à  une  conique  non  parabolique  des  tangentes  également  inclinées  sur  une 
droite  donnée,  est  une  hyperbole  équilatère  concentrique  à  la  courbe  et 
ayant  une  asymptote  parallèle  à  la  droite  donnée, 

601.  —  Lorsque  pour  certaines  valeurs  des  coordonnées  a  et  (3,  on  a 

M  +  m)  F(a,  p)  -  T\  -  F'2^  =  0,       4(/  -  w)  F(a,  |5)  -  F\  +F'2^  «  0, 

le  point  P,  qu'elles  représentent,  appartient  au  cercle  de  Monge  et  à  Thyperbole  de 
Plûcker  ayant  pour  équation 

4(/  -  w)  F(«,  y)  -  F\  +  F'2^  =  0. 

Ces  relations,  donnant 

4/F(a,  p)  -  r\  =  4mF(a,  p)  -  F'^^  =  0, 

expriment,  par  conséquent  aussi,  que  les  tangentes  issues  de  P  sont  parallèles  aux 
axes  de  coordonnées.  Il  en  résulte  que  Thyperboie  de  Plûcker,  dont  il  s*agit,  passe 
par  les  quatre  sommets  du  rectangle  circonscrit  à  la  courbe  donnée,  dont  les 
côtés  sont  parallèles  aux  axes  de  coordonnées. 
La  seconde  hyperbole  de  Plûcker,  représentée  par  Téquation 

F'afV-^F^^'y)  =  0' 
étant  le  lieu  des  points  par  où  Ton  peut  mener  à  la  conique  des  tangentes  éga- 
lement inclinées  sur  les  axes  de  coordonnées,  passe  par  les  points  de  contact  avec 
la  courbe  des  côtés  du  rectangle  dont  nous  venons  de  parler. 

On  montre  de  la  même  manière  que  les  points  où  Thyperbole,  représentée  par 
réquation  ci-dessus,  rencontre  le  cercle  de  Monge,  sont  les  sommets  d'un  rectangle 
circonscrit  à  la  conique,  dont  les  côtés  sont  parallèles  aux  bissectrices  des  axes, 
et  dont  les  points  de  contact  appartiennent  à  l'hyperbole 

4(/  -  m)  F  (a:,  y)  -  r\  +  r\  =  0. 

602.  —  Conditions  pour  qu'un  point  soit  le  foyer  d'une  conique.  — 

Les  coordonnées  étant  rectangulaires  l'équation  (2)  représente  une  conique 
dont  l'origine  est  un  foyer,  quand  elle  peut  se  mettre  sous  la  forme  (226) 

^^  +  t  —  ig'^  +  ry  -^  ^'')^  =  ^» 

ou,  quand  on  a  les  relations 

ni  —  g^  =  mn  —  p,    fg  —  w/?  =  0      ou      M  =  L,    H  =  0. 
Les  relations 

¥\  -  MY[7.,  fi)  =  F'%  -  4mF(a,  fi),     4/iF(^,  f5)  -  FJ\  =  0, 
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doivent  donc  exister  entre  les  coefficients  de  l'équation  et  les  coordonnées 
a  et  /3  d'un  point,  pour  que  ce  point  soit  un  foyer  de  la  courbe. 

Ces  relations  nous  montrent  que  si  un  foyer  coïncide  avec  le  centime  de 
la  conique,  celle-ci  est  un  cercle,  car  on  a,  dans  ce  cas, 

F'^  =  F'3  =  0,     ou,  lorsque     F(a,  (3)^0,     l  =  m,     h  =  0, 

relations  qui  caractérisent  Téqualion  du  cercle. 

Réciproquement,  dans  un  cercle  les  foyers  coïncident  avec  le  centre, 

car  de  ce  que 

l  =  m,       /i  =  0, 
on  conclut 

603.  —  On  conclut  encore  de  ce  qui  précède  que  les  foyers  d'une 
courbe  du  second  degré,  représentée  par  l'équation  générale,  appartiennent 
aux  hyperboles  de  Plùcker, 

F\  -  ^^'\  -  4{/  -  m)F(x,  y)  =  0,     ihFlx,  y)  -  VJ'^  =  0. 

Il  y  a  donc  généralement  quatre  foyers  situés  aux  points  d'intersection 
de  ces  courbes.  De  plus. 

Toutes  les  coniqnes  passant  par  les  foyers  d'une  courbe  du  second 
degré  non  parabolique,  sont  de^  hyperboles  équilatères  (465). 

En  éliminant  F{x,  y)  entre  deux  équations,  on  obtient 

équation  d'un  couple  de  droites  passant  par  les  foyers  et  se  coupant  au 
centre  de  la  conique.  Ce  sont  les  axes  de  symétrie  (210).  Les  foyers  se 
trouvent  donc  sur  les  axes  de  symétrie. 

Dans  le  cas  d'une  parabole,  les  hyperboles  de  Plûcker  se  réduisent  aux 
deux  droites  rectangulaires 

2Ga;  —  2Fî/  —  L  +  M  =  0,      Fx  +  Gï/  —  H  =  0. 

La  pa7*abole  na  donc  qu'un  seul  foyer;  il  a  pour  coordonnées 

_  2H  F^+^JL--^M)  _  2GH  —  F(L  ~  M) 

^  —     "  2(F2  +  G2)       '        ^~       2iF2  +  G^)      * 

604.  —  Coniques  homofocales.  —  En  portant  l'origine  des  coor- 
données en  l'un  des  foyers  d'une  conique  F,  on  a,  entre  les  coefficients 
de  son  équation  tangentielle, 

L  =  M,      H  =  0. 
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Ces  relations  pouvant  s'écrire 

L  —  A  =  M  —  ^,      H  =  0, 

on  en  conclut  que  l'origine  est  aussi  un  foyer  des  coniques  représentées 
par  l'équation  générale 

9(X,  a,  v)  — A'(X2  +  u3)  =0. 

On  peut  voir,  du  reste,  que  les  équations  des  hyperboles  de  Plûcker  ne 
changent  pas  quand  on  y  remplace  L  et  M  respectivement  par  L  —  A-, 
M  —  k.  Conséquemment,  les  coniques  représentées  par  l'équation  tan- 
gentielle  ci-dessus  ont  mêmes  foyei*s.  Elles  sont  donc  komofocales. 

La  forme  de  l'équation  ci-dessus  montre  qu'il  y  a  toujours  une  conique 
d'un  système  homofocal  tangente  à  une  droite  donnée,  excepté  quand 
cette  droite  est  à  l'infini.  Le  système  ne  contient  donc  généralement  pas 
de  parabole.  Si  une  des  coniques  du  système  est  une  parabole,  toutes  les 
autres  sont  également  des  paraboles. 

Une  parabole  et  une  ellipse  ou  une  hyperbole  ne  peuvent  donc  pas 
appartenir  à  un  même  système  homofocal  de  coniques. 

606.  —  En  coordonnées  cartésiennes  rectangulaires  absolues,  un  système  homo- 
focal de  coniques  est  représenté  par  Téquation  (391) 


=  0, 


ou,  en  développant, 

[(M  —  m  —  F2]a:2  +  2(FG  -  m)xy  +  [(L  —  A:)N  —  G^y^ 

+  2[HF  -  (M  —  k)G]x  +  2[GH  -  (L  —  k)F]y  +  (L  -  km  -  k)  -  H^  =  0, 

ou  encore, 

AF(j:,  2^)  —  k[^(3fi  +  !/2)  -  <iGx  —  2Ft/  +  L  +  M]  +  A:^  =  o.  (3) 

Cette  équation  peut  encore  prendre  la  forme  (500) 

4AF(a:,  y)  -  kWl  +  m)¥(x.  y)  -  ¥%  -  F\]  +  m  =  0; 

et  elle  devient 

4AF(.r,  y)  +  A:(F"-*,  +  F'2^)  +  W  =  0, 

dans  le  cas  où  la  conique  F  est  une  hyperbole  équilatère. 

Corollaire,  —  L'équation  (3)  étant  toujours  du  second  degré  par  rapport  à  A\ 
on  en  conclut  que  par  un  point  donné  on  peut  faire  passer  deux  coniques 
hamofocales  à  une  conique  donnée. 


L  -  *,       H, 

G, 

X 

H,       M  —  *. 

F, 

y 

G,            F. 

N, 

1 

X,          y, 

1, 

0| 
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606.  —  Foyers.  —  Si  pour  une  certaine  valeur  de  k,  Véquation 

(p(X,  ^.,  v)-fe(X2   +  fz2)=0, 

représente  deux  points 

(koL  +  u(3  4-  v)(Xa'  +  f;./3'  4-  v)  =  0, 

ces  deux  points  constituent  un  couple  de  foyers  de  la  conique  non  para- 
bolique cp. 
Car  on  a,  dans  ce  cas,  les  égalités 

aa'     ^      ^^'     ^l^  ce  -^  a  ^  (3  -f  (5^  ^  a/5^  -f-  a^/3  .^j 


L  — ^~M  — it~N  2G  2F  2H 

On  en  tire 

,       2G— Na  .,      2F  — N(3 

et,  par  conséquent, 

,      a(2G  — Na)       L  — fe        ^.,       p(2F  — Np)_M  —  k 
«^  = j^^ =  -"N^'       PP  -  N  —~W~' 

ou,  en  retranchant  membre  à  membre, 

N(a2  -^  |32)  —  2Ga  +  2F|3  +  L  —  M  =  0; 


et 


P  +«(3== j^ + j^^ =^, 

OU,  en  faisant  les  calculs, 

NaP  —  Fa  —  G(3  -f-  H  =  0. 

On  voit  ainsi  que  le  point  dont  les  coordonnées  sont  a  et  j3  appartient 
aux  deux  hyperboles  de  Plûcker  de  cp  ;  c'est  donc  un  foyer  de  cette  courbe. 
Il  en  est  évidemment  de  même  du  second  point  (a',  (3'). 

Un  couple  de  foyers  d*une  conique  constitue  donc  une  conique  parti- 
culière du  système  homofocal  à  la  courbe. 

607.  —  La  valeur  de  k  pour  laquelle  l'équation 

<p(X,   ,X,v)~A(X2  +  ,.2)  =  0 

représente  deux  foyers  de  la  conique  <p,  annule  évidemment  le  discriminant  de 
réquation.  Elle  est  donc  donnée  par  Téquation 

(L  -  A:)(M  —  A:)N  +  2FGfl  -  (L  -  k)F^  -  (M  —  k)G^  —  NH2  =  0. 
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En  la  développant  par  rapport  à  A:,  on  a  : 

NA2  _  (/  +  wi)A  A:  +  A2  =  0, 
équation  dont  les  racines  

^  2N 

sont  toujours  réelles  ;  ce  sont  les  carrés  des  demi-axes  de  symétrie  niultipliés  par 
—  N  (242). 
Il  y  a  donc  toujours  deux  œuples  de  foyers  quand  N  est  différent  de  zéro, 

508.  —  Quand  il  s'agit  d'une  parabole,  la  quantité 

ne  peut  se  décomposer  en  deux  facteurs  que  de  la  manière  suivante  : 
i5>(X,  {JL,  v)  -  A;(X2  +  Hi2)  =  (aX  +  ?il  +  v)(a'X  +  ?>). 
Les  égalités  (4)  deviennent  alors 


aa 


L- 

-k      M-k       2G^    2F            2H 

Par  suite,  on  a 

2Ga  -  L  -  A:,         2F;3  -  M  -  A^, 

ou 

2Ga~2F|3--L  +  M  =  0; 

et 

a'p          a.p'         oS'  -h  a'|3 

2Gj3        2Fa             2H       ' 

ou 

Fa  +  Gp  —  H  -  0. 

Ces  résultats  prouvent  que  le  point  (a,  j3)  est  le  foyer  de  la  parabole  y. 
La  valeur  de  k  pour  laquelle  Téquation 

^(X,  (j.,v)-A:(X2  +  hl2)«0  (5) 

se  décompose  en  deux  facteurs  en  X,  fi,  v,  est  donnée  par  l'équation 

2FGH  —  (L  —  A;)Fa  —  (M  —  ^)G2  =  0 

ou 

(F2  +  G2)  A:  +  2FGH  —  LF^  —  MG2  =  0, 

ou  encore, 

(/  +  rw)A-  — A  =  0. 

L'équation  (.*$)  ne  peut,  dans  ce  cas,  se  décomposer  que  d'une  seule  manière  en 
un  produit  de  deux  facteurs  du  premier  degré  en  X,  [x,  v.  De  plus,  comme  ces  deux 
facteurs  doivent  avoir  la  forme 

«X  +  ?|x  +  v,         flc'X  +  PV, 

on  peut  dire  que  la  parabole  a  deux  foyers  dont  Vun  se  trouve  à  Viyifini. 


1 

i 
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609.  —  Les  tangentes  menées  de  Torigine  à  une  des  coniques  du  système  homo- 
focal  à  une  conique  donnée  «p,  ont  pour  équation  quadratique 

(L  -  k)y'^  —  2ïta/  +  (M  -  k)x^  =  0. 

Les  bissectrices  des  angles  de  ces  droites,  étant  indépendantes  du  paramètre  A' 
(183),  sont  des  droites  fixes.  Comme  le  couple  des  rayons  vecteurs  qui  joignent 
l'origine  à  un  couple  de  foyers  est  un  cas  particulier  du  couple  des  tangentes  issues 
du  même  point  (499),  on  en  conclut  que  : 

Les  tangentes  menées  d'un  point  à  une  série  de  coniques  honwfocales  sont 
également  inclinées  sur  les  rayons  vecteurs  qui  joignent  ce  point  à  deux  foyers 
situés  sur  le  même  axe. 

Les  tangentes  en  un  point  commun  à  deux  coniques  fwmofocales  sont  les 
bissectrices  des  angles  formés  par  les  rayons  vecteurs  qui  joignent  deux 
foyers  au  point  commun. 

De  ce  dernier  théorème,  on  déduit  encore  que  deux  coniques  homofocales 
passant  par  un  point,  s'y  coupent  orthogonalement, 

610.  —  Application.  —  Trouver  les  foyers  de  la  conique  représentée  en 
coordonnées  rectangulaires  par  l'équation 

3^2  4-  4ry  _  2^2  +  2;^  —  2y  —  2  =  0. 
L'équation  langentielle  de  cette  courbe  étant  (388) 

3X2  _  3jj,2  —  6^/2  +  6p.v  +  6X{jL  =  0, 
celle  d'un  système  de  coniques  ayant  les  mêmes  foyers  est 

3X2  -  3fjL2  -  6v2  +  6jxv  +  6X|x  —  A(X2  +  jx2)  =  0. 

L'équation  du  second  degré  en  k  est  donc 

-  6  A:2  +  A/r  +  A'^  =  0, 
ou,  A  étant  égal  à  9, 

Pour  (;es  valeurs  de  A:,  l'éfiuation  tangentielle  précédente  devient  respectivement 

X2  +  5(x2  +  4v2  -  4fiv  -  4X(X  =  0, 

ou  encore, 
et 

X2  —  v2  +  |jLv  +  X|X  =  0         ou  (X  +  v)  (X  +  [JL  —  v)  =  0. 

I^s  deux  couples  de  foyers  ont  donc  pour  coordonnées 
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611.  —  Foyers.  —  Conception  de  PlUcker.  —  On  peut  mettre  l'équa- 
tion focale  des  coniques 

(X-  a)2  +  {y  -  /3)2  =  (Xa;  +  ^î/  +  v)2, 
sous  la  forme 

Écrite  de  celte  façon,  on  voit  aisément  que  la  courbe  qu'elle  représente 
appartient  à  un  faisceau  de  coniques  bitangentes  aux  deux  droites  imagi- 
naires isotropes 

1/  —  /3  +  (X  —  a)\/^^  =  0,         y^^  —  {x  —  a)  )/—  î  =  0 

menées  par  le  foyer  (a,  (3). 

Les  foyers  d'une  conique  se  trouvent  donc  aux  points  d'intersection  des 
tangentes  à  la  courbe  ayant  pour  coefficients  angulaires  \^ —  4  et  —  y" —  1 
ou  parallèles  aux  droites  isotropes. 

612.  —  Application.  —  Chercher  les  foyers  de  la  conique  représentée  par 
Véquation  généi'ole.  Une  tangente  à  la  courbe  ayant  pour  coefficient  angulaire  t, 
a  pour  équation  (217) 

Ny  —  F  —  mx  -  G)  ±  k"— A(/  +  2/i^+mr2)  =  o, 

dans  le  cas  d*une  courbe  à  centime.  Les  tangentes  parallèles  aux  droites  isotropes 
sont  donc  représentées  par  les  équations 

Ny  —  F  -  (Nx  —  G)  l/— "4  =  =b  l/  —  A(/ -  m -|- ^Jïj/^), 

Ny  -  F  -h  i^x  —  G)  V/— i  =  ±{/  -  ^{l  —  m-'ihV^), 

Ces  quatre  tangentes  se  rencontrent  deux  à  deux  aux  quatre  foyers  de  la  courbe. 
Leurs  équations  donnent  immédiatement 

(Ny  —  F)2  H-  (Na:  —  G)2  =  ±  A  i/(T^  mY^T^^» 
(Njy  -  F)2  —  (N.r  -  (;)2  =  -  A  (/  —  w),  (N?/ — F)  (.\:r — G)  =  ùJi.       (6) 

Des  deux  premières,  on  tire 

2(N//  -  F)2  =-  -  A  (/  —  m  T  (/(/"-"mV^+^t^)^ 
2  {^x  —  G)2  =     A  (/  —  m  ±  V/îT^mf  +  4/?.a), 

les  signes  supérieurs  et  inférieurs  se  correspondant. 

Extrayant  les  racines  carrées  de  chacune  de  ces  égalités,  et  tenant  compte  de  la 
troisième  des  relations  (6),  on  a 

2 (Ni/  —  F)  =  db l/^^^il  —  m  T  V/(r-"w)2+4/r2), 

2(Na:  — G)=  ±1/     2A  (/ -  m  +  V/(/ ^:m)2+l/iâ). 

24 
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Remarque.— Dans  le  cas  d'un  couple  de  droites,  A  est  nul  et  les  foyers  coïncident 
avec  le  centre  du  système,  c'est-à-dire  avec  les  points  d'intersection  des  droites. 

613.  —  Exemple.  —  Trouver  les  foyers  de  la  conique  représentée  par 

a;2  +  4cy  —  2y2  +  ir  —  2y  —  2  =:  0. 
Pour  cette  courbe, 

N  =  — 6,       F  =  3,       G=»0,       A  =  9. 
En  appliquant  les  formules  précédentes,  on  trouve 

-iy_2=±ï/-2(3T5);    -  4a:  =  ±  1/2(3  db  5),  (-4y  -2)  (-4r)  =  8. 

D'où,  pour  les  coordonnées  des  quatre  foyers. 


_4y-.2==  +  l/-_2(3  — 3);    -4r  =  +  1/^2(3  + o);    x 1,    y  =  — 1. 

-  4i/  -  2  =  —  V—i  (3  -~5) 


-  %  -  2  ==  +  l^-  2  (3  +  5) 


_  4v  —  2  =  —  l/—  2  (3  +  5) 


-  4c  =  — 1^2(3  4-5);     x  =  l,     y  =  0. 

—  ire  =  -  1/2(3-5); 


—  4c  =  +  1/2(3 -5); 


ou,  pour  ces  deux  dernières  égalités, 

x=^     it/^T,         y==-|(i+2l/^), 
a-  =  -  i  l/-  1 ,        y i  (  1  -  2 1/-  1). 

Ce  sont  les  valeurs  trouvées  au  n^  510. 

614.  —  Définition  nouvelle  des  foyers.  —  Lorsque  le  faisceau  de 
coniques  bitangentes  est  cyclique,  en  prenant  le  cercle  du  système  comme 
une  des  bases  de  celui-ci,  l'équation  qui  le  représente  est  de  la  forme 

(X  —  a)^  +  {y  —  (3)2  —  r»  —  (X,r  +  uy  +  v)»  =  0. 

Si  le  rayon  r  du  cercle  du  faisceau  est  nul,  l'équation  ci-dessus  devient 

(X  —  a)2  +  (y  —  (3)2  —  {hc  +  uy  +  y)2  =  0, 

et  est  identique  à  celle  d'une  conique  ayant  pour  foyer  le  point  (a,  |S)  et, 
pour  directrice  correspondante,  la  droite 

hc  +  uy  -f-  V  =  0. 

On  peut  donc  dire  que  : 

Le  foyer  d'une  conique  est  le  centre  d'un  cercle  infiniment  petit 
hitangeut  à  la  courbe^  et  la  directrice  correspondante^  la  ligne  des  contacts. 
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Les  coniques  qui  ont  une  directrice  et  un  foyer  communs  appartiennent 
donc  à  un  faisceau  cyclique  de  coniques  bitangentes.  La  conique  des 
neuf  points  de  ce  faisceau,  c'est-à-dire,  le  lieu  des  centres  des  courbes  du 
second  degré  qui  ont  une  directrice  et  un  foyer  communs,  est  Thyperbole 
d'Apollonius  relative  au  foyer  (a,  |3)  et  à  Tune  des  coniques  ;  elle  a  pour 

équation 

{\x  +  uy  +  v)  [(X  -a)ix-(y-^  P)  X]  =  0, 

et  se  réduit,  par  conséquent,  à  un  couple  de  droites  dont  Tune  est  la  direc- 
trice et  l'autre  une  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  sur  cette  droite. 

616.  —  Nouvelle  génératioii  dee  coniques.  —  Le  polynôme 

(a;  -  a)2  +  (y  -  j3)2  «.  y4 

représente  (129)  le  carré  de  la  tangente  menée  d'un  point  quelconque  M,  ayant  pour 
coordonnées  x  et  y,  au  cercle  ayant  pour  équation 

En  représentant  par  MF  la  perpendiculaire  abaissée  sur  la  droite 

Xa:  -f-  jxy  +  V  «  0, 
on  a 

Mp2«  — ^-^-^--    ou    (Xa:  +  H^y  +  v)2  =  (X2  +  jjl2) MP^ 
L'équation 

{X  -  a)2  +  (y  -  |3)  2  -  r»  -  (kX  +  jx^  +  v)»  =  0 

d'une  conique  exprime  donc  que  le  rapport  1^X2+  jx^,  de  la  tangente  menée  d'un 
point  de  la  courbe  à  un  cercle  bilangent,  et  de  la  distance  du  même  point  à  la 
ligne  des  contacts,  est  constant. 

L'équation  précédente  représente  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole 
suivant  que  l'expression 

XîjjL*  —  (1  -  X2)  (1  -  |jl2)  ou  X2  -i-  jjl2  _  4 

est  plus  petite,  plus  grande  que  zéro  ou  nulle. 

On  en  conclut  que,  pour  l'ellipse,  le  rapport  de  la  longueur  de  la  tangente 
menée  d'un  point  de  la  courbe  à  un  cercle  bitangent,  et  de  la  distance  du  même 
point  a  la  ligne  des  contacts  est  plus  petit  que  l'unité. 

Ce  rapport  est  plus  grand  que  un  pour  l'hyperbole  et  égal  à  un  pour  la  parabole. 

Quand  le  rayon  du  cercle  bitangent  est  nul,  on  retombe  sur  la  propriété  fonda- 
mentale des  foyers  et  des  directrices. 

516.  —  1^8  tangentes  menées  aux  deux  points  de  contact  d'une  conique  et  d'un 
cercle,  qui  lui  est  bitangent,  sont  également  inclinées  sur  les  axes  de  la  courbe 
(473).  La  droite  des  contacts  est  donc  parallèle  à  l'un  d'eux,  et  le  centre  du 
cercle  se  trouve,  par  conséquent,  sur  l'autre. 
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Le  centre  d'un  cercle  bitangent  à  une  conique  décrit  donc  l'un  des  axes  de 
symétrie  de  la  courbe. 

Ce  théorème  permet  de  trouver  aisément  Téquation  du  couple  des  axes  de 
symétrie  de  la  conique  représentée  par  l'équation  générale. 

L'équation 

Ix'^  +  Vixy  +  my'^  +  2^a:  +  2/y  +  n  -  (Xx  +  jxy  +  v)»  =  0 
représente  un  cercle  bitangent  à  la  courbe 

F(x,  y)  =  Ufi  +  %xy  +  my^  +  2^x  +  2/y  +  w  =  0, 
quand  on  a  les  relations 

/  —  X2  =  m  —  jjl2,       ^  =-  Xjjl, 

Le  centre  du  cercle  est  déterminé  par  les  équations 

F'^  -  2 (Xa:  +  p.y  +  vjX  -  0,       F'^  -  2(X;r  +  ^y  +  v) ^l  =  0. 

Ses  coordonnées  satisfont  donc  aux  relations 

V\  -  F'%=  4(Xa:  +  fJiy  +  v)2(X2  -  p.2)  =  4(Xx  +  {jiy  +  v)2  (/  -  m\ 

F'^F'y  =  4(Xx  +  jxy  +  v)2  X^;.  =  4  (X;r  +  |xy  +  ^ifK 

ou  a  réquation 

/rF'2^  -  (/  -  w)  F'^F'y  -  k¥\  =  0, 

laquell(3  représente,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  les  axes  de  symétrie  de 
la  courbe. 

617.  —  Si  deux  droites  rectangulaires  sont  conjuguées  par  rapport  à 

une  conique,  elles  sont  conjuguées  par  rappo7*t  à  toutes  les  coniques  du 

système  homo focal  à  la  courbe  donnée. 

Car  les  deux  égalités 

XX'  +  ail'  =  0,  (7) 

LX>/  4-  Mua'+  Nvv'  +  F(W  +  /v)  f  G(>X'  +  v'X)  +  H(X/  4-  X»  =  0, 

entraînent  la  suivante 

(L  -  A:)  XX'+  (M  -  k}iiyL'+  Nvv'+  F  {uV+  fx'v)  +  G  (vX'+  v'X)  +  H  (Xa'+X» =0, 

quelle  que  soit  la  valeur  de  k. 

618.  —  Théorème  de  la  Hire.  —  Si  l'une  des  deux  droites  précédentes 
passe  par  Torigine  des  coordonnées,  v'  est  nul,  et  la  relation  ci-dessus 
devient 

f L  -  /f;  XX'  +  (M  —  ^)  au/  -f  (F/  +  GX')  v  -f  H  (X^'  4-  X'u)  =  0, 
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ou  encore,  à  cause  de  (7) 

(L  —  M)  X^  +  (Ga  —  FX)  y  —  H  (X2  —  fx^)  =  0.  (8) 

laquelle  exprime  que  v  est  aussi  nul,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  X,  y., 

quand 

L  —  k  =  M  —  k,        H  =  0, 

c*est-à-dire,  quand  l'origine  est  un  foyer  de  la  courbe 

(p(X,  a,  V)— /c(X2-|-  f/2)  =  o. 

D'où  Ton  conclut  le  théorème  de  La  Hire  : 

Le  foyer  d'une  conique  est  le  centre  d'une  involution  orthogonale  de 
droites  conjuguées  'par  rapport  à  la  courbe. 

Réciproquement,  le  centre  d'une  involution  oiUkogonale  de  droites  con- 
juguées par  rapport  à  une  conique  est  un  foyer  de  la  courbe. 

Car,  en  prenant  le  centre  de  Tinvolution  comme  origine,  les  coordonnées 
X,  u,  0  et  X',  |ui',  0  de  deux  rayons  correspondants  satisfont  aux  relations 

LXX'  +  MfZfjL'  +  H(Xa'  +  XV)  =  0,         XX'  +  au'  =  0, 

ou  encore  à  la  suivante 

(L  —  M)Xa  —  H(X2  —  a»)  =  0, 

laquelle,  devant  être  indépendante  de  X  et  de  a,  donne 

L  =  M,        H  =  0, 

relations  qui  expriment  que  l'origine  des  coordonnées  est  un  foyer  de  la 
courbe. 

619.  —  Applications.  — - 1.  Une  parabole  P  est  tangente  à  une  droite  donnée 
en  un  point  donné  A.  Par  un  point  variable  M  de  la  droite  on  mène  une  per- 
pendiculaire à  la  seconde  tangente  à  la  parabole  issue  du  point  M;  cette  per- 
pendiculaire enveloppe  une  seconde  parabole  P'  ayant  même  foyer  que  P,  et 
tangente  à  la  droite  donnée  en  un  point  B.  Les  directnces  des  deux  courbes 
sont  perpendiculaires  entre  elles,  celle  de  ?  passe  par  B,  celle  de  ?\  par  A. 

Prenons  comme  axes  de  coordonnées  la  droite  donnée  et  une  perpendiculaire  à 
cette  droite  menée  par  le  point  A.  L'équation  de  la  parabole  est  de  la  forme 

I2jfi  +  (^ihxy  +  k^y2  +  2//y  =  0, 
ou  encore,  en  coordonnées  tangentielles, 

A2  +  2/|jLv  -  2/tvX  =  0.  (I) 
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Si  la  tangente  menée  de  M  à  la  parabole  P  a  pour  équation 

Xa;  +  [Ji^  +  V  =  0, 
la  droite,  issue  du  même  point  et  qui  lui  est  perpendiculaire,  est  représentée  par 

X^lX  —  X^y  +  [Av  =  0. 

En  éliminant  X,  ^l,  v  entre  Téquation  (i)  et  les  suivantes 

X|JL  X2  fJLv' 

on  obtient,  pour  Téquation  de  Tenveloppe  de  cette  perpendiculaire, 

2/i|x'v'  4-  2/v'X'  -  AV  =  0.  (2) 

C'est  une  parabole  P'  tangente  à  l'axe  des  x  en  un  point  B  ayant  pour  abscisse 
—  f:Vi,  ainsi  que  le  montre  la  forme 


(hx  +  lyf  +  f{hx  +  /y +  {)  =0. 


de  réquation  ponctuelle  de  la  courbe. 

Il  est  facile  de  voir  que  les  paraboles  ont  toutes  deux  pour  foyer  le  point  d'inter- 
section des  droites  (503) 

2to  +  2/y  +  /"=0,       et       lx  —  hy  =  0, 

J^urs  directrices  ont  respectivement  pour  équations  (390) 

2/w;--%  +  /'=0,       et       lx  +  hy  =  Q', 

on  voit  qu'elles  sont  rectangulaires,  que  celle  de  P  passe  par  le  point  B,  et  celle  de 
P',  par  le  point  A  origine  des  coordonnées. 

2.  Une  hyperbole  équilatère  homo focale  à  une  conique  donnée  intercepte, 
sur  les  côtés  d*un  angle  droit  circonscrit  à  cette  dernière  courbe,  deux  cordes 
égales. 

Prenons  comme  axes  de  coordonnées  les  deux  côtés  de  l'angle  droit.  Une  conique 
tangente  aux  axes  de  coordonnées  a  pour  équation  tangentielle 

Nv2  +  2F|jLv  +  2GvX  +  2HXfjL  =  0. 

L'hyperbole  équilatère  homofocale  est  donc  représentée  par  l'équation 
A:  (X2  +  jjl2)  +  IVv2  +  SFfjLv  +  2GvX  +  2HX(x  =  0, 

dans  laquelle  k  a  une  valeur  telle  que  (390) 

2AN  -  F2  -  G2  =  0       ou       ^  =  ^^^^. 

2^ 
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L'égalité  des  segments  déterminés  par  Thyperbole  sur  les  axes  de  coordonnées 
résulte  de  l'égalité  des  valeurs  absolues  des  fractions 


AN  —  G2'        AN  —  F^' 

3.  Lhyperbole  équilatèie  intercepte  des  segments  égaux  sur  deux  droites 
rectangulairespassant  par  ses  foyers, 

4.  Les  deux  coniques  homofocales  Y  et  ^  passant  par  un  point  Â  sont  telles 
que  le  centre  de  courbure  C,  en  ce  point  de  F.  est  le  pôle,  par  rapport  à  S,  de  la 
tangente  au  même  point  A  à  la  conique  F.  De  plus  la  polaire  de  A  par  rapport 
au  cercle  de  Monge  de  S  passe  par  le  point  C. 

Ces  deux  propriétés  sont  réciproques. 

En  prenant  comme  axes  de  coordonnées  la  tangente  et  la  normale  au  point  A  de 
la  conique  F,  cette  courte  est  représentée  par 

lx^.-\-^hxy+my^  +  ^fy=^0       ou       /a;»  +  (2te  +  f»y  +  2/)  .y  =  0, 

et  a  pour  équation  tangentielle 

-  /2X«  +  {Im  -  h^)  v2  -  2//"p  -h  2/i/vX  =  0. 
Celle  de  la  conique  S  est,  par  conséquent, 

En  coordonnées  ponctuelles,  elle  est  donc  représentée  par 

(Im  —  h^  —  P)3^  —  2/tey  —  h^^  —  Wx  -=  0, 
ou 

x[{lm  —  k^  —  P)x  —  ^Ihy  —  2^/1  —  /iV  =  0. 

On  constate  que  les  droites 

2te  +  m.v  +  2/*=  0,       dm  —  A»  —  l^)x  —  my  —  2/1/"=  0 

passent  respectivement  par  les  centres  de  courbure  G'  et  C  des  coniques  S  et  F 
au  point  A,  ces  points  ayant  respectivement  pour  coordonnées 

-{.0       et       0.-f 

ee  qui  démontre  le  premier  point. 
Les  cercles  de  Monge  des  coniques  F  et  S  ont  pour  équations 

dm  —  h^){x^  + 1/2)  —  2/i/a:  +  2//y  —  /^  =  0, 
dm  -  h^){s(^  +  y'^  -  Wx  +  Wy  +  /^  =  0. 

Par  rapport  à  ces  cercles,  les  polaires  de  A  sont  respectivement  représentées  par 

les  équations 

-  to  +  /y  -  /■=  0,       -hx+ly  +  f^O. 

et  l'on  voit  que  la  première  droite  passe  par  C  et  la  seconde  par  C. 

Exercices.  —  1.  Le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  d'un  point 
fixe  à  une  série  de  coniques  homofocales  est  une  cubique  circulaire  (passant  par 
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les  points  cycliques),  passant  par  les  quatre  foyers  des  courbes  considérées,  et 
ayant  pour  point  double  le  point  considéré.  Cette  cubique  se  réduit  à  un  cercle 
quand  le  point  donné  est  sur  l'un  des  axes  des  coniques. 

Les  cercles  qui  correspondent  à  deux  points  pris  respectivement  sur  chacun  des 
axes  des  courbes  se  coupent  orthogonalement. 

2.  Par  Tun  des  foyers  F  d'un  système  de  coniques  homofocales,  on  mène  une 
droite  fixe;  les  tangentes  aux  points  de  section  de  cette  droite  avec  les  coniques 
enveloppent  une  parabole  dont  le  foyer  est  le  second  foyer  F'  des  coniques  données, 
et  la  directrice,  la  droite  donnée. 

3.  Les  coniques  passant  par  deux  points  A  et  6  et  par  les  points  limites  du  fais- 
ceau de  cercles  passant  par  les  deux  mêmes  points  sont  des  hyperboles  équilatères. 


§  0«  —  FaisceauiKL  cle  coniques  ayant  un  contact 

du  troisième  ordre. 

620.  —  Lorsque  le  point  B,  commun  aux  courbes  d'un  faisceau  de 
coniques  osculalrices  en  A,  se  rapproche  de  ce  dernier  point,  la  corde 
d'osculation  AB  tend  à  venir  coïncider  avec  la  tangente  en  A.  A  la  limite 
les  deux  droites  sont  confondues,  et  le  faisceau,  alors  composé  de  coniques 
ayant  quatre  points  communs  coïncidents,  ou  ayant  un  contact  du  troisième 
ordre  (435),  a  pour  équation 

F(x,  y)  -  CT2  =  0, 

T  étant  le  premier  membre  de  Téquation  de  la  tangente  commune  et  F(x,  y}^ 
celui  de  Téquation  d'une  conique  quelconque  du  système. 

On  arrive  au  môme  résultat,  en  considérant  le  faisceau  de  coniques  ayant 
un  contact  du  troisième  ordre  comme  la  limite  d'un  faisceau  de  coniques 
doublement  tangentes,  quand  l'un  des  points  de  contact  tend  vers  l'autre. 

Il  résulte  de  ces  considérations  que  les  coniques  ayant  un  contact  du 
troisième  ordre  en  un  point,  y  possèdent  une  tangente  quadruple. 

Corollaires.  —  I.  On  peut  mener  une  parabole  unique  ayant,  avec  une 
conique  non  parabolique  donnée,  un  contact  du  troisième  ordre  en  l'un  de 
ses  points  non  situés  à  Cinfini  (416). 

II.  On  peut  mener  une  hyperbole  équilatère  ayant,  avec  une  conique 
donnée,  un  contact  du  troisième  ordre  en  l'un  de  ses  points,  à  moins  que 
la  conique  donnée  ne  soit  une  hyperbole  équilatère  (465). 

621.  —  Dans  un  faisceau  de  coniques  osculatrices  contenant  un  cercle,  la  corde 
d*o5culation  et  la  tangente  commune  étant  également  inclinées  sur  les  axes  de 
symétrie,  on  peut  dire  que,  dans  un  faisceau  de  coniques  ayant  un  contact  du 
troisième  ordre  et  contenant  un  cercle,  la  tangente  commune  est  perpendiculaire 
à  l'un  des  axes  de  symétrie. 
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Par  conséquent,  si  un  cercle  a  un  contact  du  troisième  ordre  avec  une  conique, 
le  point  de  contact  est  un  sommet. 

Ce  théorème  nous  donne  immédiatement  un  moyen  de  trouver  les  équations  des 
axes  de  symétrie  d'une  conique.  Il  suffît  d'écrire  que  l'équation 

Icfi  +  Vixy  +  mt/2  +  2^x  +  2/i/  +  n 
-  A(a:F V  +  yF'y.  +  %gx'  +  W  -h  2n)2  =  0 

représente  un  cercle.  On  obtient  ainsi  les  conditions 

/  —  k¥\'  =  m  —  fcF\f,       h  —  kF'^'¥'yf  =  0, 

ou,  après  élimination  du  paramètre  kj  la  relation 

/iF'V  +  (w  -  OFVF'y'  —  à¥\f  =»  0, 

qui  exprime  que  le  sommet  (x\  y',)  se  trouve  en  l'un  des  points  d'intersection  de 
la  conique  avec  les  droites 

hY\  -  (l-m)  r^Y\  -  k?'\  =  0, 

qui  sont,  par  conséquent,  les  axes  de  symétrie. 

Remarquons  aussi  que  le  cercle,  qui  a  un  contact  du  troisième  ordre  avec  une 
conique,  est  le  cercle  osculateur  à  cette  courbe  au  point  de  contact. 

622.  —  En  développant  l'équation 

F'^SV-FVS'^  =  0 

de  la  conique  des  neuf  points  d'un  faisceau,  on  obtient,  dans  le  cas  des  coniques 
ayant  un  contact  du  troisième  ordre, 

{xr^.  +  yF'y.  +  <igx'  +  W  +  W  (F V  F V  -  F'^/  Fg  -  0. 

Cette  courbe  se  réduit  donc  ici  à  la  tangente  et  au  diamètre  passant  par  le  point 
de  contact.  Donc. 

Les  coniques  qui  ont  un  contact  du  troisième  ordre  ont  un  diamètre 
commun. 

Exercice.  —  Trouver  le  rayon  du  cercle  osculateur  en  un  sommet  d'une 
conique. 
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CHAPITRE  VIII. 

FAISGEADX  TANGEKTIELS  DE  G0NIQDE8. 


§    !•    —    Xan§;eiitee    et    ombilics    commune 
aux.  coniques  d'un  faisceau  tanf^entlel. 

628.  —  Faisceau  tangentiel.  —  On  appelle  faisceau  tangetitiel  de 
coniques  l'ensemble  des  coniques  représentées  par  l'équation  tangentielle 
du  second  degré 

(L  —  kU)\^  +  (M  —  m')^^  H-  (N  —  A'N')v2  +  2(F  —  itF'jav 

-h  2(G  —  A-G>X  +  2(H  —  A-H')X/ji  =0 

dont  lés  coefficients  sont  des  fonctions  du  premier  degré  d'un  même 
paramètre  variable. 
Cette  équation  peut  s'écrire 

LX«  4-  M|:/.2  -f  Nv2  +  2F|uiv  4-  2GvX  +  2HXa 

—  A(L'X2  +  My  -f-  NV  -h  2Ff/.v  4-  2G'vX  4-  2H'Xy)  =0, 

ou  encore, 

(p(X,  ^.,  v)-  A2(X,  a,  v)=0.  (1) 

On  obtient  toutes  les  coniques  du  faisceau  en  faisant  varier  k. 
Les  valeurs  de  X,  a,  v,  coordonnées  tangentielles  d'une  droite,  qui 
vérifient  à  la  fois  les  équations 

(p(X,  a,  v)  =  0,       2(X,  ^,  v)  =  0, 

vérifient  en  même  temps  l'équation  générale  précédente. 

Toutes  les  coniques  du  faisceau  sont  donc  inscrites  dans  le  quadrilatère 
formé  par  les  quatre  tangentes  communes  aux  deux  coniques  cp  et  2, 
appelées  bases  du  faisceau. 

Si  les  équations 

représentent  deux  coniques  du  faisceau,  celui-ci  a  aussi  pour  équation 

'\>{K  w,  v)  —  W,(X,  u,  v)  =  0; 
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cette  dernière  équation  représente,  en  effet,  toutes  les  coniques  inscrites 
dans  le  quadrilatère  formé  par  les  quatre  tangentes  à  9  et  à  2. 

Deux  coniques  quelconques  du  faisceau  peuvent  donc  lui  servir  de  bases, 

624.  —  En  désignant  par 

a\+  b^  +  cv  =  0  .  a'X  +  ft>  +  c'v  =  0, 

aX  +  /3a  -+-  yv  =  0      ®^      a'X.-h  /3V  -»"  y'v  =  0, 

les  équations  des  deux  couples  d*ombilics  B  et  B',  C  et  C  communs  aux 
coniques  cp  et  £,  l'équation 

(aX+V+cv)(o'X+/;V+c'v)— A:(aX+/3|UL+7v)(a'X+PV  +  y'>)=0     (2) 

représente  les  mêmes  courbes  que  Téquation  (1). 

En  effet,  la  droite  BC  est  tangente  à  ces  coniques,  car  les  coordonnées 
X,  u,  y  de  cette  droite  vérifient  les  relations 

aX  -h  bu  +  ciy  =  0,       aX  +  /3fjL  +  yv  =  0, 

et  annulent  par  conséquent  le  premier  membre  de  Téquation  ci-dessus. 
Il  en  est  de  même  des  droites  BC,  C'B',  CB'. 

Le  faisceau  de  coniques  tangentes  aux  quatre  tangentes  communes 
à  9  et  à  I  peut  encore  se  représenter  par  Téquation 

A'7aX+^^+cv)(a'X4-^V-fc'v)— (wX+U|ui-fpv)(m'X+»'|:x-h/v)=0,  (3) 

les  suivantes 

t«X  +  nix  +  py  =  0,         m'X  +  w'jul  -f  p'v  =  0 

représentant  le  troisième  couple  d'ombilics  A  et  A'  communs  à  ces  courbes. 

Car  cette  équation  (3)  est  vérifiée  par  les 
coordonnées  de  la  droite  BA,  par  exemple, 
qui  annulent  les  relations 

aX  +  ^I^L  +  cv  =  0,      mX  +  n^x  +  pv  =  0. 

Les  droites  B'A,  BA'  et  A'B'  sont  aussi 
tangentes  aux  courbes  représentées  par  (3). 

626.  —  Si,  dans  l'équation  (2),  nous  faisons  respectivement  A-  égal 
à  zéro  et  à  l'infini,  nous  obtenons 

[al  +  bu  4-  cv)  (a'X  4-  />>  +  c'v  =  0,     (aX  +  ^u.  -f  yvXa  X  +  (J'a  +  y'v)  =  0, 
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équations  représentant  les  deux  couples  d'ombilics  B  et  B',  C  et  C  du 
faisceau.  Lorsque  k'  est  nul,  Téqualion  (3)  se  réduit  à 

(twX  +  npL  4-  py)  (m'X  H-  ?i'a  +  p'v)  =  0, 

et  représente  le  troisième  couple  d'ombilics  A  et  A'  du  même  système. 
Donc, 

Les  trois  couples  d*ombilics  d'un  faisceau  laugentiel,  sammets  opposée 
du  quadiHlatèix  complet  formé  par  les  quatre  tangentes  communes  aux 
coniques  du  système,  sont  les  coniques  dégénérées  du  faisceau. 

Ils  correspondent  aux  valeurs  de  k  qui  annulent  le  discriminant  de 
l'équation 

cp  —  /r2  =  0, 

lequel  contient  k  au  troisième  degré. 

Si  deux  de  ces  valeurs  sont  égales,  deux  couples  d'ombilics  coïncident, 
et  réciproquement. 

526.  —  Faisceau  de  paraboles.  —  Un  faisceau  tangentiel  contient  une 
parabole  dont  l'équation  correspond  à  la  valeur  de  k  tirée  de  la  relation 

N  —  kN  =  0. 

Si  le  faisceau  contient  deux  paraboles,  toutes  les  coniques  sont  parabo- 
liques; car,  en  prenant  ces  deux  courbes  comme  bases  du  faisceau,  l'équa- 
tion de  celui-ci  ne  contient  pas  de  terme  en  v^. 

Toutes  les  paraboles  ayant  une  tangente  commune,  la  droite  de  Tintini, 
il  s'ensuit  que  les  courbes  d'un  faisceau  parabolique  sont  inscrites  dans 
un  triangle  et  que  leurs  foyers  décrivent  le  cercle  circonscrit  à  ce  triangle. 

Corollaire.  —  Le  foyer  de  la  parabole  d'un  faisceau  tangentiel  se  trouvant  sur 
le  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  par  trois  des  quatre  tangentes,  on  en 
conclut  le  théorème  : 

Les  quatre  cercles  circonscrits  aux  quatre  triangles  que  Von  peut  former 
avec  quatre  droites  ont  un  point  commun;  les  orthocentres  de  ces  quatre 
triangles  sont  en  ligne  droite  (directrice  de  la  parabole  tangente  aux  quatre 
droites). 

627.  —  Faisceau  de  coniques  homofocales.  —  Les  coniques  homo- 
focales  à  une  conique  donnée  forment  un  faisceau  tangentiel  ayant  pour 
équation 

(fiX,  a,  v)  —  A-fX2  -f  a2)  =  0. 
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Les  trois  couples  d'ombilics  de  ce  faisceau  sont  les  deux  points 
cycliques  (525) 

X2   +    y.2  =  0, 

et  les  deux  couples  de  foyers  (506).  On  peut  donc  dire  que  : 

Les  foyers  d'une  conique  sont  les  sommets  d'un  quadrilatère  formé  par 
les  deux  couples  de  tangentes  menées  des  points  cycliques  à  la  conique. 

Les  foyers  d*un  m^rae  couple  sont  les  deux  sommets  opposés  de  ce 
quadrilatère;  deux  de  ses  diagonales  sont  les  axes  de  symétrie  de  la 
courbe,  et  la  troisième  diagonale  joint  les  points  cycliques;  c'est  donc  la 
droite  de  Tinfini. 

Ces  trois  diagonales  sont  toujours  réelles  (399). 

Une  conique  n'a  qu'un  seul  couple  de  foyers  réels;  car  le  faisceau  de 
coniques  homofocales  à  la  conique  donnée  ayant  deux  ombilics  imaginaires 
conjugués,  les  points  cycliques,  en  possède  encore  deux  autres  également 
imaginaires  (442). 

Corollaires.  —  L  Des  paraboles  homofocales  sont  viscrites  dans  le 
triangle  formé  par  le  foyer  et  les  points  cycliques, 

IL  Les  cercles  concentriques  sont  inscrits  duns  le  triangle  formé  par 
le  centre  commun  et  les  points  cycliques. 

628.  —  Faisceau  de  coniques  bitangentes.  —  L'équation 

(aX  +  ba  +  cv)  {a'I  +  b'u.  +  c'v)  —  ^  (aX  +  (5.a  +  yv)»  =  0 

représente  un  faisceau  tangentiel  de  coniques  doublement  tangentes  aux 

points 

(al  +  bu.  +  cv)  (a'X  H-  b'^.  +  c'v)  =  0, 

et  dont  les  tangentes  communes  se  rencontrent  au  point 

aX  +  (3a  +  yv  =  0. 

Ce  dernier  point  est  donc  le  pôle  de  la  droite  qui  joint  les  deux  autres. 

On  arrive  à  ce  résultat  en  faisant  coïncider  deux  sommets  opposés  B 
et  B'  du  quadrilatère  circonscrit  aux  coniques  d'un  faisceau  tangentiel. 
On  voit  aussi  que  C  et  C  coïncident  alors  avec  B  et  B',  et  qu'ainsi  il  n'y  a 
que  deux  couples  d'ombilics  B,  B  et  A,  A'. 

Dans  un  faisceau  de  eoniqt^es  bitangentes  y  il  n'y  en  a  que  deux  qui  se 
réduisent  à  deux  points  :  les  deux  points  de  contact,  et  le  pôle  de  la  ligne 
des  contacts  considéré  comme  point  double. 

On  en  conclut  que  : 

Si  une  conique,  qui  se  réduit  à  deux  points  non  coïncidents  y  est  bitangente 
à  une  seconde  conique^  celle-ci  passe  par  les  deux  points. 
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L'équation 

(p(X,  u,  v)  —  k{al  +  (5^  4-  yy)«  =  0 

représente  également  un  faisceau  de  coniques  bitangentes. 

629.  —  Faisceau  de  coniques  tangentes.  —  Il  est  facile  de  voir  que, 
dans  le  cas  de  coniques  tangentes,  c'est-à-dire,  ayant  deux  tangentes 
communes  AB',  B  A' coïncidentes  (439,  II), 
les  couples  d'ombilics  A  et  A',  B  et  B'  se 
réduisent  à  un  seul,  formé  par  les  points 
d'intersection  de  la  tangente  commune 
double  avec  les  deux  autres  tangentes. 

Il  n'y  a  donc  que  deux  couples  d'om- 
bilics :  le  point  de  conlact  des  deux 
courbes  et  le  point  d'intersection  des  deux  *^' 

tangentes  simples  forment  le  premier  couple,  et  les  deux  points  de  section 
de  la  tangente  double  avec  les  tangentes  simples,  le  second. 

630.  —  Applications.  —  i.  Detix  droites  OA,  OB  issues  d*un  point  0  d'une 
coniqtie  coupent  la  courbe  en  deux  points  A  e^  B  ;  trouver  l'enveloppe  de  la 
droite  AB  quand  V angle  AOB  conserve  une  valeur  constante. 

Prenons  comme  axes  de  coordonnées  deux  droites  rectangulaires  passant  par  0; 
en  désignant  par  X,  [x,  v  les  coordonnées  tangentielles  de  la  droite  AB,  on  a 
identiquement 

lx^+^ihxy-\'my^+^x+^fy-{V:xf^+W3^+ni'y'^^ 

et,  par  conséquent,  les  relations 

L—Jl  ^  hnK.  =  m  — m'  _  ^  ^  i 
2X<7        If+v^  V'  2^       "*' 

Éliminant  /',  h\  m'  entre  ces  relations  et  la  suivante 


on  obtient 

tg2ô  _  (X/'+  t^  -  v/t)^  —  {^Ig  -  ^m^f—  yfn) 

C'est  réquation  d'une  conique  bi tangente  à  la  courbe 

(A  +  ^fi.  -  /iv)2  -  {%il  -  /v)(2/'fx  -  mv)  =  0, 

laquelle,  comme  on  peut  s'en  assurer  en  développant  l'équation  ci-dessus,  n*est 
autre  que  la  conique  donnée. 
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Le  pôle  de  la  droite  des  contacts  commune,  qui  a  pour  équation 

est  le  point  de  Frégier  relatif  à  Torie^ine,  car  c*est  Tenveloppe  de  AB  lorsque 
Tangle  AOB  est  droit. 

2.  Trouver  le  lieu  du  point  de  Frégier  relatif  à  un  point  0  qui  décrit  la 
courbe. 

II  suffît  d*éliminer  x*  et  y'  entre  les  relations 

3.  Le  foyer  d'une  parabole  tangente  à  deux  droites  rectangulaires  et  à  une 
circonférence  tangente  aux  mêmes  droites  décrit  un  cercle. 

La  corde  des  contacts  de  la  parabole  avec  les  droites  données  enveloppe  un 
hyperbole  équilatère  ayant  pour  foyer  leur  point  d'intersection. 

Les  droites  données  étant  prises  comme  axes  de  coordonnées,  la  parabole  et  le 
cercle  qui  leur  sont  tangents  ont  respectivement  pour  équations  : 

ÎFjiv  +  2GvX  +  2HXiJL  =  0, 

(ûX  +  flfx  +  v)î«  —  a«(X2  +  ,jl2)  =  0,        ou        vî«  +  2ajxv  +  2avX  +  'ia^l^  =  0. 

Ces  courbes  étant  tangentes,  deux  couples  d'ombilics  coïncident  (529);  par 
conséquent,  l'équation,  que  Ton  obtient  en  écrivant  que  le  discriminant  de 

v2  +  2a(jiv  +  2avX  +  îa^XfjL  +  2A:(Ffjiv  +  (ivX  +  HXfx)  =  0 

est  nul,  a  deux  racines  égales  (525).  On  trouve  ainsi 

iaHY2  +  G2)  -  4aH(F  +  G)  +  ff^  =  0. 

a)  Le  foyer  de  la  parabole  a  pour  coordonnées  (390) 

_      HF  _      GH 

•^  —  F2  +  (;2*  y      F2  +  G^* 

Tirant  de  ces  équations  les  valeurs  de  V^  +  G'\  F  +  G  en  fonction  de  x,  y,  H, 
et  substituant  dans  la  relation  ci-dessus,  on  obtient 

;j2  +  y2  _  4fl^  _  4ay  _|-  4a2  ==  q, 

équation  d'un  cercle  tangent  aux  axes  de  coordonnées. 

b)  L'équation  cartésienne  de  la  parabole  peut  s'écrire 

F2a;2  ^_  Q2y2  -f  H»  —  2GHy  —  ÎFHiC  +  ^FGxy  =  0, 

ou  encore, 

(F.T  +  (;î/  -  H)2  -  4FGa:y  =  0. 

La  droite  des  contacts  de  la  parabole  avec  les  axes  de  coordonnées  est  donc 
représentée  par  l'équation 

¥x  +  Gy  —  H  =  0. 
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En  éliminant  P  +  G»,  Y  +  G,  entre  les  relations 

J^  =  -  =  —      et      4a2(F2  +  g»)  —  4aH(F  +  <i)  +  H2  =  0, 

on  obtient,  pour  renvelop[)e  de  cette  droite  des  contacts  (403),  une  conique  repré- 
sentée par 

4a2(X2  +  jx2)  +  4a(X  +  fx)v  +  v2  =  0. 

C'est  une  hyperbole  équilatère  (390)  asymptotique  aux  axes  de  coordonnées  et 

ayant  pour  foyer  Torigine  des  coordonnées  (502).  Le  second  foyer  a  pour  équation 

tangentielle 

4fl(X  +  HL)  +  v  =  0, 

ou  pour  coordonnées  cartésiennes  4a  et  4a. 

4.  On  déciirt  un  cercle  de  rayon  variable  tangent  en  un  point  M  fixe  d*une 
conique;  démontrer  que  le  lieu  du  point  de  section  des  tangentes  communes 
aux  deux  courbes  est  une  conique  homofocale  à  la  conique  donnée. 

Prenons  comme  axe  de  coordonnées  la  tangente  et  la  normale  au  point  M  de  la 

conique  donnée.  Les  équations  tangentielles  de  cette  courbe  et  du  cercle  variable 

sont  : 

11^  +  nv2  +  2/-fxv  +  2^X  =  0, 

(«jji  +  v)2  -  a2(X2  +  |jl2)  =  0,       ou       —  a2X2  +  v2  +  2ajiv  «  0. 

Le  point  P,  dont  on  demande  le  lieu,  ainsi  que  Torigine  des  coordonnées  sont 
deux  ombilics  (529);  ils  ont  donc  pour  équation  quadratique 

a2(/X2  +  wv2  +  2/-^  +  2^X)  +  /(-  a2X2  +  v»  +  âajxv)  =  0, 

ou,  en  simplifiant, 

2a2^vX  +  mH  +  fl^)(xv  +  (ahi  +  /)v2  ==  0. 

Le  point  P  a  donc  pour  équation 

2a2^X  -f-  2(a2/  +  a/)|x  +  (a2n  +  /)v  =  0, 

et  décrit  le  lieu  représenté  par  (403) 

4^|x2  -  4(2^X  +  2/{x4-  wv)  /v  =  0,      ou      /{x2  —  nv2  —  S/'p  —  S^X  =  0.     (3) 

Cette  équation  peut  encore  s'écrire 

liX^  +  tJL2)  -  /X2  -  Wv2  -  S/jiv  -  ^A  =  0. 

Sous  cette  forme,  on  voit  clairement  qu'elle  représente  une  conique  homofocale 
à  la  conique  donnée.  La  forme  (3)  montre  aussi  que  la  conique  P  est  tangente  à 
l'origine  à  l'axe  des  y.  Par  conséquent,  si  la  conique  donnée  est  une  ellipse,  la 
conique  P  est  une  hyperbole,  et  inversement. 

5.  On  marque  trois  points  fixes  A,  B,  C  sur  une  droite  donné^^;  par  les 
points  A  et  h  on  mène  des  tangentes  aux  cercles  tangents  à  lu  droite  au 
point  C.  On  demande  le  lien  du  point  de  rencontre  de  ces  tangentes. 
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Cas  particulier  du  précédent;  la  conique  donnée  est  ici  remplacée  par  le  couple 
des  points  A  et  B. 

6.  Étant  donnée  une  tangente  T  à  une  conique  C,  on  mène,  par  les  points 
oit  T  rencontre  une  conique  variable  C  homofocale  à  C,  deux  nouvelles  tan- 
gentes à  C.  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  droites  (Mathésis). 

%  ^^  —  Propriétés  des  epnicfues  d'un  faisceau 

tan^entiel. 

631.  —  Il  n'existe  qu'une  seule  conique  du  faisceau  tangente  à  une 
droite  donnée. 

Si  X',  |ul',  v'  sont  les  coordonnées  d'une  droite,  Téquation  de  la  conique 
du  faisceau  qui  leur  est  tangente  est 

Corollaire.  —  //  n'existe  qu'une  seule  conique  tangente  à  deux  droites 
données  en  des  points  donnés  et  à  une  troisième  droite  donnée. 

682.  —  Deux  droites  conjuguées  par  rapport  à  deux  coniques  le  sont 
par  rapport  aux  courbes  du  faisceau  tangentiel  ayant  ces  courbes  pour 
bases. 

Car  les  deux  égalités 

entraînent  la  suivante 

x(^V  -  ^2V)  +  f^(9V'  -  ^^V')  +  ^•'(^V  -  ^^V)  =  0- 

633.  —  Le  pôle  d'une  droite  (X,  a,  v),  par  rapport  à  l'une  des  coniques 
du  faisceau  tangentiel,  a  pour  coordonnées 

Si  nous  égalons  ces  rapports  à  1  :  6,  il  vient 

6x  —  (p\  +  kl\  =  0,      ey  —  (p'^  4-  kl'^  =  0,      Bz  —  (p\  +  kl\  =  0. 

En  éliminant  /r  et  6  entre  ces  trois  relations,  on  obtient,  dans  le  cas  où 
au  moins  Tune  des  trois  égalités 

25 
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n'est  pas  vérifiée,  c'est-à-dire,  quand  la  droite  (X,  fXy  v)  n'a  pas  le  même 
pôle  par  rapport  à  deux  coniques  quelconques  du  faisceau, 


X, 

?'x» 


!/= 


f  V     =0.      (a) 

V 


1 

X, 

y. 

2 

(X«  +  0(3  +  -/v) 

n- 

9',. 

?'v 

«. 

(3. 

-/ 

Le  lieu  du  pôle  P  d'une  droite,  'par  rapport  aux  coniques  tangentes  à 
quatre  droites  données,  est  donc  une  droite  évidemment  conjuguée  à  la 
droite  donnée. 

Dans  le  cas  d'un  faisceau  de  coniques  bi tangentes  (528),  l'équation 
ci-dessus  devient 


=  0, 


et  représente  une  droite  passant  par  le  pôle  de  la  droite  des  contacts. 

634.  —  Théorème  de  Newton.  —  Loreque  la  droite  donnée  se  trouve 
tout  entière  à  l'infini,  ses  pôles  par  rapport  aux  coniques  sont  les  centres 
de  celles-ci. 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  d'un  faisceau  tangentiel  de  bases  cp 
et  2  est  donc  une  droite  ayant  pour  équation 


0. 


Comme  les  couples  de  sommets  opposés  d'un  quadrilatère  formé  par  les 
quatre  tangentes  communes  sont  les  coniques  dégénérées  du  faisceau, 
coniques  dont  les  centres  se  trouvent  aux  points  milieux  des  diagonales  (410), 
on  en  conclut  que  : 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère  est  la 
droite  passant  par  les  milieux  des  trois  diagonales; 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  tangentes  à  deux  droites  données  en  des 
points  donnés  est  la  droite  qui  joint  le  milieu  de  la  ligne  des  contacts 
au  pôle  de  cette  droite  (496). 

636.  —  Par  rapport  aux  coniques 

9  —  ^2  =  0,'       9  +  A:2  =  0 


X, 

y. 

z 

G. 

F. 

N 

G'. 

F', 

N' 
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du  faisceau,  les  pôles  d'une  droite  X,  (i,  y  ont  pour  coordonnées 

;r"  :  cp'x  +  ^2'x  =  2/"  :  9V  +  ^"^V  =  ^"  '  '^'v  +  ^^V 

On  voit  donc  que  ces  points,  qui  sont  situés  sur  la  droite  joignant  les 
pôles  de  la  droite  donnée  par  rapport  aux  coniques  9  et  2,  sont  conjugués 
harmoniques  par  rapport  à  ces  derniers  points  ayant  pour  coordonnées 

«  :  P  :  7  =  <P'x  :  ?V  •  ^'v  •       «'  :  /3'  :  /  =  ^\  -  ^'^  :  ^\- 

Lorsque  la  droite  donnée  est  une  tangente  commune  aux  coniques  du 
faisceau,  ses  pôles  coïncident  avec  les  points  de  contact  des  coniques. 
Donc,  les  courbes 

9  =  0,        2  =  0,        (p  —  A;2  =  0,        cp  +  ^S  =  0, 

touchent  une  de  leurs  tangentes  communes  en  quatre  points  en  proportion 
harmonique,  ou  encore, 
Les  couples  de  coniques 

cp  —  A*2  =  0,        9  +  kl  =  0, 

touchent  une  de  leurs  tangentes  communes  en  de^  points  en  involution,  les 
foyers  étant  les  points  de  contact,  avec  la  même  droite,  des  coniques  cp  et  1, 

636.  —  Lorsque  les  coordonnées  x,  y  eX  z  du  point  P  sont  fixes, 
l'équation  (a)  représente  Fenveloppe  de  la  polaire  de  ce  point  par  rapport 
aux  coniques  du  faisceau. 

Cette  équation  tangentielle,  étant  du  second  degré,  représente  une  conique  ; 
cette  courbe  dégénère  en  deux  points  parmi  lesquels  le  pôle  de  la  ligne  des 
contacts,  quand  les  coniques  du  faisceau  sont  bitangentes. 

Les  polaires  d'un  point  fixe,  par  l'apport  à  un  système  de  coniques 
bitangentes,  passent  donc  par  un  point  fixe  ayant  pour  équation 


X, 

y, 

Z 

<p'x. 

^'.' 

?'v 

«. 

^. 

y 

=  0. 


Les  diagonales  du  quadrilatère  circonscrit  aux  coniques  du  faisceau 
sont  les  polaires  du  point  P  par  rapport  aux  coniques  dégénérées  du 
faisceau  (413). 

La  conique  (a)  est  donc  inscrite  au  triangle  formé  par  les  diagonales  du 
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quadrilatère  formé  par  les  quatre  tangentes,  triangle  conjugué  aux  courbes 
du  faisceau  (400). 

537.  —  Lorsque  le  point  P  est  à  l'infini  dans  une  direction  donnée,  ses  polaires, 
par  rapport  aux  coniques,  sont  les  diamètres  de  ces  courbes  conjugués  à  la 
direction  donnée.  . 

Donc,  les  diamètres  des  coniques  d*un  faisceau  tangentiel,  conjugués  à  une 
direction  donnée,  enveloppent  une  conique;  ils  pivotent  autour  d*un  point 
dans  le  cas  d'un  faisceau  de  coniques  bitangentes. 

Lorsque  le  point  P  coïncide  avec  le  centre  de  Tune  quelconque  des  coniques  du 
faisceau,  Tenveloppe  des  polaires  de  P  est  une  parabole,  l'une  des  tangentes  à 
la  courbe  enveloppe  étant  la  droite  de  Tinfini. 

638.  —  Par  le  point  fixe  P,  menons  une  droite  PC;  le  lieu  des  pôles 
de  cette  ligne,  par  rapport  aux  coniques  du  faisceau,  est  une  seconde 
droite  QG,  passant  évidemment  par  le  point  de  contact  C  de  PC  avec  la 
conique  du  faisceau  qui  lui  est  tangente.  On  sait  que  ces  deux  droites 
PC,  QC  sont  conjuguées  par  rapport  à  toutes  les  coniques  du  système. 

Si  la  droite  PC  pivote  autour  de  P,  sa  conjuguée  QC  enveloppe  la 
conique  (a). 

En  effet,  en  désignant  par  X,  ix,  v  les  coordonnées  de  la  droite  QC, 
par  X',  |jl',  v',  celles  de  la  droite  PC  et  par  x,  y,  x,  celles  du  point  P,  on 
exprime  que  la  droite  QC  est  la  conjuguée  de  PC,  par  rapport  à  deux 
coniques  cp  et  2  du  faisceau  et,  par  suite,  par  rapport  à  toutes  les  coniques 
du  système,  et  que  cette  dernière  droite  pivote  autour  du  point  fixe  P,  au 
moyen  des  relations  suivantes  : 

^'9'X  +  .">V  "^  '-^'^'v  =  ^. 
X'2'^  +  ^'2'^  +  v'i;  =  0, 

X'x     4-  /y      -\-  vz     =0. 

En  éliminant  X',  fj.\  y'  entre  ces  équations,  on  obtient  la  relation 


x,        y,       % 

A»  JA'  V 


=  0, 


entre  les  coordonnées  X,  ^^  v  de  la  droite  variable  QC,  relation  qui  n'est 
autre,  par  conséquent,  que  l'équation  tangentielle  de  l'enveloppe  de  cette 
droite.  Donc, 
Si  une  droite  pivote  autour  d*un  point  fixe^  sa  conjuguée^  lieu  de  ses 
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pôle^  par  rapport  aux  coniques  d*un  faisceau  tangentiel,  enveloppe  la  même 
conique  que  les  polaires  du  point  fixe  par  rapport  aux  mêmes  courbes, 

530.  ~  Coniques  homofocales.  —  Le  lieu  des  pôles  d*une  droite  donnée  par 
rapport  à  un  faisceau  de  coniques  homofocales  a  pour  équation 


=  0,  ou  (jjur  —  Xy)  ff'^  +  (Xç'jj,  —  [L^y}  *  =  ^• 


=  0. 


X,      y,      z 

X.       f*,       0 

Cest  donc  une  droite  perpendiculaire  à  la  droite  donnée 

Xx  +  {jty  +  v2  =  0. 

Le  pôle  de  cette  droite  par  rapport  à  la  conique  du  système  qui  lui  est  tangente 
étant  le  point  de  contact,  on  en  conclut  le  théorème  suivant  : 

Le  pôle  de  la  tangente  au  point  A  d*une  conique  F,  par  rapport  à  une  série 
de  coniques  homofocales  à  F,  décrit  la  normale  au  point  A,  ou  encore, 

Le  pôle  d'une  droite  donnée  par  rapport  à  un  système  de  coniques  homo- 
focales décrit  la  normale  à  la  conique  du  système  tangente  à  la  droite 
donnée. 

Lorsque  la  droite  donnée  pivote  autour  d*un  point  fixe  P  (a,  p,  7),  les  normales 
enveloppent  la  conique  représentée  par  V équation  tangentielle 

a,      p,      7 

X,  {JL,  0 

C'est  aussi  Tenveloppe  des  polaires  du  point  par  rapport  à  toutes  les  coniques 
du  système. 

L'équation  ci-dessus,  ne  contenant  pas  de  terme  en  v^,  représente  une  parabole  to. 

Les  polaires  du  point  P  par  rapport  aux  deux  coniques  du  système  qui  y  passent, 
se  confondent  avec  les  tangentes  à  ces  courbes  en  ce  point.  Ces  droites  étant 
rectangulaires  (509),  le  point  P  appartient  à  la  directrice  de  la  parabole  w. 

Les  axes  de  symétrie  communs  aux  courbes  du  système  sont  aussi  des  tangentes 
à  la  parabole  w,  car  ces  droites  sont  les  polaires  de  P  par  rapport  aux  deux  coniques 
réduites  à  un  couple  de  foyers  (413). 

La  droite  qui  joint  le  point  P  au  centre  commun  des  courbes  est  donc  la 
directnce  de  la  parabole  w. 

640.  —  Les  tangentes  menées  d*un  point  P  aux  coniques  d\in  faisceau 

tangentiel  forment  un  système  en  involution. 

En  effet,  la  droite 

\x  -\-  liy  -^  v%  =  0 

passe  par  un  point  fixe  (a,  (3,  7)  et  est  tangente  à  une  conique  du  faisceau, 
quand  on  a  les  relations 

Xa  +  /JLJ3  4-  vy  =  0,  (p(X,  u,  v)  —  A,2(X,  y,  v)  =  0. 
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En  éliminant  v  entre  ces  équations,  il  vient 

,[,„_(-±^^)]_..[,,._('^^)]=„, 

équation  du  second  degré  homogène  par  rapport  à  X  et  fz,  par  conséquent 
de  la  forme 

(A  —  A'A-)  -J  +  (B  —  B'A')  -  +  C  —  C'^  =  0, 

et  exprimant  que  les  tangentes,  menées  du  point  P  à  une  conique  quel- 
conque du  faisceau,  sont  conjuguées  dans  un  système  en  invoiution^lOS.'. 

641.  -—  Corollaires.  —  I.  Les  rayons  doubles  de  Tinvolution  sont  évidemment 
les  tangentes  menées  par  le  point  P  aux  coniques  du  feisceau  passant  par  ce  point. 

Comme  il  y  a  deux  rayons  doubles,  on  en  conclut  Texistence  de  deux  conique 
réelles  ou  imaginaires,  inscrites  dans  un  quadrilatère  donné  et  passant  par  un 
point  donné. 

II.  Lorsque  le  point  P  se  trouve  sur  Tune  des  tangentes  communes,  les  rayons 
doubles  coïncident  et  les  points  de  contact  des  deux  coniqties  qui  passent  par  P, 
coïncident  avec  ce  point;  ces  courbes  se  confondent  donc. 

Réciproquement,  si  les  coniques  d'un  faisceau  tangentiel  qui  passent  par  un 
point  donné  coïncident,  ce  point  est  situé  sur  l'une  des  tangentes  communes. 

III.  Les  droites  qui  joignent  le  point  donné  à  deux  sommets  opposés  du  quadri- 
latère des  tangentes  sont  conjuguées  dans  le  système. 

IV.  Dans  une  involutionde  droites,  il  y  a  deux  éléments  rectangulaires;  donc. 
Il  y  a  une  conique  du  faisceau  dont  le  cercle  de  Monge  passe  par  un  point 
donné  du  plan. 

V.  Si  deux  couples  d'éléments  sont  rectangulaires,  Tinvolution  est  orthogonale; 
donc, 

Les  cercles  de  Monge  des  coniques  du  faisceau  passent  par  les  points  d'où 
l'on  voit,  sous  un  angle  droit,  les  diagonales  du  quadrilatère  des  tangentes 
communes. 

Ces  points,  devant  se  trouver  sur  les  cercles  décrits  sur  ces  trois  diagonales  comme 
diamètres,  coïncident  donc  avec  les  deux  points  d'intersection  de  ces  trois  cercles. 

Par  conséquent,  les  cercles  de  Monge  des  coniques  du  faisceau  ont  même  axe 
radical,  directrice  de  la  parabole  du  système. 

La  directrice  d'une  parabole  passant  par  l'orthocentre  du  triangle  formé  par 
trois  tangentes,  on  en  conclut  encore  le  théorème  : 

Les  orthocentres  des  quatre  triangles  foimés  par  quatre  droites  sont  situés 
sur  l'axe  radical  commun  aux  trois  cercles  ayant  pour  diamètres  les  diago- 
nales du  quadrilatère  qu'elles  forment, 

642.  —  Les  cercles  de  Monge  des  coniques  d'un  faisceau  tangentiel  formant  un 
faisceau  ponctuel,  comme  on  peut  encore  le  voir  par  la  forme 

(N  - /i:N')  ^2  +  y2)  -  2(G  -  AG')^:  —  2  F  -  A:F')y -h  L  +  M  —  A:(L' +  M')  =  0 

de  leur  équation  générale,  on  en  conclut  que 
Les  deux  points  d'intersection  A  et  B  de  l'un  des  cercles  de  Monge  avec  le 
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diamètre  commun  aux  coniques  du  faisceau  (534),  sont  conjugués  dans  un 
système  en  involution  ayant  pour  foyer  les  points  limites  du  faisceau  de 
ces  cercles  (147). 

Ces  foyers  sont  les  cercles  de  Monge  correspondant  à  des  hyperboles  équi- 
latères  ou  à  des  points  doubles.  Donc, 

Dans  un  faisceau  tangentiel  de  coniques,  il  y  a  généralement  deux  hyper- 
boles équilatères  réelles  ou  imaginaires;  les  centres  de  ces  courbes  sont 
également  distants  de  la  directrice  de  la  parabole  du  système. 

Dans  le  cas  d*un  faisceau  de  coniques  bitangentes,  le  pôle  P  de  la  corde  des 
contacts  constitue  une  conique  dégénérée  du  système  (deux  points  confondus). 
Évidemment,  le  cercle  de  Monge  correspondant  se  réduit  à  ce  point  (411).  Un  pareil 
faisceau  ne  comprend  donc  qu'une  hyperbole  équitalère  réelle  (465),  et  on  a  le 
théorème  suivant  : 

Dans  un  faisceau  de  coniques  bitangentes,  les  points  doubles  de  Vinvo- 
lution  déterminée  par  les  points  d'intersection  de  leurs  cercles  de  Monge  avec 
leur  diamètre  commun,  sont  le  pôle  de  la  cm^de  des  contacts  et  le  centre  de 
l* hyperbole  équilatère  du  système. 

Les  points  H  et  C  étant  les  centres  d'une  hyperbole  équilatère  et  d'une  conique 
qui  lui  est  bitangente,  P  le  pôle  de  la  ligne  des  contacts,  le  produit  CH  x  GP  est 
égal  à  la  somme  des  carrés  des  demi-axes  de  symétrie  de  la  conique  C. 

643.  —  Quand  il  s'agit  de  coniques  homofocales,  les  coefficients  angulaires  des 
tangentes  menées  d'un  point  (a,  (3,  7)  à  une  même  courbe  du  faisceau  sont  déter- 
minés par 

^ [X,  iJL,  -  (Xa  +  fxf5)]  -  k03-  +  ïjl2)  =  0, 

ou,  en  développant, 

(Na2  -  «2Ga  +  L  -  A-)-2  +  2(Na;5  -  Fa  -  G|5  +  H)-  +  Nj32  -  2F(3  +  M  —  A  =  0, 
équation  de  la  forme 

Elle  exprime  que  les  faisceaux  formés  par  les  deux  tangentes  sont  inversement 
égaux  (105):  de  plus,  les  coefficients  angulaires  t'  et  t"  de  ces  droites  satisfaisant 
à  la  relation 

^t't"  +  -^^t'  +  t")  -  B  =  0, 

on  en  conclut  que  les  rayons  doubles  réels  de  l'involution  sont  rectangulaires. 
Par  conséquent, 

Les  couples  de  tayigentes  menées  d'un  point  à  un  système  de  coniques 
homo focales  sont  également  inclinées  sur  les  rayons  vecteurs  joignant  le  point 
donné  aux  foyers. 

Les  rayons  vecteurs  qui  joignent  un  point  d'une  conique  aux  foyers  sont 
également  inclinés  sur  la  tangente  en  ce  point. 

Par  un  point  du  plan,  on  peut  mener  deux  coniques  homo  focales  se 
coupant  normalement  en  ce  point. 

Ces  théorèmes  ont  été  trouvés  précédemment  (509). 
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Application.  —  Les  coniques  représentées  par  Véqxuition 

y(X,  |JL,  v)  -  kiX^  -  ^qliL  -  1^2)  =  0 

ont  le  même  cercle  de  Monge.  Leurs  foyers  décrivent  une  hyperbole  éguiUUère, 
Le  cercle  de  Monge 

N(a^  +  y2)_2Gx-2Fy  +  L  +  M==0 

de  l'une  de  ces  courbes  ne  dépend  pas,  en  effet,  de  k. 

EXERCICES.  —  1.  Le  cercle  décrit  sur  une  corde  quelconque  d'une  conique 
comme  diamètre  ne  coupe  jamais  le  cercle  de  Monge  de  la  courbe. 

2.  Si,  sur  la  base  6C  d'un  triangle  ABC  comme  diamètre,  on  décrit  une  circon- 
férence de  centre  A',  la  projection  sur  A  A'  du  point  de  contact  de  la  tangente 
au  cercle,  issue  de  A,  est  le  centre  d'une  hyperbole  équilatère  tangente  aux 
côtés  AB,  BC  aux  points  B  et  C.  Mener  les  asymptotes  de  cette  courbe. 

3.  Lorsqu'une  parabole  est  bitangente  à  une  hyperbole  équilatère,  la  directrice 
de  la  première  courbe  est  perpendiculaire  au  milieu  de  la  droite  joignant  le  centre 
de  l'hyperbole  au  pôle  de  la  corde  des  contacts. 

4.  Si  deux  hyperboles  équilatères  sont  bitangentes,  elles  ont  mêmes  asymptotes. 

5.  On  considère  une  hyperbole  équilatère  H  et  le  quadrilatère  formé  par  les 
tangentes  aux  points  d'incidence  des  normales  issues  d'un  même  point.  Démontrer 
que  les  circonférences,  décrites  sur  les  diagonales  du  quadrilatère  comme  diamètres, 
passent  par  le  centre  de  H  et  sont  mutuellement  tangentes  en  ce  point  (Mathesis), 


CHAPITRE  IX. 

CONIQUES  BITANGENTES  A  DEDX  CONIQDES  DONNEES. 

644.  — -  Propriété  des  cordes  doubles.  —  En  représentant  par 

F(x,  i/)=0,       S(a:,i/)  =  0, 

les  deux  coniques  données,  l'équation  d'une  courbe  du  second  ordre  qui 
leur  est  bitangente  doit  pouvoir  prendre  les  deux  formes  : 

F  —  fc2R2  =  0,       k'&  —  R'2  =  0, 

où  k^  et  k'  sont  des  quantités  réelles  positives  ou  négatives,  R  et  R'  des 
polynômes  du  premier  degré  en  xei  y  à  coefficients  réels. 

En  retranchant  ces  deux  égalités  membre  à  membre,  on  obtient  Videntité 

F  —  ^'S  =  (AR  +  R')  (m  —  R'). 
L'équation 

F  —  A;'S  =  0 
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doit  donc  représenter  un  couple  de  droites  réelles  ou  imaginaires  con- 
juguées, c'est-à-dire,  deux  cordes  communes  aux  deux  coniques  données. 
Comme  on  le  voit,  ces  cordes  forment  un  faisceau  harmonique  avec  les 

cordes  de  contact 

R  =  0,        R'  =  0 

de  la  conique  bitangente  avec  les  coniques  données. 

646.  —  Équation  de  la  conique  bitangente.  --  Soit  k!  un  paramètre 
réel  tel  que  Ton  ait  identiquement 

F-^'S  =  PQ,  (1) 

P  et  Q  étant  des  polynômes  du  premier  degré  en  a;  et  y  ;  les  équations 

p  =  0,        Q  =  0, 

représentent  donc  des  droites  réelles  ou  imaginaires  conjuguées. 

D'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  les  deux  cordes  des  contacts  réelles 
de  la  conique  bitangente  avec  les  coniques  données  ont  pour  équations 

p  +  A:Q  =  0,        P  -  /^Q  ==  0, 

si  P  et  Q  sont  des  droites  réelles,  et  (78) 

A  +  AB  =  0,      A  —  ^  B  =  0, 

si  les  droites  P  et  Q  sont  imaginaires  conjuguées  et  représentées  par  des 
équations  de  la  forme 

p  =  A  +  hV^^  =  0,       Q  =  A  —  BV^^Ï  =  0, 

les  cordes  de  contact  étant,  en  effet,  conjuguées  harmoniques  par  rapport 
aux  cordes  communes  considérées. 

Dans  le  premier  cas,  la  conique  bitangente  aux  coniques  données  est 
représentée  par 

(P  +  A:Q)2  —  rF  =  0      ou      (P  —  kQf  —  t'S  =  0. 
En  retranchant  membre  à  membre  ces  équations,  on  obtient  VidentUé 

F  — -S 
4A:PQ  =  rF  — rS      ou      PQ  =  —      ^ 


D'où  l'on  conclut,  à  cause  de  (1), 


4-  =  l,     ^  =  k\    d'où    t'  =  ikk\ 
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Les  deux  équations  précédentes  peuvent  donc  s'écrire 

(P  +  /cQ)2  —  AkF  =  0,      (P  —  ^Q)2  —  ikk'S  =  0, 
ou  prendre  la  forme  unique 

P2  —  2fc  (F  +  k'S)  -h  ^2Q2  =  0. 

Dans  le  second  cas,  la  conique  bitangente  est  représentée  par  Tune  et 
Tautre  des  équations 

(A  +  /cB)2  —  tV  =  0,      (A  —  1^  B)2  —  rs  =  0. 
En  les  ajoutant  membre  à  membre,  on  a  l'identité 

(1  +  ^2)(A2  +  B2)=/F  +  A:2/'S, 

ou  encore, 

F  +  -—S 
A2  -4-  B2  =  PQ  =     ,    ■  ^._    =  F  —  k'S. 

On  en  tire  t 

-/-  =  —  k\    '—Y^  =  1,     d  où     i  =  1  +  Â:2,     kH'  =  —  A:'(i  +  A-j. 

Les  deux  équations  précédentes  peuvent  donc  s'écrire 
(A  -f  k^f  —  (1  +  /r2)F  =  0,       (A-A  —  B)2  +  (1  -f-  k^)  k'S  =  0,     (2) 
et  l'on  voit  facilement  qu'elles  sont  identiques. 

546,  —  Il  y  a  généralement  trois  séries  de  coniques  bitangentes 
à  deux  courbes  du  second  degré  ;  chaque  série  correspond  à  l'un  des  trois 
couples  de  cordes  communes  aux  deux  courbes. 

Pour  chaque  série,  les  deux  cordes  de  contact  se  correspondent  dans  un 
système  en  involution  ayant,  pour  centre,  le  point  d'intersection  des  cordes 
communes  correspondant  à  la  série  considérée,  et  pour  droites  doubles, 
ces  cordes  elles-mftmes. 

Les  courbes  de  chaque  série  ne  sont  réelles  que  lorsque  le  couple 
de  cordes  correspondant  est  formé  de  droites  réelles  ou  imaginaires 
conjuguées.  Il  y  a  donc  toujours  au  moins  une  série  de  coniques  réelles 
bitangentes  à  deux  coniques  données. 

Les  trois  séries  de  coniques  sont  réelles  quand  les  deux  courbes  données 
se  coupent  en  des  points  réels  ou  en  des  points  imaginaires  conjugués. 

Quand  les  deux  coniques  données  ont  deux  points  réels  et  deux  points 
imaginaires  conjugués,  il  n'y  a  qu'une  seule  série  de  coniques  bitangentes. 
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647.  —  //  existe  deux  séries  de  coniques  tangentes  à  deux  droites  réelles 
données  et  bitangentes  à  une  conique  donnée,  quand  les  deux  droites  coupent 
ou  ne  coupent  pas  la  courbe  en  des  points  réels. 

Les  deux  séries  de  coniques  existent  toujours  quand  les  deux  droites  sont  ima- 
ginaires conjuguées. 

Dans  le  cas  où  ces  dernières  droites  sont  les  droites  isotropes,  le  théorème  devient  : 

Il  y  a  deux  séries  de  coniques  ayant  un  foyer  donné  et  bitangentes  à  une 
conique  donnée. 

On  a  encore  : 

La  corde  des  contacts  avec  la  conique  donnée  d'une  courbe  de  Vune  des 
séries,  et  la  directnce  de  cette  dernière  conique  correspondant  au  foyer 
donné,  sont  conjuguées  dans  un  système  en  involution. 

Il  n'existe  pas  de  conique  réelle  tangente  à  deux  droites  réelles  données  et  bitan- 
gente  à  une  conique  donnée,  quand  celle-ci  est  coupée  en  deux  points  réels  par 
Tune  seulement  des  deux  droites. 

548.  —  Quand  les  deux  coniques  se  réduisent  chacune  à  un  couple  de  droites, 
les  coniques  bitangentes  ne  forment  plus  qu'une  seule  série;  les  deux  droites  des 
contacts  se  coupent  au  point  d'intersection  des  diagonales  du  quadrilatère  formé 
par  les  deux  couples  de  droites,  seul  système  de  cordes  communes. 

Il  n'y  a  qu'une  série  de  coniques  tangentes  à  deux  couples  de  droites  imaginaires 
conjuguées;  car,  ces  deux  systèmes  ont  pour  cordes  communes  deux  droites  réelles. 

En  particulier,  quand  ces  droites  imaginaires  sont  deux  couples  de  droites  iso- 
tropes, issues  des  points  F  et  F',  le  théorème  devient  : 

//  n'y  a  qu'une  seule  série  de  coniques  ayant  deux  foyers  donnés. 

649.  —  Il  y  a  trois  séries  de  coniques  tangentes  à  quatre  droites  réelles 

données.  —  On  peut,  en  effet,  grouper  ces  quatre 

droites  en  deux  couples  de  trois  manières  diffé- 

rentes  * 

QP  et  ML,       QL  et  PM, 

QP  et  PM,       QL  et  IJtf, 

QP  et  QL,        LM  et  PM. 

A  chacune  d'elles  correspond  un  couple  de 
cordes  communes 

QM  et  LP,       QM  et  RJS,       LP  et  RN, 

et,  par  conséquent,  une  série  de  coniques  tan- 
gentes aux  quatre  droites. 

I^s  deux  cordes  des  contacts  relatives  à  chaque 
série  se  coupent  en  l'un  des  trois  points  C,  A,  B  de  section  des  trois  couples  de  cordes. 

560.  —  Coniques  bitangentes  à  deux  cercles  donnés.  —  Désignons  par 

F{a:,y)  =  0,       S(a:,  i^)  =  0, 

les  équations  des  deux  cercles  donnés,  ramenées  à  la  forme 

x'^  +  y'^  +  ^x  +  'lfy  -\-n==  0. 
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Le  paramètre  k'  tel  que  Téquation 

F  —  A:'S  =  0 

représente  deux  droites  est  égal  à  l'unité,  et  ces  deux  droites  sont  Taxe  radical  et 
la  droite  de  Tinfini  (450);  elles  ont  pour  équations 

F  —  s  =  0,       1  =  0. 

L'équation  générale  de  la  série  correspondante  des  coniques  bitangentes  aux  deux 
cercles  est  donc 

(F  —  Sy^—  2A:(F  +  S)  +  A:2  =  0       ou       (F  +  S  -  ^)2  =  4FS, 

ou  encore, 

F  +  S  — A:  =  ±2Hi^, 

équation  qui  peut  encore  se  mettre  sous  la  forme 

Vy  ±V^  =  VTi,  (3) 

et  qui  exprime  que  le  lien  d*un  point  tel  que  la  somme  ou  la  diffèt'ence  des  tan- 
gentes menées  de  ce  point  à  deux  cercles  donnés  est  une  conique  bitangente 
aux  deux  cercles. 

Les  cordes  des  contacts  sont  des  droites  parallèles  situées  à  des  distances  égales 
de  l'axe  radical. 

Lorsque  les  deux  cercles  donnés  se  réduisent  à  leurs  centres,  ceux-ci  sont  les 
foyers  de  la  conique  (3).  On  retombe  ainsi  sur  la  propriété  fondamentale  des  foyers. 

Il  y  a  également  deux  autres  séries  de  coniques  bitangentes  aux  deux  cercles, 
quand  ceux-ci  ne  se  coupent  pas.  Leurs  équations  s'obtiennent  en  remplaçant  dans 
l'équation  (2)  le  paramètre  k'  par  les  valeurs,  autres  que  l'unité,  qui  annulent  le 
discriminant 

(1  -  k'y^n  -  n'k')  -  (1  -  nig  -  g'k'f  +  if-rky] 
de  l'équation 

F— A:'S  =  0    ou    a^+y^^^x+^fy+n-'k'(x^+y^  +  '^'x  +  ^ry+n')  =  0. 

et  les  polynômes  

A  +  Bl^— 1,        A-Bl^-l, 

par  les  premiers  membres  des  équations  des  cordes  communes  correspondant 
aux  valeurs  de  k'  considérées. 
Ces  valeurs  de  k'  sont  les  racines  de  l'équation 

(1  -  k')(n  ~  n'k')  -  (^  -  g'ky  —  {f—  f'k'f  =  0, 

que  l'on  obtient  encore  en  écrivant  que  le  rayon  du  cercle  représenté  par 

F  -  A'S  =  0, 

est  nul  (144).  Pour  chacune  de  ces  racines,  l'équation  ci-dessus  représente  un 
cercle  qui  se  réduit  à  son  centre,  ou  les  droites  isotropes  issues  de  ce  point  (181). 
Donc, 
Deux  cercles  ont  pour  cordes  communes,  outre  Vaxe  radical  et  la  droite  de. 
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r  in  fini,  les  deux  couples  de  droites  isotropes  issues  des  points  limites  du 
faisceau  défini  par  les  deux  cercles. 

Les  droites  des  contacts  des  coniques  bitangentes  aux  deux  cercles  correspon- 
dant à  l*un  de  ces  couples  de  droites  sont  donc  rectangulaires,  et  Ton  a  le  théorème  : 

On  décrit  deux  cercles  bitangents,  Vun  extérieurement.  Vautre  intérieu- 
rement à  une  conique  donnée;  le  point  de  rencontre  des  detix  lignes  des 
contacts  est  l'un  des  points  limites  du  faisceau  circulaire  déteiminé  par  les 
deux  cercles;  et  comme  cas  particuliers  : 

Si  B  est  le  point  de  section  de  la  ligne  des  contacts  d'un  cercle  de  centre  A 
bitangent  à  une  conique  avec  la  tangente  en  Vun  des  sommets  de  la  courbe,  la 
droite  AB  pivote  autour  d'un  point  fixe,  centre  du  cercle  bitangent  à  la 
conique  au  sommet  considéré  ; 

Si  B  est  le  point  de  section  de  la  ligne  des  contacts  d'un  cercle  de  centre  A 
bitangent  extérieu,rement  à  une  comque  avec  Vune  des  directrices,  la  droite 
AB  passe  par  le  foyer  F  rfe  la  courbe;  de  plus,  le  point  B  est  le  pied  de  la 
polaire  du  point  F  par  rapport  au  cercle  ; 

Le  lieu  des  foyers  des  coniques  bitangentes  à  un  cercle  donné  en  des  points 
donnés  est  un  cercle, 

661.  —  Équation  tangentielle  des  coniques  bitangentes  à  deux 
coniques  données.  —  En  désignant  par 

9(^,  i^,  'A  =  0,         2(X,  a,  v)  =  0, 

les  équations  tangentielles  des  deux  courbes,  celle  d'une  conique  qui  leur 
est  bitangente  doit  pouvoir  prendre  les  deux  formes 

9  _  A;2R2  ^  0,         k'I  —  R'2  =  0, 

dans  lesquelles  k^  et  k'  sont  des  quantités  positives  ou  négatives,  R  et  R' 
des  polynômes  du  premier  degré  à  coefficients  réels  en  X,  jw.,  v. 

En  raisonnant  comme  au  n**  545,  on  verra  quMl  y  a  trois  séries  de 
courbes  correspondant  chacune  à  un  couple  d'ombilics  réels  ou  imagi- 
naires conjugués;  que,  pour  une  même  série,  les  pôles  des  cordes  de 
contact  forment  un  système  en  involution  ayant  pour  foyers  les  deux 
ombilics  correspondants. 

Dans  le  cas  où  ces  points  sont  réels,  l'équation  de  la  série  correspon- 
dante des  coniques  a  la  forme 

P2  _  ^k((p  4-  k'I)  +  ^2Q2  =  0, 

dans  laquelle  l'équation 

9  —  fc'2  =  PQ  =  0 

représente  le  couple  d'ombilics  considéré. 
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Lorsqu'ils  sont  imaginaires  conjugués  et  ont  des  équations  de  la  forme 


Q  =  k  —  B\^—i  =0, 


P  =  A  +  B^/— 1=0, 
réquation  de  la  série  de  courbes  est 

(A  +  AB)2  — (1  +  A:2)9  =  0. 

Quand,  parmi  les  quatre  tangentes  communes,  deux  seulement  sont 
réelles,  il  n'y  a  qu'une  seule  série  de  coniques  bitangentes  (442);  on 
retrouve  ainsi  le  théorème  du  n°  442  : 

Si  deux  coniques  n'ont  que  deux  points  réels  communs,  elles  n*ont 
que  deux  tangentes  réelles  et  réciproquement. 

662.  —  Corollaires.  —  I.  Lorsque  Tune  des  coniques  se  réduit  à  deux  points, 
on  a  le  théorème  : 

Il  y  a  deux  sénés  de  coniques  bitangentes  à  une  conique  donnée  et  passant 
par  deux  points  quand  ces  points  sont  tov^  deux  extérieurs  à  la  courbe 
donnée  (445). 

Si  Tun  des  points  est  extérieur,  l'autre,  intérieur  à  la  conique  donnée,  les  coniques 
bitangentes  n'existent  pas. 

II.  Lorsque  Tune  des  coniques  se  réduit  aux  points  cycliques,  les  coniques 
bitangentes  sont  des  cercles.  Donc, 

Il  y  a  deux  séries  de  cercles  bitangents  à  une  conique  donnée;  pour  chaque 
série,  le  pôle  de  la  corde  des  contacts  et  le  centre  du  cercle  sont  conjugués  dans 
une  involution  ayant  pour  points  doubles  les  foyers  de  la  conique. 

III.  Si  les  deux  coniques  se  réduisent  chacune  à  un  couple  de  points  A  et  B,  C  et 

D,  les  coniques  bitangentes 
ne  forment  plus  qu'une  seule 
série;  les  pôles  des  cordes 
de  contact  ou  des  droites  A6, 
CD  forment  un  système  en 
involution  ayant  pour  foyers 
les  points  H  et  0',  seul  couple 
d'ombilics.  Toutefois,  comme 
quatre  points  peuvent  se 
grouper  en  deux  couples  de 
trois  manières  différentes 

A  et  B,  C  et  D, 
B  et  C,  D  et  A, 
G  et  A,       B  et  D. 

on  peut  dire  qu'i/  y  a  trois 
séries  de  coniques  passant 
par  quatre  points  donnés. 

Les  pôles  des  cordes  de  contact  relatives  à  chaque  série  se  trouvent  sur  l'une 

des  droites  O'H,  HO  et  00'. 
On  retrouve  ainsi  les  propriétés  démontrées  au  n^  399. 


Fig.  148. 
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663.  —  Centres  des  coniques  bitangentes  à  deux  coniques  données.  —  Désignons 

par 

ax  +  by  +  c  =  0,       a'x  +  b'y  +  c'  ==  0, 

les  équations  de  deux  cordes  communes  réelles.  Les  coniques  bitangentes  aux 
coniques  données  F  et  S  sont  alors  représentées  par  l'équation 

[ax  +  lfy  +  c  +  k  ia'x  +  b'y  +  c')p  —  -4A:F  =  0. 

Les  centres  de  ces  courbes  sont  déterminés  par  les  deux  égalités 

[ax  +  by  +  c  +  k  (a'x  +  b'y  +  c')]  (a  +  a'k)  -  2A:F'^  =  0, 
[ax  +  by  +  c  +  k  {a'x  +  b'y  +  c')]  {b  +  b'k)  -  Ur^  =  0. 

En  éliminant  k  entre  ces  équations,  on  trouve 

[{ax  +  by  +  c)  (a'¥\  —  bT^)  —  {a'x  +  b'y  +  &)  {a¥'y  —  bF'^)]  (a'b  -  ab') 

+  2^aF'y  -  bF'^)  (a'F'y  -  b'F'^)  =  0, 
ou  encore, 

ax  +  by  +  c  __  a'x  +  b'y  +  c'    .  2        _^ 

flF'y  —  ^F'^  a'F'j,  -  ^'F',    "*■  a'b  —  ab'  ""  "* 

Cette  équation  représente  une  conique  passant  par  le  centre  de  F  et,  par  consé- 
quent, par  celui  de  S  ;  elle  passe  aussi  par  les  milieux  des  deux  cordes  communes 
considérées,  car  son  équation  est  vérifiée  pour  les  valeurs  de  x  et  de  ^  qui 
annulent 

ax  +by  +c  =0      et       aF'^,  —  bF'^!  «=  0, 

a'x  +  b'y  +  c'  =  0      et       a'F'^  -  ^'F',  =  0. 

Exercices.  —  1.  Les  coniques  tangentes  à  deux  droites  se  rencontrant  en  un 
point  0,  et  passant  par  deux  points  A  et  B  forment  deux  séries;  les  cordes  de 
contact  des  courbes  de  chaque  série  passent  par  un  point  fixe  de  la  droite  AB,  et 
les  deux  points  fixes  P  et  Q  ainsi  déterminés  sont  conjugués  harmoniques  par 
rapport  à  A  et  B.  De  plus,  les  pôles  de  la  droite  AB  par  rapport  aux  coniques  des 
deux  séries  décrivent  les  droites  OP,  OQ. 

2.  Les  paraboles  tangentes  à  une  droite  et  passant  par  deux  points  forment 
deux  séries  ;  les  pôles  de  la  droite  qui  joint  les  deux  points  décrivent  deux  droites 
parallèles  et  symétriques  par  rapport  à  la  droite  donnée. 

3.  Les  coniques  ayant  un  foyer  commun  F  et  passant  par  deux  points  A  et  B 
forment  deux  séries;  les  directrices  des  coniques  de  chaque  série  pivotent  autour 
d'un  point  fixe  de  la  droite  AB,  et  les  points  fixes  P  et  Q,  ainsi  déterminés,  sont 
conjugués  harmoniques  par  rapport  à  A  et  B.  De  plus,  les  pôles  de  la  droite  AB, 
par  rapport  aux  coniques  des  deux  séries,  décrivent  des  droites  rectangulaires 
PF,  QF. 

4.  Les  cordes  de  contact  des  coniques  bitangentes  à  une  conique  donnée  ou  à 
deux  droites  données,  et  tangentes  à  une  droite  donnée  en  un  point  donné, 
pivotent  autour  d'un  point  fixe. 

5.  I..es  directrices  des  coniques  ayant  un  foyer  commun  et  tangentes  à  une  droite 
donnée  en  un  point  donné  pivotent  autour  d'un  point  fixe. 

6.  Par  rapport  aux  coniques  passant  par  trois  points  A,  B,  C,  et  touchant  une 
droite  donnée  en  l'un  d'eux,  le  pôle  de  la  droite  joignant  les  deux  autres  décrit 
une  droite. 


—  400  — 

7.  Les  quatre  points  de  contact  des  tangentes  à  deux  coniques,  menées  par  le 
point  de  rencontre  des  deux  droites  suivant  lesquelles  les  courbes  sont  touchées 
par  une  troisième  conique  qui  leur  est  bitangente,  sont  en  ligne  droite. 

8.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  coniques  tangentes  à  deux  droites  et  bitan- 
gentes  à  une  conique  donnée. 

9.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  coniques  ayant  un  foyer  commun  et  bitan- 
gentes  à  une  conique  donnée. 

10.  Le  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère  est  la  droite 
passant  par  les  milieux  des  diagonales  du  quadrilatère. 

a.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  coniques  ayant  un  foyer  commun  et  tan- 
gentes à  deux  droites  données. 

12.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  coniques  passant  par  deux  points  et  bitan- 
gentes  à  une  conique  donnée. 

43.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  coniques  passant  par  deux  points  et  tan- 
gentes à  deux  droites,  ou  ayant  un  foyer  donné. 

14.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  coniques  passant  par  quatre  points,  etc. 


CHAPITRE  X. 

POLAIRES  RÉCIPROQUES. 


§   1.  —  Clourbes  polaires  réciproques* 


664.  —  Relation  entre  deux  courbes  polaires  réciproques.  —  Les 

pôles,  par  rapport  à  une  conique  S,  des  tangentes  menées  à  une  seconde 
conique  F,  sont  situés  sur  une  troisième  courbe  G,  appelée  courbe  polaire 
réciproque  de  F  par  rapport  à  S.  Cette  dernière  conique  S  porte  le  nom 
de  courbe  auxiliaire  ou  directrice. 

Désignons  par  P  et  P'  les  points  de  contact  de  deux  tangentes  m  et  nï 
à  F,  par  M  et  M' les  pôles  de  ces  droites  par  rapport  à  la  conique  S; 

les  points  M  et  M'  sont  situés  sur  la 
courbe  polaire  G  de  F,  et  la  droite  MM' 
qui  les  joint  a  pour  pôle  le  point  d'in- 
tersection P  des  tangentes  m  et  m' (392). 
Lorsque  ces  tangentes  sont  infini- 
ment voisines,  le  point  de  contact  P' 
coïncide  avec  le  point  P  ;  la  droite  PP' 
est,  par  conséquent,  tangente  à  F,  et  son 
pôle,  par  rapport  à  F,  se  trouve  au 
F»g-  149.  point  de  contact  P. 


—  401  — 

Les  points  M  et  M'  étant  alors  aussi  infiniment  rapprochés,  on  en 
conclut  que  le  point  P  est  le  pôle,  par  rapport  à  S,  de  la  tangente  en  M 
à  la  courbe  G. 

On  peut  donc  dire  qu'à  tout  point  P  de  F  coirespond  une  tangente  p  à  G, 
et  inversement^  qu'à  tout  point  M  de  G  correspond  une  tangente  m  à  F. 

De  ce  que  les  pôles  des  tangentes  à  G  décrivent  la  conique  F,  on 
conclut  encore  que  la  courbe  polaire  de  G  est  F. 

La  relation  existant  entre  les  courbes  F  et  G  est  donc  réciproque  ;  d'où 
le  nom  de  courbes  polaires  réciproques  qui  leur  a  été  donné. 

Corollaires,  —  L  Lorsque  la  tangente  à  la  conique  F  est  en  même 
temps  tangente  à  S,  son  pôle,  par  rapport  à  cette  dernière  conique,  coïncide 
avec  son  point  de  contact. 

La  polaire  réciproque  d'une  conique  F,  par  rapport  à  une  seconde 
conique  S,  passe  donc  par  les  points  de  contact  avec  S  des  tangentes 
communes  à  F  et  à  S. 

IL  Si  deux  coniques  sont  taiigentes,  leurs  polaires  réciproques  sont 
aussi  tangentes  y  et  réciproquement. 

De  même,  les  polaires  réciproques  de  deux  coniques  bitangentes  sont 
également  bitangentes, 

666.  —  Équation  de  la  polaire  réciproque  d'une  conique.  —  En 

désignant  par  a,  (3,  y  les  ox)ordonnées  d'un  point  M,  sa  polaire  m,  par 
rapport  à  la  conique 

S  (a:,  y,  z)  =  l'x^  +  m'y^  +  nz^  +  ^fyz  -f  "ig'zx  -f-  "ih'xy  =  0, 

est  représentée  par  l'équation 

x%\  +  y^'p  +  ^S',^  =  0. 

Cette  droite  est  tangente  à  la  conique  F  représentée  par  son  équation 

tangentielle 

(p(X,  ^,  v)  =  0, 

quand  on  a  la  condition  (388) 

<p(S',.S'^,S;)  =  0. 

relation  homogène  du  second  degré  en  a,  |3,  y.  Le  lieu  géométrique  de 
M  est  donc  la  conique  G  représentée  par  l'équation 

G(a:,î/,^)  =  cp(S',,S;,S';=0. 

La  polaire  réciproque  d'une  conique  est  donc  aussi  mie  conique. 
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Si  la  conique  o^  se  rédait  à  deux  points,  la  conique  G  se  compose  de 
deux  droites. 

666.  —  Équation  tangentielle  de  la  polaire  réciproque  d'une  conique. 

—  Soit 

Xx  +  uy  +  vi  ==  0 

Téquation  d'une  tangente  à  la  polaire  réciproque  G  de  F  par  rapport  à  la 
conique  S;  le  pôle  P  de  cette  droite,  par  rapport  à  cette  dernière  courbe, 
a  pour  coordonnées  (394) 

en  désignant  par 

2{X,  a,v)  =  0 

Téquation  tangentielle  de  la  conique  S. 
Le  point  P  se  trouvant  sur  la  conique  F,  on  a  la  condition 

F(«,  P,  7)  =  0      ou       ¥(1\,  2'^,  1\)  =  0, 

qui  n'est  autre  que  Téquation  tangentielle  de  la  polaire  réciproque  G  de 
la  conique  F.  Cette  équation  montre  que  si  la  conique  F  se  compose  de 
deux  droites,  la  conique  G  se  réduit  à  deux  points. 

667.  —  Remarque.  —  Cette  théorie  ne  suppose  pas  que  la  conique 
directrice  S  soit  réelle  ;  elle  subsiste  encore  quand  cette  courbe  est  imagi- 
naire et  représentée  par  une  équation  du  second  degré  à  coefficients  réels. 

668.  —  Conique  directrice  circulaire.  —  Dans  le  cas  où  la  conique 

directrice  est  un  cercle  ayant  pour  rayon  Tunité  de  longueur  r  et  pour 

équation 

&{x,  y,  z)  =  x^  -h  y^  —  ^2  _.  0^ 

le  pôle  d'une  droite  se  construit  avec  la  plus  grande  facilité,  il  suffit  d'abaisser 
du  centre  0  du  cercle  une  perpendiculaire  OQ  sur  la  droite,  et  de  prendre 
sur  cette  perpendiculaire  une  longueur  OP  égale  à  r^  :  OQ  (134). 

La  construction  de  la  polaire  d'un  point  est  analogue. 

Comme  on  ne  se  sert  dans  ces  deux  constructions  que  du  carré  du  rayon 
du  cercle  directeur,  on  peut  faire  abstraction  de  celui-ci  et  dire  que  la 
courbe  G  est  la  polaire  réciproque  de  F  par  rapport  à  un  point  0,  centre 
du  cercle. 

Dans  ce  cas,  si  A  et  B  sont  deux  points  d'une  conique,  a  et  b,  les  tan 
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gentes  à  la  conique  polaire  réciproque  qui  leur  coiTespondent,  c'est>à-dire 
leurs  polaires,  on  a  évidemment 

AOB  =  e, 

Ô  étant  l'angle  de  ces  deux  droites. 

La  polaire  réciproque  G  de  F  a  pour  équation 

90c,  y,  —  2)  =  0, 

ou  encore, 

Lx»  -^  My^  4-  N22  —  iYyz  —  ^Gzx  +  2Hxt/  =  0. 

Cette  courbe  représente  un  cercle  C,  quand  on  a  les  relations 

L  =  M,        H  =  0, 

qui  expriment  que  forigine  des  coordonnées  est  un  tbyer  de  la  conique  F  (502) . 
La  directrice  correspondante,  étant  la  polaire  du  foyer  par  rapport  à  la 
courbe,  doit  avoir  pour  équation  (385) 

gx  +  fy  -{-  nz  =  0. 
De  ce  que  Ton  a  les  égalités 

F  =  (//i  -  ir  =  Ug'  -  ni),        G  =  hf-  mg  =  |-(P  -  m;/), 

on  conclut 

(/  :  MG  =  /^  :  LF  =  ?i  :  —  LM 

et,  par  conséquent,  l'équation  de  la  droite  précédente  peut  s'écrire  : 

C  F 

MGx  4-  L¥y  —  LMx  =  0        ou       y-x  +  ^y  —  s  =  0, 

et  l'on  voit  qu'elle  est  la  polaire  du  centre  du  cercle  C  par  rapport  au  cercle 
directeur  0.  Donc  : 

La  polaire  réciproque  d'une  conique,  par  rapport  à  Vun  de  ses  foyers, 
est  un  ceixle  dont  le  centre  a  pour  polaire  la  directrice  correspondante, 
ou  encore, 

La  polaire  réciproque  d'un  cercle,  par  rapport  à  un  point  0,  est  une 
conique  ayant  ce  point  pour  foyer  et  pour  directrice  correspondante  la 
polaire  du  centre  du  cercle. 

Lorsque  N  est  nul,  la  conique  F  est  une  parabole  et  le  cercle  polaire 
réciproque  passe  par  l'origine.  Par  conséquent, 

La  polaire  réciproque  d'une  parabole  par  rapport  à  son  foyer  est  un 
cercle  passant  par  ce  point,  ou  bien, 

La  polaire  réciproque  d'un  cercle  par  rapport  à  l'un  de  ses  points  est 
une  parabole  ayant  ce  point  pour  foyer. 


1 
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669.  —  Par  rapport  à  un  point  0,  Téquation  tangentielle  de  la  polaire  G  d'une 

conique  F  est 

F(X.  ix,-v)  =  0, 

l'équation  tangentielle  du  cercle  directeur  étant 

X*  +  [x2  —  v2  =  0. 

En  développant,  on  obtient,  pour  l'équation  de  G, 

A2  +  mps  +  wv2  —  S/fjLv  —  2^X  4-  S^iXp.  =  0. 

L'un  des  foyers  de  cette  conique  est  à  l'origine  0  des  coordonnées,  quand 

/  =»  m,       h  =  0, 

c'est-à-dire  quand  la  conique  F  est  un  cercle. 
L'équation  tangentielle  de  G  devient,  en  effet,  dans  ce  cas, 

(nv  —  2/'{jL  —  2^X)v  +  /(X2  +  |JL»)  =  0, 

et  montre,  en  outre,  que  l'autre  foyer  a  pour  équation  tangentielle 

2^X  +  2/"ji  -  nv  -  0, 

ou  pour  coordonnées  cartésiennes  homogènes  2^,  2/" et  —  n. 

Lorsque  n  est  nul,  le  cercle  passe  par  l'origine  des  coordonnées  et  sa  polaire 

réciproque 

2(/ix  +  ^X)v-/(X2  +  |jL2)  =  0 

est  une  parabole.  Nous  voyons  que  le  second  foyer  de  cette  courbe,  représenté  par 

l'équation 

g\  +  r^  =  0, 

est  un  point  à  l'infini  (402). 

660.  —  Application.  —  Par  rappojU  à  Vim  de  ses  points,  un  cercle  a  pour 
polaire  réciproque  une  parabole  P;  par  rapport  au  même  point  un  cercle  gui 

coupe  orthogonalement  le  premier  a  pour  polaire  réci- 
proque une  conique  dont  le  second  foyer  se  trouve  sur 
la  directrice  de  la  parabole  P. 

Désignons  par  Â  et  B  les  centres  des  deux  cercles.  1^ 
cercle  A,  par  rapport  à  un  point  0  de  sa  circonférence,  a 
pour  polaire  réciproque  une  parabole  P,  et  le  cercle  B  une 
conique  ayant  avec  la  parabole,  pour  foyer  commun,  le 
point  0.  Le  point  G  commun  aux  deux  cercles  a  pour  polaire 
une  tangente  commune  MN  aux  deux  coniques;  et,  puisque 
l'angle  AGB  est  droit,  il  en  est  de  même  de  l'angle  MON. 
M  et  iN  étant  les  deux  points  de  contact.  Le  point  M  est 
donc  un  point  de  la  directrice  de  P,  et  on  en  conclut  l'éga- 
lité entre  les  angles  OMN,  NMK;  ce  qui  montre  que  la 
directrice  de  la  parabole  passe  par  le  second  foyer  F  do  la 
conique  polaire  réciproque  du  cercle  B. 


Fig.  150. 
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§  !^*  —  Figures  polaires  réciproques. 

661.  —  Si  Ton  se  donne  une  figure  composée  de  droites  et  de  points, 
la  figuœ  obtenue  en  prenant,  par  rapport  à  une  section  conique,  les  pôles 
de  ces  droites  et  les  polaires  de  ces  points,  est  appelée  figure  polaire  de 
la  première. 

En  opérant  sur  la  deuxième  figure  comme  on  a  opéré  sur  la  première, 
c'est-à-dire,  en  prenant  les  pôles  des  droites  et  les  polaires  des  points  de 
cette  deuxième  figure,  on  reproduit  évidemment  la  première. 

Les  deux  figures  sont  donc  réciproques  et  on  les  appelle  figures  polaires 
réciproques. 

Si  les  droites  m  de  la  première  figure  passent  par  un  point  P,  les  points 
correspondants  M  de  la  seconde  sont  alignés  sur  la  droite  p  correspondant 
au  point  P.  Donc  : 

Si  les  droites  m  d'une  figure  engendrent  un  faisceau,  les  points  corres- 
pondants de  la  seconde  figure  décrivent  une  ponctuelle. 

On  peut  montrer  facilement  que  la  ponctuelle  et  le  faisceau  sont  homo- 
graphiques.  Car,  si  les  points  M  ont  pour  coordonnées 

_  x'  +  kx''  _  y'  H-  ky" 

^"~     1  -h  /r  '       ^~    1  +Â:  ' 

leurs  polaires  ont  pour  équation  générale 

(x'  -f  fcc")S'^  -h  (y'  +  ky")^\  4-  (1  -f  k)(^g'x  4-  ^f'y  +  2w)  =  0, 
ou  encore, 

xsv  +  î/S'y,  +  îssv  +  H^^'x"  +  y^'y"  +  ^sv.)  =  0. 

Le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  de  la  ponctuelle  M  est  donc 
égal  au  rapport  anharmonique  des  quatre  droites  correspondantes  du 
faisceau  m. 

Si  les  droites  de  la  première  figure  enveloppent  une  courbe,  les  points 
correspondants  de  la  seconde  décriront  la  courbe  polaire  réciproque  de 
la  première. 

De  même,  si  les  points  d'une  figure  décrivent  une  courbe,  les  droites 
correspondantes  de  l'autre  enveloppent  la  polaire  réciproque  de  la  courbe. 

La  conique  directrice  est  le  plus  souvent  un  cercle;  les  figures  polaires 
réciproques  sont  donc  construites  par  rapport  à  un  point. 

662.  —  La  méthode  des  polaires  réciproques  permet  de  déduire  d'un 
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théorème  relatif  à  une  figure  F,  un  autre  théorème  relatif  à  une  seconde 
figure  souvent  très  différente  de  la  première.  Le  nouveau  théorème  s'appelle 
théorème  corrélatif  du  premier. 
Quelques  exemples  montreront  clairement  la  manière  de  procéder. 

4.  La  tangente  à  un  cercle  C  est  pet^pendiculaire  au  rayon  gui  aboutit  au 
point  de  contact  A. 

En  construisant  la  figure  polaire  réciproque  par  rapport  à  un  point  0,  on  obtient 

d'abord,  comme  courbe  correspondant  au 
cercle  C,  une  conique  ayant  pour  foyer  0  et 
pour  directrice  la  droite  qui  correspond  au 
centre  C  du  cercle. 

Au  point  A  de  cette  courbe  correspond  une 
tangente  dont  le  point  de  contact  A'  est  le 
pôle  de  la  tangente  AB.  La  ligne  AC,  qui  joint 
les  points  A  et  C,  a  donc  pour  point  corres- 
pondant le  point  B'  d'intersection  de  la 
directrice  avec  la  tangente  en  A'.  Et  d'après 
le  numéro  5S8,  on  a 


B' 
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angle  CAB  =  angle  B'OA'. 


D'où  l'on  déduit  le  théorème  suivant  corrélatif  du  premier  : 
La  portion  d*une  tangente  à  une  conique  compHse  entre  le  point  de  contact 
et  la  directrice  est  vue  du  foyer  correspondant  sous  un  angle  droit. 

2.  Le  lieu  des  points  M  tels  que  les  droites  AM,  BM  issues  des  points  fixes 

AetB  fassent  entre  elles  un  angle  constant,  est  un  cercle  C  passant  par  A  et  B. 

Le  cercle  G  a  pour  polaire  réciproque,  par  rapport  au  point  0,  une  conique  aj-ant 

ce  point  pour  foyer.  Les  trois  points  A,  B,  M  du  cercle 
correspondent  à  trois  tangentes  à  la  conique,  dont  Tune, 
celle  qui  correspond  au  point  M,  est  mobile. 

Les  trois  points  d'intersection  X\  h\  W  de  ces  trois 
tangentes  correspondent  donc  aux  droites  BM,  A  M,  AB, 
et  d'après  (558) 

angle  AMB  =  angle  A'OB'. 
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D'où  le  théorème  corrélatif  : 

La  portion  d'une  tangente  mobile  comprise  entre 
deux  tangentes  fixes  est  vue  du  foyer  d'une  conique  sou^  un  angle  constant. 

3.  Les  deux  droites  MA  et  MB  se  correspondant  dans  deux  faisceaux  projectifs, 
on  en  conclut  que  les  points  A'  et  B'  décrivent  des  ponctuelles  projectives.  Donc  : 

Les  extrémités  d'une  tangente,  qui  se  meut  entre  deux  tangentes  fixes, 
décrivent  des  ponctuelles  projectives. 

Réciproque.  —  Le  point  de  section  M  des  deux  droites  BM,  AM,  décrivant  un 
cercle,  la  droite  correspondante  A'B',  dont  les  extrémités  A'  et  B'  marquent  sur 
deux  droites  fixes  des  ponctuelles  projectives,  enveloppe  une  conique. 

4.  Les  polaires  d'un  point  P,  par  rapport  à  un  système  de  coniques  passafU 
par  quatre  points,  pivotent  autour  d'un  point  fixe  (456). 
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Aux  coniques  passant  par  quatre  points  correspondent  des  coniques  tangentes  à 
quatre  droites  et  au  point  P  correspond  une  droite  p.  Les  polaires  d*un  point  P 
dans  la  première  figure,  pivotant  autour  d'un  point  fixe,  les  points  correspondant 
à  ces  droites  dans  la  seconde,  c'est-à-dire,  les  pôles  de  la  droite  p,  sont  situés  sur 
une  droite.  Donc  : 

Les  pôles  d*une  droite  par  rapport  à  un  système  de  coniques  tangentes 
à  quatre  droites  données,  décrivent  une  droite  donnée. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  vérifier  la  corrélation  des  théorèmes  suivants  : 

Les  points  L,  M,  N  d* intersection        Les  sommets  A'  et  D',  B'  et  E\ 


des  côtés  AB  et  DE,  BC  et  EF,  CD  et  FA 
d*un  hexagone  inscrit  dans  une 
conique,  sont  en  ligne  droite,  (Th. 
de  Pascal.) 

Les  trois  côtés  d*un  triangle  pi- 
votent chacun  autour  d'un  point  fixe, 
tandis  que  deux  de  ses  sommets 
glissent  sur  deux  droites  données; 
le  troisième  sommet  décrit  une 
conique  (423). 

Le  lieu  des  pôles  d'une  droite  fixe 
par  rapport  à  un  système  de  coni- 
ques passant  par  quatre  points,  est 
une  section  conique  (459). 


C  et  F'  d'un  hexagone  circonsa*it 
à  une  conique  sont  situés  sur  trois 
droites  concourantes,  (Théor.  de 
Briaivchon.) 

Les  trois  sommets  d'un  triangle 
glissent  chacun  sur  une  droite  fixe, 
tandis  que  deux  de  ses  côtés  pivo- 
tent autour  de  deux  points  fixes;  le 
troisième  côté  enveloppe  une  coni- 
que (432). 

L'enveloppe  des  polaires  d'un  point 
fixe  par  rapport  à  un  système  de 
coniques  inscrites  dans  un  quadri- 
latère, est  une  conique  (536). 


663.  —  Lorsqu'on  cherche  la  polaire  réciproque  G  d'une  conique  F 
par  rapport  au  cercle  imaginaire  représenté  par 

x2  H-  î/2  +  s2  =  0, 

l'équation  tangentielle  de  G  prend  la  forme 

F(X,  fA,  v)  =  0 
ou  encore, 

/X2  +  m^2  4-  „,^3  +  2^^y  +  2gfvX  +  2//Xfji  =  0. 

UéqvAtion  ponctuelle 

Ix^  +  my^  +  nz^  +  ifyz  +  "Sigzx  +  ihxy  =  0 

et  Céquation  tangentielle,  ayant  les  mêmes  coefficients,  représentent  donc 
deux  courbes  polaires  réciproques,  par  rapport  à  un  cercle  imaginaire 
dont  le  centre  coïncide  avec  Vorigine  des  coordonnées. 

L'équation  tangentielle 

X2  -f  1x2  +  n^%  +  <^f^.,  +  2^^x  =  0 

représente  donc  une  conique  dont  Torigine  est  un  foyer  (558).  Cette  conique  est 
une  parabole  quand  n  est  nul,  c'est-à-dire,  quand  le  cercle 

^  +  y^  +  n^;^  +  2/y;5  +  ^zx  =  0 
passe  par  l'origine. 


—  408  — 

664.  —  L*équation  tangentielle  du  cercle  directeur  imaginaire  étant 

X2  +  ^2  -h  v2  =  0, 
le  pôle  d'une  droite 

Xx  +  fxy  H-  va  =  0 

a  pour  coordonnées  (394) 

X  :  X  =  y  :  yi  =  z  :  V. 

Les  coordonnées  x,  y,  z  d'un  point  sont  donc  identiques  aux  coordonnées 
X,  fji,  V  de  sa  polaire  par  rapport  à  ce  cercle  particulier  ;  et,  par  conséquent, 

Téquation 

Xx  +  fxy  +  va  =  0 

représente  une  droite  ou  son  pôle,  suivant  qu'on  la  considère  comme  une 
équation  ponctuelle  ou  comme  une  équation  tangentielle. 

Nous  voyons  ainsi  que  chaque  équation  ou  chaque  groupe  d'équations 
peuvent  recevoir  une  double  interprétation,  suivant  qu'on  les  considère 
comme  des  équations  ponctuelles  ou  comme  des  équations  tangentielles. 

En  supposant  que  les  premières  s'appliquent  à  une  certaine  figure  F, 
les  secondes  se  rapporteront  à  la  figure  G,  polaire  réciproque  de  F. 
Si  celles-là  expriment  une  certaine  propriété  de  la  figure  F,  celles-ci  expri- 
meront, la  propriété  corrélative  de  la  figure  G. 

Ainsi  l'équation 

{ax  -^  by  +  cz)  [a^x  +  b'y  +  c'z)  —  k  {mx  +  ny  -h  pz)  (m'x  +  n'y  +  p'z)  =  0 

représente  une  conique  F  passant  par  quatre  points,  tandis  que  l'équation 

(ûX  +  ^fx  +  cv)  (a'X  +  b'yi  +  c'v)  —  ^(mX  -f  ny  +  pv)  (m'X  +  «>  +  p'v)  =  0, 

ayant  les  mêmes  coefficients,  représente'  une  conique  G  tangente  aux 
quatre  polaires  de  ces  quatre  points. 

Les  exemples  suivants  achèveront  de  montrer  la  beauté  et  la  fécondité 
de  la  théorie  des  polaires  réciproques. 

1.  L'équation  du  lieu  des  pôles  d'une  droite 

Xo;  +  (xy  +  va  =  0, 

par  rapport  aux  coniques  d'un  faisceau  ponctuel  représenté  par 

F(x,  y,  a)  — ÂrS(x,  y,  a)*^0, 
étant  (459) 

X,  {JL,  V 


F'  E"  E" 

S  aj,       S  y,       S  g 


=  0, 
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on  en  conclut  que  Téquation 


ss,   S'..,   S' 


-0, 


ayant  mêmes  coefficients,  représente  l'enveloppe  de  la  polaire  d'un  point  fixe 

dont  les  coordonnées  sont  a,  p  et  y,  par  rapport  aux  coniques  du  faisceau 

tangentiel 

F(X,  fx,v)  — A;S(X,  fji,v)  =  0. 

En  employant  les  notations  ordinaires,  ces  équations  deviennent 


?  X-     'Pp.'     ?  V 
^  X»     S  jxf     S  V 


=  0,       et       <p  (X.  jx,  v)  —  /ri:  (X,  (X,  v)  ==  0. 


â.  Le  cercle  de  Monge  d'une  conique  F  a  pour  équation 

¥%  +  F'îy  -  4(/  -f  m)  F(x,  y,  :s)  =  0, 

NCa^a  -|_  y«)  +  (L  +  M);52  __  ^py^  —  ^Gzx  =  0. 


ou  encore. 


C'est  le  lieu  des  points  de  rencontre  de  deux  tangentes  rectangulaires. 
L'équation 

F'^x  +  F'2jj,  -  m  +  m)  F(X,  p.,  v)=0, 


ou 


N(Xa  +  p.2)  +  (L  +  M)va  -  SFp  -  2GvX  =  0, 


représente  donc  V  enveloppe  d'une  corde,  de  la  conique  ayant  pour  équation 
tangentielle 

F(X,  (X,  v)  -  0, 

vue  de  l'origine  des  coordonnées  sous  un  angle  droit. 
Avec  les  notations  ordinaires  ces  équations  s'écrivent  respectivement 

<p  (X,  |A,  v)  =  0, 

n(X«  +  p.2)  +  (/  +  m)v8  -  2/[jLv  —  2^X  =  0.  (1) 


ou 


Comme  on  le  voit,  la  dernière  équation  représente  une  conique  ayant  l'origine 
pour  foyer  (502).  En  coordonnées  ponctuelles,  cette  conique  a  pour  équation 

ou  encore, 

{g^  +  P-niH  +  nDIis^  +  y^-igx  +  fy  +  mf  =  0. 
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La  conique  enveloppe  de  la  corde  mobile  a  donc  l'origine  pour  foyer  et  la  polaire 
de  ce  point,  par  rapport  à  la  conique  donnée,  pour  directrice.  Donc, 

Les  cordes  d*une  conique  F  vues  d'un  point  0  sous  un  angle  droit  enveloppent 
une  conique  ayant  ce  point  comme  foyer  et  sa  polaire  par  rapport  à  F  comme 
directrice, 

La  conique  représentée  par  Téquation  (1)  est  une  parabole 

quand  la  courbe  donnée  est  une  hyperbole  équilatère.  Donc, 

La  corde  A6  d'une  conique  est  vue  d'un  point  0  sous  un  angle  droit;  le  lieu 
du  pied  P  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  0  sur  la  corde  est  un  cercle,  qui 
devient  une  droite,  quand  la  conique  donnée  est  une  hyperbole  équilatère. 

L*équation  (1)  pouvant  s'écrire 

w(X2  +  ^^.2)  +  v[2^X  +  n^  -  (/  +  w)v]  =  0, 

on  en  conclut  que  le  second  foyer  de  la  conique  qu'elle  représente  a  pouréquation 
tangentielle 

â^X  +  2/"|jL  -  (/ +  m)v  =  0, 

ou  pour  coordonnées  cartésiennes  absolues 

^lg_  _        y 

^~     l  +  m^       ^         l+m' 

Dans  le  cas  où  n  est  nul,  c'est-à-dire,  quand  l'origine  est  un  point  de  la  courbe 
donnée,  la  conique  (1)  se  réduit  aux  deux  points 

v[2É^X  +  2/-|jL-(/  +  m)v]-0, 

dont  l'un  est  l'origine,  et  dont  l'autre  est  situé  sur  la  normale  à  l'origine  représentée 
par 

fx  —  gy  =  0. 

On  retrouve  ainsi  le  théorème  de  Frégier. 

3.  Les  axes  de  symétrie  d'une  conique  F  ont  pour  équation  quadratique 

/iF'2^  -  (/  -  rw)  F'^  F'y  -  hY'\  =  0. 

Chacune  de  ces  droites  est  le  lieu  géométrique  des  centres  d'une  série  de  cercles 
bitangents  à  la  conique  donnée  (516).  Par  conséquent,  l'équation 

hY'K  -il  —  m)  Y\  F'    -  /iF'2    =  0 

représente  Yenveloppe  des  directrices  des  coniques  ayant  pour  foyer  l'or^igine 
des  coordonnées  et  bitangentes  à  la  conique  ayant  pour  équation  tangentielle 

F(X,|x,v)  =  0. 
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Cette  enveloppe  se  compose  de  deux  points  A  et  B  correspondant  à  deux  séries 
de  coniques  bitangentes.  On  a  donc 
les  théorèmes  suivants  : 

Les  coniques  ayant  un  foyer 
donné  et  bitangentes àuneconique 
donnée  forment  deux  séries  (547); 
les  directrices  des  courbes  de 
chaque  série,  correspondant  au 
foyer  donné,  pivotent  autour  d*un 
point  fixe; 

Les  droites  qui  joignent  les  deux 
points  fixes  au  foyer  donné  sont 
rectangulaires. 

De  ce  que  la  ligne  des  contacts  p 
se  meut  parallèlement  à  elle-même, 
on  conclut  que  : 

Le  pôle  P  de  la  droite  des  contacts  des  coniques  bitangentes  de  chaque 
série  avec  la  conique  donnée  décrit  une  droite  passant  par  le  foyer  donné. 

Par  conséquent, 

La  droite  MN  des  contacts  des  coniques  bitangentes  de  Uune  des  séries  avec 
la  conique-  donnée  pivote  autour  du  point  fixe  A  des  directrices  corres- 
pondantes. 

De  ce  que  les  droites  p  q\.  b  sont  parallèles,  on  conclut  que  le  point  B  se 
trouve  sur  la  droite  OP.  Donc, 

Les  points  keth  sont  conjugués  par  rapport  à  la  conique  donnée. 

La  droite  AB  est  la  polaire  du  foyer  donné  0. 

Lorsque  Tune  des  coniques  bitangentes  à  la  conique  donnée  se  réduit  aux  deux 
droites  issues  du  foyer  0,  la  directrice  correspondante  coïncide  avec  OA. 

Les  droites  OA,  OB  sont  donc  les  bissectrices  des  tangentes  à  la  conique 
donnée  issues  du  foyer  donné. 

Les  points  A  et  B  sont  donc  ainsi  complètement  déterminés. 

Quand  le  foyer  donné  coïncide  avec  l'origine  des  coordonnées  et  que  la  conique 
donnée  est  représentée  par 

F(x,  y,  2)  =  0       ou       cp (X,  p.,  v)  =  0, 
les  deux  points  A  et  B  ont  pour  équation  tangentielle 

Hf  ^  -  (L  -  M)  ^\^'^  -  %'2^  =  0, 

laquelle,  résolue,  donne  

,        L  — M±l/(L-M)2  +  4H2    , 
?A  = ôû ? 


Quand  on  a  la  relation 

LM  —  H2  =  0 


ou 


2H 


w  A  =  0       ou  encore  w  =  0, 


c'est-à-dire,  quand  le  foyer  donné  est  un  point  de  la  conique  donnée,  les  deux 
points  A  et  B  ont  respectivement  pour  équations  tangentielles 


412 


En  développant  ces  équations,  on  reconnaît  que  l'une  d'elles  représente  le  foyer 
donné,  ce  qui  prouve  que,  dans  ce  cas,  Tune  des  séries  de  coniques  bitangentes  se 
transforme  en  un  couple  de  droites. 

4.  Le  lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  à  une  conique  des  tangentes  égale- 
ment inclinées  sur  une  droite  donnée  prise  comme  axe  des  x,  a  pour  équation  (500) 


m{x,  V,  z)  -  r^Y'y  =  0 


ou 


Nxy  —  Gy»  —  Fîx  +  H^^  =  0. 


En  désignant  par  a  et  ^  les  deux  tangentes  également  inclinées  sur  une 
droite  d,  on  obtient  pour  la  figure  polaire  réciproque,  deux  points  A  et  B  variables 
sur  une  conique  et  réunis  par  la  droite  A6,  et  un  point  fixe  D,  avec  la  relation 

angle  AOD  »  angle  BOD. 

Par  conséquent. 

Si,  par  un  point  0  pns  comme  origine  des  coordonnées, 
on  mène,  à  une  conique  représentée  par  l'équation 

F(X,  jjL,  v)  =  0, 

deux  sécantes  OA,  OB  symétriques  par  rapport  à  une 
droite  fixe  OD  prise  comme  axe  de  coordonnées,  la  corde 
AB  enveloppe  la  courbe  représentée  par 


Fig.  154. 


NXjji  -  G{jLv  -  FXv  +  Hv2  =  0. 
Avec  les  notations  ordinaires  ces  équations  deviennent 

<p(X,  fjL,  v)  =  0,       wXfx  —  ^jxv  —  A''  +  /iv2  =  0. 
La  dernière,  pouvant  s'écrire 

(nX  -  gs)  (n|jL  -  /v)  -{fg-  nhh^  =  0, 

représente  une  conique  tangente  aux  deux  axes  de  coordonnées. 

Lorsque  la  quantité  fg  —  nh  est  nulle,  elle  se  réduit  à  deux  points  respecti- 
vement situés  sur  chacune  de  ces  droites. 

Exercices.  —  1.  Les  tangentes  aux  points  de  section  d'une  corde  focale  avec 
l'une  des  coniques  d'un  système  homofocal  enveloppent  une  parabole;  les  deux 
points  de  contact  avec  la  parabole  des  tangentes  correspondant  à  une  même 
conique  du  système  sont  situés  sur  la  directrice  de  cette  courbe. 

2.  Une  conique  et  une  parabole  ont  un  foyer  commun,  le  second  foyer  de  la 
conique  se  trouve  sur  la  directrice  de  la  parabole;  démontrer  que  la  portion  d'une 
tangente  aux  deux  courbes  comprise  entre  les  deux  points  de  contact  est  vue  du 
foyer  commun  sous  un  angle  droit. 

3.  Montrer  que  les  deux  théorèmes  suivants  sont  corrélatifs  : 

a)  Le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  d'un  point  fixe  à  un 
cercle  de  centre  fixe  est  un  cercle. 

b)  Les  tangentes  menées  aux  coniques  ayant  une  directrice  et  un  foyer  donnés, 
aux  points  où  elles  sont  rencontrées  par  une  sécante  fixe,  enveloppent  une 
conique  ayant  même  foyer  que  les  courbes  considérées,  et  tangentes  à  leur 
directrice  et  à  la  droite  fixes. 
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i.  Les  asymptotes  des  coniques  ayant  une  directrice  et  un  foyer  donnés 
enveloppent  une  parabole  tangente  à  la  directrice  donnée  et  ayant  pour  foyer 
celui  des  coniques  considérées. 

5.  Les  théorèmes  suivants  sont  aussi  corrélatifs  : 

aj  Sur  la  base  BC  d'un  triangle  ABC,  on  prend  un  point  variable  D;  les  cercles 
âBD,  âGD  se  coupent  en  un  point  qui  décrit  un  cercle. 

b)  Sur  la  base  BC  d*un  triangle  ABC,  on  prend  un  point  variable  D,  et  on  consi- 
dère les  deux  coniques  inscrites  respectivement  dans  les  triangles  ABD,  ACD  et 
ayant  pour  foyer  commun  un  point  F.  Démontrer  que  la  portion  de  la  tangente 
commune  AD  comprise  entre  les  deux  points  de  contact  est  vue  du  point  F  sous 
un  angle  constant. 


QUATRIEME  PARTIE. 

COORDONNÉES  TRILINÉAIRES  HOMOGÈNES. 


CHAPITRE  I. 

DD  POINT  ET  DE  LA  DROITE, 


§  !•  —  Coordonnées  de  points. 

666.  —  Coordonnées  ponctuelles  trilinéaires.  —  Lorsque  les  coor- 
données rectangulaires  absolues  x  ei  y  d*un  point  variable  prennent  des 
valeurs  déteroiinées  x'  et  y\  les  polynômes 

p=^ax  +  by  +  c,         Q=a'x  -h  b'y  +  c',         R=a"x  +  b^'y  4-  c'\ 

prennent  aussi  les  valeurs  déterminées 

P'=flx  +  by'  +  c,     Q'=a'x'  +  by  +  c\     R'=a'V  +  by  +  c".    (1) 

Réciproquement,  si  Ton  connaît  les  valeurs  P',  Q',  R'  que  prennent  les 
polynôme  P,  Q,  R  quand  on  y  remplace  les  coordonnées  courantes  xeXy 
par  x'  et  y\  on  en  déduit  facilement  ces  dernières  quantités.  Il  suffit,  en 
effet,  de  résoudre  les  trois  équations  (1)  par  rapport  à  x'  et  à  y'.  Quand  le 
déterminant 


0. 

b. 

c 

a', 

b'. 

c' 

a", 

b". 

c" 

que  nous  avons  appelé  E  (42),  est  différent  de  zéro,  c'est-à-dire,  quand  les 
droites  BG,  CA,  AB  représentées  par  les  équations 

P  =  0,        Q  =  0,        R  =  0 

ne  sont  pas  concourantes  et  forment  un  triangle  ABC  dont  un  sommet  ou 
un  côté  peut  se  trouver  à  Tinfini  (42),  on  a 
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X  = 


P'. 

b. 

c 

Q', 

b', 

c' 

R'. 

b". 

c" 

a. 
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b". 
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b. 

F 
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Q' 
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b\ 

R' 
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»  ^ 

a. 

b. 

c 

«'. 

b'. 

c' 

a". 

b". 

c" 

Nous  supposerons,  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  que  le  déterminant  E  est 
toujours  différent  de  zéro,  et  nous  appellerons  triangle  fondamental,  le 
triangle  ABC  formé  par  les  trois  droites  dont  nous  venons  de  parler. 

Nous  pourrons  ainsi  désigner  les  coordonnées  d'un  point  par  les  valeurs 
P',  Q',  R',  puisque  ces  quantités  étant  données,  on  peut  calculer  les  coor- 
données cartésiennes  rectangulaires  x  et  y'  du  point. 

666.  —  Relation  entre  les  coordonnées  d'un  point.  —  Ces  nouvelles 
coordonnées  sont  évidemment  liées  entre  elles  par  la  relation  du  premier 
degré 


«, 

b, 

P' 

a. 

b, 

c 

«'. 

b'. 

Q' 

a'. 

b\ 

c 

a". 

b". 

R' 

a", 

b". 

c 

J' 


écrite  plus  haut  ;  elle  peut  se  mettre  sous  la  forme 

ÏP'  +  T,Q'  +  ÇR'  =  E,  (2) 

en  posant 

5  =  a'b"  —  a"b\         tj  =  a"h  —  ah'\         Ç  =  cft'  —  a'h. 

667.  —  De  ce  que  les  polynômes  P',  Q',  R'  relatifs  à  un  point  sont 
liés  par  une  relation  du  premier  degré,  il  résulte  qu'ils  sont  déterminés 
quand  on  connaît  trois  quantités  qui  leur  sont  proportionnelles. 

En  effet,  si  P,  Q,  R  sont  trois  quantités  proportionnelles  aux  valeurs 
P',  Q',  R'  relatives  au  point  {x\  y'),  on  a 


P'      Q'      R' 
P       Q       R' 

ou  encore, 

ÏP'  +  riQ'  +  CR' 

E 

P'      Q'      R' 

5P  +  iQ  +  ÎR 

ÇP  +  iQ  +  ÇR 

P       Q       R' 

égalités  qui  donnent  facilement  les  valeurs  de  P',  Q',  R'. 

Les  quantités  proportionnelles  aux  polynômes  P',  Q',  R'  sont  appelées 
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coordonnées  ponctuelles  tnlinéaires  homogènes  du  point  {x\  y')  ;  ces  poly- 
nômes P',  Q',  R'  en  sont  les  coordonnées  ponctuelles  trilinéaires  absolues. 

A  l'aide  de  la  relation  (2),  on  pourra  rendre  homogènes  toutes  les  équa- 
tions en  P,  Q,  R;  toutes  les  équations  que  nous  rencontrerons  dans  la 
suite  seront  donc  toutes  homogènes  par  rapport  à  ces  polynômes.  11  en 
résultera  une  certaine  symétrie  et  surtout  une  grande  élégance  dans  les 
calculs. 

Toutes  les  égalités  et  formules  étant  homogènes  par  rapport  à  P,  Q,  R, 
ces  quantités  pourront  désigner  indifféremment  les  coordonnées  homogènes 
absolues  ou  non  d'un  point. 

668.  —  Application.  —  Coordonnées  trilinéaires  des  sommets  du  triangle 
fondamental.  —  Les  coordonnées  Q  et  R  du  sommet  A  étant  nulles,  puisque  ce 
point  est  déterminé  par  les  équations 

Q  =  0,       R  =  0, 

on  a,  pour  la  coordonnée  P  de  ce  point, 

?P  =  E        ou        P  -  y. 

De  même,  les  coordonnées  des  sommets  B  et  C  sont  respectivement 

0,  -,  0      et       0,  0,  ^        ou       0,  —,  0      et      0,  0,  —. 

669.  —  Coordonnées  d'un  point  d'une  droite  qui  en  joint  deux  autres. 

—  Désignons  par  x'  et  y\  x"  et  y"  les  coordonnées  cartésiennes  rectangu- 
laires absolues  des  deux  points  0  et  0',  par  P',  Q',  R'  et  P",  Q",  R"  leurs 
coordonnées  trilinéaires  absolues.  On  a  pour  les  coordonnées  cartésiennes 
d'un  point  A  de  la  droite  00'  (1 8)  : 

_  x'  —  \ix'  _  y'  —  kx" 

""—     i^k   '       y—     \-k   ' 

D'où  l'on  tire  : 

n  ^L    ^  ax'-^  by'  +  C       ,  ax"^  by'-i-  c       F  —  AP" 

P  =  ax-¥  by'\-c=  -. — ^-, A: ^j — ^-^ =  —. ^. 

^  1  —  A:  1  —  A;  1  ~  A" 

De  même,  on  trouve 

r.  _  Q^  -  A-Q-        _  R'  -  ^R'' 
^-  '  i-^k  '    ^~    i—~k   ' 

Ces  formules  reviennent  évidemment  aux  suivantes  : 

P       _       Q       _       R 

F  —  AP"  ~  Q'  —  AQ"  ~  R'—  kW ' 
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celles-ci  sont  encore  vraies  quand  les  quantités  P',  Q',  R'  et  P",  Q",  R" 
sont  proportionnelles  aux  coordonnées  absolues  des  points  0  et  0',  le 
facteur  de  proportionnalité  étant  le  même. 

Corollaires.  —  I.  Les  coordonnées  du  milieu  de  la  droite  qui  joint 
deux  points  sont  : 

P'  +  P",        Q'  4-  Q",        R'  +  R". 

II.  Celles  du  point  situé  à  Tinfini  sur  la  droite  00'  sont  : 

F  — P",       Q'  — Q",       R'  — R". 

III.  Deux  points  ayant  respectivement  pour  coordonnées 

V  +  kV\  Q'  +  W,  R'  +  feR"   et    V  —  kV\  Q'  —  kQ'\  W  —  kW\ 

sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  à  0  et  0'. 

IV.  L'équation  tangentielle  d'un  point  de  la  droite  00'  est 

X  (F  —  kV)  -f  u(Q'  —  W)  -+-  v(R'  —  ^R")  =  0, 

ou  encore, 

XP'  +  fxQ'  +  vR'  —  A'(XP"  +  ^Q"  +  vR")  =  0. 

Si  le  point  0'  est  Tun  des  sommets  (0,  Q",  0)  du  triangle  fondamental, 
l'équation  ci-dessus  devient 

XF  +  fxQ'  H-  vR'  —  kuQ"  =  0. 

Exercices.  —  1.  Donner  les  coordonnées  des  milieux  des  côtés  du  triangle  fon- 
damental. 

2.  Donner  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  du  triangle  fondamental. 

3.  Donner  l'équation  de  la  droite  joignant  les  points  0  et  0'. 

§  !d.  —  De  la  droite. 

670.  —  Équation  d'une  droite.  —  Toute  équation  du  premier  degré 
en  P,  Q,  R  représente  évidemment  une  ligne  droite.  L'équation 

XP  +  uQ  -h  vR  =  0 

est,  en  effet,  du  premier  degré  en  x  et  en  y,  elle  contient  de  plus  deux 
paramètres  arbitraires. 

Réciproquement,  toute  droite  peut  être  représentée  par  une  équation  du 
premier  degré  en  coordonnées  trilinéaires.  homogènes. 

27 
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Car  on  peut  toujours  identifier  l'équation 

Ix  -\-  my  -\'  n  =  0 
avec  la  suivante 

ou 

(aX  +  aV  +  a"v)x  +  (bX  +  h'^  +  b"y)y  +  cX  +  c^  +  c"v  =  0  ; 

on  trouve  toujours  pour  X,  j!/,  v  un  seul  système  de  valeurs. 

Si  X,  fz,  V  sont  nuls  à  la  fois,  la  droite  est  indéterminée,  car,  dans  ce  cas, 
/,  m,  n  sont  aussi  nuls. 

571  •  —  Droite  de  l'infini.  —  De  ce  que  Ton  a 

5P'  +  ^Q'  +  ÇR'  =  E,      £P"  +  TiQ"  +  ÇR"  =  E, 

P',  Q',  R'  et  P",  Q",  R"  désignant  les  coordonnées  homogènes  absolues  de 
deux  points  quelconques  0  et  0',  on  conclut  l'égalité 

5(P'  -  P")  +  T)(Q'  -  Q")  +  Î(R'  -  R")  =  0, 

laquelle  exprime  que  l'équation  du  premier  degré 

ÇP  +  T|Q  +  ÇR  =  0 

est  vérifiée  par  les  coordonnées  du  point  à  l'infini  d'une  droite  quel- 
conque 00';  cette  équation  représente  donc  ce  que  nous  avons  appelé 
droite  de  V infini  (38). 

672.  —  Droite  passant  par  un  point  donné.  —  La  droite  représentée  par 

X(QR'  -^  Q'R)  +  fz(RP'  -  RT)  +  v(PQ'  -  P'Q)  =  0 

passe  évidemment  par  le  point  ayant  pour  coordonnées  P',  Q'-,  R'. 
Cette  équation  peut  encore  s'écrire 

(vQ'  —  piR')P  +  (XR'  —  vP')Q  4-  (fjtP'  —  XÛ')R  =  0. 

673.  —  Droite  passant  par  le  point  commun  à  deux  droites  données. 

—  L'équation 

XP  +  fzQ  +  vR  —  k(\'V  +  f/'Q  +  v'R)  =  0 

représente  une  droite  passant  par  le  point  commun  aux  deux  droites 

XP  -f  f/Q  +  vR  =  0,         X'P  +  fz'Q  +  v'R  =  0. 

La  conjuguée  harmonique  de  la  première,  par  rapport  à  celles-ci,  est 
représentée  par 

XP  +  piQ  +  vR  +  ^'{X'P  +  /Q  +  v'R)  =  0. 
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674.  —  Droites  parallèles.  —  L'équation 

XP  +  ^Q  +  vR  —  k{iV  +  TiQ  +  CR)  =  0 
représente  une  parallèle  à  la  droite 

XP  +  fjtQ  -f  vR  =  0. 
Ces  deux  droites  se  rencontrent,  en  effet,  sur  la  droite  de  Tinfini. 

676.  —  Applications.  —  I.  Droite  menée  par  Vun  des  sommets  du  triangle 
fondamental  parallèlement  au  côté  opposé.  Une  parallèle  au  côté  BG  est  repré- 
sentée par  une  équation  de  la  forme 

XP-«P  +  7ïQ  +  CR)  =  0. 
Celte  droite  passe  par  le  sommet  A  du  triangle  ABC,  quand 

On  obtient  donc  pour  la  droite  demandée 

TiQ  +  ÇR  =  0. 

II.  Équation  de  la  droite  qui  joint  les  milieux  de  deux  côtés  du  triangle 
fondamental.  —  La  droite  qui  joint  les  milieux  des  côtés  AC,  AB  est  parallèle 
à  BC,  son  équation  a  donc  la  forme 

XP-(ÎP  +  TiQ+ÇR)  =  0, 

et  comme  elle  passe  par  le  point  B',  milieu  de  AC,  ayant  pour  coordonnées 

1         1 

►-,  0,  =,  on  a  la  relation 

X  =  2$. 

L'équation  de  B'C  est  donc 

-ÇP  +  T)Q  +  ÇR  =  0. 

676.  —  Coordonnées  du  point  commun  à  deux  droites.  —  Les  valeurs 
de  P,  Q,  R  qui  vérifient  à  la  fois  les  deux  équations 

XP  +  fzQ  +  vR  =  0,        XT  +  f^'Q  +  v'R  =  0, 

sont  données  par  les  relations 

P  Û  R 


liv  —  j/'v         vX'  —  v'X         Xpi'  —  XV' 

où  Tun  des  dénominateurs  au  moins  est  différent  de  zéro  ;  cette  conditioa 
est  remplie  lorsqu'il  s'agit  de  droites  différentes. 
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Les  binômes 

yiv  —  IX  V,         vX'  —  v'X,         Xfji'  —  X'f/ 

sont  donc,  dans  ce  cas,  les  coordonnées  trilinéaires  homogènes  du  point 
commun  aux  deux  droites  représentées  par  les  équations  données. 

Corollaire,  —  Les  coordonnées  du  point  situé  à  l'infini  sur  une  droite  donnée 
sont  les  valeurs  de  P,  Q,  R  communes  aux  deux  équations 

XP  +  fxQ  +  vR  =  0,       ÇP  +  TiQ  -|-ÇR  =  0. 

Ce  sont  donc 

^Ç  —  VTj,       v5  —  Xî,       Xti  —  f/ç. 

677.  —  Conditions  pour  que  trois  droites  soient  concourantes  ou 
parallèles.  —  La  droite  représentée  par 

X"P  +  fï"Q  +  v"R  =  0 

passe  par  le  point  commun  aux  droites  du  n^  précédent,  quand  on  a  la 
relation 

r{uV  —  a'v)  +  fx"  (vX'  —  v'X)  +  v"(Xfz'  —  X»  =  0, 

ainsi  que  Tune  des  trois  inégalités 

fxv'  —  /v  ^  0,        vX'  —  v'X  ^  0.        l^'  —  V^  2:  0, 

exprimant  que  les  deux  premières  droites  sont  distinctes. 
Les  conditions  demandées  sont  donc 


'  X. 


=  i   A ,         ^,         V 


=  0 


avec  au  moins  l'un  des  mineurs  de  ce  déterminant  différent  de  zéro. 

Les  droites  sont  parallèles  ou  non  quand,  outre  les  conditions  précé- 
dentes, l'expression 

$(piv'  —  ii\)  +  7j(vX'  —  v'X)  +  Ç(Xfz'  —  XV) 

est  nulle  ou  différente  de  zéro. 

La  relation 

E'  =  0 

étant  vérifiée  quand  deux  des  trois  droites  sont  coïncidentes,  ou  bien 
quand  Tune  d'elles  est  indéterminée,  ou  encore,  lorsque  deux  des  trois 
droites  sont  parallèles  et  la  troisième  à  l'infini,  on  en  conclut  que 

E'^0 
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exprime  que  les  trois  droites  sont  différentes,  non  indéterminées,  non 
concourantes  et  non  parallèles,  et  forment  par  conséquent  un  triangle  dont 
un  sommet  ou  un  côté  peut  se  trouver  à  l'infini  (42). 

678.  —  Autre  méthode.  —  Les  droites 

XP  4-  ^Q  +  vR  =  0,     XT  +  ^'Q  4-  v'R  =  0,     X'T  +  /'Q  +  v"R  =  0, 

concourent  en  un  même  point  ou  sont  parallèles,  quand  on  peut  trouver 
pour  /,  m,  72  des  valeurs  non  nulles  telles  que  la  relation 

/(XP  +  ^Q  -h  vR)  +  m(XT  +  fx'Q  -h  v'R)  +  n(X'T  +  fx"Q  +  v"R)  =  0 

soit  une  identité.  En  efifet,  dans  ce  cas,  les  valeurs  de  P,  Q,  R  qui  vérifient 
les  deux  premières  équations  satisfont  en  même  temps  à  la  troisième. 

Elles  sont  encore  concourantes  ou  parallèles,  lorsque  Tune  des 
trois  équations  s'obtient  en  combinant  d'une  façon  quelconque  les  deux 
autres  (43). 

679.  —  Droite  passant  par  deux  points  donnés  différents.  —  Soient 
P^  p\  p'\  fit  Qi  q'j  ç"  les  coordonnées  homogènes  des  deux  points  A  et  B. 
L'équation  de  la  droite  AB  s'obtient  évidemment  en  éliminant  X,  f/,  v 
entre  les  trois  équations  suivantes  : 

XP  4-  ^Q  +  yR  =  0,       \p-\-  ap'  -h  v;?"  =  0,      X^  +  fx^'  -f  vq"  =  0. 

Le  résultat  de  cette  élimination,  dans  le  cas  où  les  deux  points  sont 
différents,  c'est-à-dire,  lorsque  au  moins  l'une  des  quantités 

p'q"  -  p"q',       P"q  -  pq",       pq'  -  p'q 
est  différente  de  zéro,  est 

{p'q"  -  p"q')^  +  ifq  -  pq")^  +  ipq'  —  p'q)^  =  o. 

De  même,  le  point  C  ayant  pour  coordonnées  r,  r\  r",  la  droite  CA 
a  pour  équation 

(r';/'  —  rY)P  4-  {r"p  —  rp")(X  +  [rp'  —  r»R  =  0. 
Les  droites  AB,  CA  se  coupent  au  point  A(/;,  p\  p"), 

680.  —  Condition  pour  que  trois  points  soient  en  ligne  droite.  — 

Le  point  C(r,  r',  r")  appartient  à  la  droite  joignant  les  points  différents 
A(p,  p',  p")  et  B(^,  q\  q"),  quand  on  a  la  relation 

(pV  -  P''q')r  +  (p'q  -  pq'V  +  (pq'  -  pW  =  0, 
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ou  encore 


D  = 


P.      P'.      P" 

q,    q',    q" 

r,      r ,      r 


=  0. 


où  au  moins  Tun  des  mineurs  n'est  pas  nul. 

La  relation  D  ^  0  exprime  donc  que  les  trois  points  sont  différents  et 
non  en  ligne  droite. 

681.  —  Application.  —  Équations  des  médianes  du  tnangle  fondamental, 
La  médiane  relative  au  sommet  A  joint  les  deux  points  A  et  A'  ayant  respecti- 
vement pour  coordonnées 

y,  0,  0       et       0,  -,  f 

En  appliquant  la  formule  du  n^  579,  on  obtient 

TiQ  -  ÇR  «  0. 

On  arrive  plus  facilement  à  ce  résultat  en  remarquant  que  la  médiane  AA'  est  la 
conjuguée  harmonique  de  la  droite 

TiQ  +  ;R  =  0, 

menée  par  A  parallèlement  à  la  base  BC. 
Les  trois  médianes 

TiQ  -  ÇR  =  0,       ÇR  -  J  P  =  0,       ?  F  -  TiU  =  0, 

se  coupent  en  un  point,  le  centre  de  gravité  ou  barycentre,  ayant  pour 

coordonnées 

111 

682.  —  Droites  perpendiculaires.  — -  Deux  droites 

XP  +  fxQ  +  vR  =  0,        rV  +  fx'Q  -h  v'R  =  0 
sont  perpendiculaires,  quand  on  a  (46) 

(aX  +  aV  +  fl"v)  (aX'+  a^'f  aV)  +  {bX  4-  ^^  +  ft"v)(W'+  b'u.'^  b'V)=0. 
Cette  relation  peut  encore  s'écrire 

(a2  +  fc2)XX'  +  (a'2  +  /i'2)^fz'  +  (fl"2  +  ^"2)w' 

+  (aV'+  /^V)(fzv'+^'v)+(a"a  +  ^"6)(vX'+v'X)+(aa'+W)(X/+X»=0. 
Elle  est  identiquement  nulle,  quand  Tune  des  droites  est  à  l'infini  ;  car,  si  ron  a 

le  facteur 

a$  +  a\  +  a'X  =  a{a'b"  -  a"b')  +  a'{a''b  -  ab")  +  a"(ab'  -  a'b) 
est  identiquement  nul;  il  en  est  de  même  de  b\  +  b\  +  b'X- 


j 
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688.  —  Équations  des  hauteurs  du  triangle  fondamental.  —  La  hauteur  corres- 
pondant au  côté  BC  a  une  équation  de  la  forme 

jxQ  +  vR  =  0. 

La  condition  de  perpendicularité  précédente  devient  donc  ici 

(a'' a  -h  à^'bhy  +  (aa'  -f  bb'n'^  =  0, 

ou,  en  divisant  par  X'» 

(a''a  +  b"bh  +  (aa'  -|-  bb')^-=^  0. 
D'où,  pour  i'équation  de  la  hauteur  correspondant  à  BC, 

{a"a  +  b"b){^  -  (aa'  +  bb')Vi  =  0. 
Les  équations  des  deux  autres  hauteurs  sont  : 

(aa'  +  ^^')R  -  (a' a"  +  b'b")?  =  0,       ia'a"  +  b'b")V  —  {a" a  +  b"b)Q  =  0. 
Les  trois  hauteurs  se  coupent  en  un  point,  Varthocentre,  ayant  pour  coordonnées 

P.  A  •  i>  i •  *  * 


a' a"  +  b'b"  '  a" a  +  b"b  '  aa'  +  bb'' 

684.  —  Longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  sur  une 

droite.  —  Soient  P',  Q',  R'  les  coordonnées  trilinéaires  absolues  d'un 

point,  et 

AP  +  fxQ  +  vR  =  0 

Téquation  d'une  droite. 

En  appliquant  la  formule  du  n°  50,  on  obtient,  pour  la  longueur  d  de  la 

perpendiculaire  abaissée  du  point  P',  Q',  R'  sur  la  droite, 

XP'  +  f/Q'  +  vR' 


d=  ± 


|/(aX  +  aV  -i-  û"v)2  -h  {bX  +  b'yi  -f  b''v)^' 


Lorsque  la  droite  coïncide  avec  Tun  des  côtés,  BC,  par  exemple,  du 
triangle  fondamental,  pour  lequel  les  coefficients  fx  et  v  sont  nuls,  on  a  : 


Lorsque  le  point  donné  coïncide  avec  le  sommet  A  du  triangle,  la 
distance  d  est  la  hauteur  correspondante,  et  Ton  a  : 


ÇI/a2  -f  b^' 

Si  la  droite  donnée  est  à  Tinfîni,  les  coefficients  Xi  i^i  v  sont  respectivement  égaux 
à  $,  T),  C  et,  par  conséquent,  le  dénominateur  de  d  s'annule,  car  les  expressions 

ak  +  a\  +  a'X,      b\  +  b\  +  b'X 
sont  identiquement  nulles;  la  distance  d  est  dans  ce  cas  infmie,  ou  n'existe  pas. 
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Réciproquement,  on  peut  s'assurer  que  cette  distance  n'est  infinie  que  pour  la 

droite  de  l'infini,  car,  pour  que  le  dénominateur  de  la  fraction  d  s'annule,  on  doit 

avoir  à  la  fois 

flX  +  aV  +  a"v  =  0,       ^X  +  ^V  +  ^"v  =  0, 

équations  homogènes  qui  donnent 

X  _  jx  __  V 

686.  —  Équations  des  bissectrices  des  angles  du  triangie  fondamental.  —  Les 

distances  d'un  point,  ayant  pour  coordonnées  absolues  P,  Q,  R,  aux  côtés  AC,  AB 
du  triangle  ABC  étant 

Q  4-  ^ 


l^a'i  +  ^'2'        -  l/a"2  4_  ^''2 
les  bissectrices  de  Tangle  A  ont  pour  équations 


Les  quantités  c,  c'  et  c"  étant  supposées  positives,  le  signe  plus  correspond  à 
l'angle  qui  comprend  l'origine  (52). 

Si  l'origine  des  coordonnées  cartésiennes  est  à  l'intérieur  du  triangle  ABC,  les 
trois  bissectrices  des  angles  intérieurs  sont  représentées  par  les  équations 


l^'i  +  ^'2      {/a"^  +  ^"2  |/a''^  +  h"^      Va^  +  /^2 

et  sont,  par  conséquent,  concourantes;  leur  point  commun,  le  centre  du  cercle 
inscrit,  a  pour  coordonnées 


P  :  Q  :  R  =  l/a2  +  ^2  :  \/a'i  +  b"^  :  l^a"2  +  b"^. 

Dans  la  même  hypothèse,  deux  bissectrices  extérieures  et  une  bissectrice  inté- 
rieure sont  respectivement  représentées  par 

Q  .  R         ^n  R         -i-        P        =.0 

\^~a'^  +  b'^      l^fl"2  +  ^"2       '      i^a''2  +  b'"^      |/a2  -f  />2 

l/fl2  _|_  ^2         l/fl'2  4.  ^'2 

ces  droites  se  coupent  au  centre  de  l'un  des  cercles  ex-inscrits  dont  les  coor- 
données sont  : 

P  :  Q  :  R  =  Va^  +  ^2  :  l/a'2  ^  b"^  :  —  Va"^  +  b"^. 

Dans  le  cas  où  l'origine  des  coordonnées  cartésiennes  est  dans  l'angle  A  du 
triangle,  mais  au  delà  du  côté  BC,  les  mêmes  groupes  d'équations  représentent 
respectivement  la  bissectrice  intérieure  de  l'angle  A  et  les  bissectrices  exté- 
rieures des  angles  B  et  C,  les  bissectrices  extérieures  de  A  et  C  et  la  bissectrice 
intérieure  de  B. 
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686.  —  Angles  du  triangle  fondamental.  —  Les  formules  du  n""  48 
donnent,  lorsque  Vorigine  des  coordonnées  est  à  Vintérieur  du  triangle, 
et  c,  c',  c"  de  même  signe  : 

a'b"  —  a'r  5 


sin(AB,AG)  =  ±sinA= 


cos  (AB,  AC)  =  cos  A  =  — 


a'o!'  +  b'V 


|/(a'2  -h  ^'2)(a"2  4.  ^"2) 


On  a  pour  les  angles  B  et  C  intérieurs  du  même  triangle  deux  couples 
de  valeurs  analogues. 

Les  sinus  des  angles  A,  B,  C  du  triangle  étant  toujoui*s  positifs,  on  en 
conclut  que  les  trois  quantités  Ç,  rj,  Ç  sont  toutes  trois  positives  ou  toutes 
trois  négatives,  et  que,  par  conséquent,  le  déterminant  E  est  positif  dans 
le  premier  cas  et  négatif  dans  le  second,  si  les  paramètres  c,  c',  c"  sont 
supposés  positifs. 

687.  —  Aire  du  triangle  fondamental.  —  Le  double  ^s  de  Taire  du 
triangle  ABC  est,  d'après  (54) 

_       E2 E2 


[a'b"  —  a"b')  {a"b  —  ab")  (ab'  —  a'b)        ""  5tiC  * 

On  prend  le  signe  fias  quand  Ç,  tj,  Ç  sont  des  quantités  positives, 
le  signe  moins  dans  le  cas  contraire. 

Dans  la  même  hypothèse  que  ci-dessus,  la  relation  existant  entre  les 
coordonnées  absolues  d'un  point  quelconque  peut  donc  s'écrire 


5P  -t-  TîQ  +  ÇR  =  ±  V/db  a^ÇîiC  =  E, 

les  signes  supérieurs  et  inférieurs  se  correspondant,  quand  c,  c',  c"  sont 
positifs,  ce  qui  montre  que  les  coordonnées  absolues  d'un  point  ne  sont 
jamais  toutes  trois  négatives. 

688.  —  Aire  du  triangle  dont  on  connaît  iee  équatfone  des  trois  côtés.  —  Dési- 
gnons par 

AP  +  A'Q  +  A"R  =  0.       BP  +  B'Q  +  B"R  =  0,       CP  +  C'Q  +  C"R  =  0, 

les  équations  des  trois  côtés  du  triangle  donné. 
Développées  par  rapport  à  rc  et  à  y,  elles  deviennent 

(ak  +  a'k'  +  a"k")x  +  {bk  +  b'k'  +  b"k")y  ■\-ck  +  c'k'  +  c"k"  =  0, 
{ah  +  a'B'  +  a"W')x  +  m  +  à'W  +  b"W')y  +  cB  +  c'B'  +  c"B"  =  0, 
(aC  +  a'C  +  a'V)x  +  (bC  +  bV  4-  b'V')y  +  cC  +  cV  +  c'V  =  0. 
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Le  triangle  que  ces  droites  déterminent  a  donc  pour  surface  (54) 

aA  +  a'A'  +  a"A",  ^A  +  ^'A'  +  b"k'\  ck  +  C'A'  +  c"k" 
aB  +  a'B'  +  a"W\  b^  +  ^'B'  +  ^"B",  cB  +  c'B'  +  c"B" 
aC  +  a'C  +  a"C",      bC  +  bV  +  ^"C",      cC  +  cV  +  c"C" 


25'=  ±- 


Produit  de  trois  facteurs  l       (aB  +  «'B'  +  a"B")(/<:  +  bV  +  b'V)  \ 
analogues  à  /  —  (aC  +  aV  +  a"C")  (bB  +  b'h'  +  b"W')  \ 


Le  numérateur  de  cette  expression  est  égal  au  produit 


fl,      bj      c 
a',     b\     & 
a'\    b'\    c" 


2 


A,  A',      A" 

B,  B',      B" 

C,  C,      C" 


L'un  des  facteurs, 
(flB  +  a'B'  +  a"B")(^C  +  bV  +  b'V)  -  (aC  +  a'C  +  a"C")(^B  +  ^'B'  +  b"W\ 

du  dénominateur  de  la  même  expression  est  égal  à 

{a'b"  -  a"b')  (B'C"  —  B"C')  +  (a"b  -  ab")  (B"C  —  BC")  -f-  (a^'  —  a'b)  (BC  —  B'C) 
=  5  (B'C"  -  B"C')  +  7j(B"C  -  BC")  +  Ç(BC'  —  B'C) 

$,     ^,       ï 

B,  B',     B" 

C,  C,      C" 

Le  double  2^'  de  la  surface  du  triangle  formé  par  les  trois  droites  données 
a  donc  pour  valeur 


25' =  ± 


a,  bf  c 
a\  b\  c' 
^",    c 


a 


n 


/; 


2 


A.      A',      A" 

B,  B',    B" 

C,  C,    C" 


2 


5,    ^, 

B,     B', 

C,    c, 


B" 

C" 


A,     A', 
C,     C, 


A" 
C" 


A,  A', 

B,  B', 


5, 


^, 


A" 
B" 


=  ±  25$TiÇ- 


A, 
B, 

C,     C, 


A',     A" 

B',     B" 

C" 


2 


?. 

1, 

B, 

B'. 

B" 

C, 

C. 

e" 

A, 

A', 

A" 

ç, 

1, 

Ç 

c, 

C, 

C" 

A,  A',     A" 

B.  B',     B" 

«,     1,      ï 
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589.  —  Aire  d'un  triangle  en  fonction  dee  coordonnées  trilinéalree  absolues  des 
trois  sommets.  —  Le  déterminant 


ax  +lfy  +c,       a'x  +  b'y  +c\ 
ax'  +by'  +  c,       a'x'  -i-  bY  +  c\ 

étant  égal  au  produit  des  deux  déterminants 


a"x  +b"y  +c" 
a''x'  +  b'Y  +  c" 


a. 

^ 

c 

a\ 

^', 

C 

a". 

^", 

c" 

x\    y\    1 


on  en  conclut 


2s"E  =  zb 


P,  Q,  R 
P\  Q',  R' 
P",    Q",    R' 


Is"  désignant  le  double  de  la  surface  du  triangle  dont  les  sommets  ont  pour 
coordonnées  tri  linéaires  absolues 


P,  Q,  R  î       P',  Q\  R'  ;       P",  Q",  R". 


On  a  encore 


25"  =  ± 


l^±  Sa'StjC 


P,  Q,  R 
P',  Q',  R' 
P",    Q",    R" 


590.  —  Droite  liarmoniquement  associée  à  un  point  —  En  désignant  par  P', 
Q',  R',  les  coordonnées  trilinéaires  d'un  point  M,  les  droites  AM,  BM,  CM  qui  le 
joignent  aux  sommets  du  triangle  fondamental  ont  pour  équations 

f\f  H'  ^»  Rf  p'  ^»         p/  fïf         ^• 


Q'      R' 


R' 


Q' 


Leurs  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  côtés  du  triangle  sont  donc 
représentées  par 

tL-i-L-n       Lo-L-n      L^Q^-(\ 

Q'      •     1^'  ^'  J^'      •"  P'  ^^  P'  0' 

Ces  droites  rencontrent  évidemment  les  côtés  correspondants  du  triangle  en 
trois  points  situés  sur  la  droite 

P'  ^  Q'  ^  R'        ' 

appelée  droite  kai^moniquement  associée  au  point  M. 

Exercices.  ~  1.  Donner  Taire  du  triangle  formé  par  les  points  A',  B',  C  qui 
divisent  les  côtés  BC,  CA,  AB  respectivement  suivant  les  rapports  p,  q,  r. 

2.  Équation  de  la  droite  harmoniquement  associée  à  Torthocentre. 
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§  3.  —  Coordonnées  trillnéaires  normales 

et  baryeentriques* 

691.  —  Les  coordonnées  trilinéaires  homogènes  contiennent,  comme  cas  parti- 
culiers, les  coordonnées  cartésiennes  et  les  coordonnées  trilinéaires  normales  et 
barycentriques. 

Le  premier  cas  correspond  aux  formes  suivantes  des  polynômes  P,  Q,  R  : 

P  =  .r,        Q  =  y,        R  =  1. 
On  a  donc 

a    =  i,         ^    =0,         c   =0, 

a'  =0,        b'  =1,         c'  =0, 

a"  =  0,        ^"  =  0,        c"  =  l. 

Dans  ce  cas,  le  triangle  fondamental  a  pour  côtés  deux  droites  rectangulaires 
se  coupant  en  un  point  C  el  la  droite  de  rinfmi. 

Les  coordonnées  x  et  y  sont  les  distances  du  point  aux  deux  côtés  rectan- 
gulaiœs  du  triangle,  car  les  expressions 

se  confondent  avec  oc  et  y. 

592.  —  Coordonnées  trilinéaires  normales.  —  Lorsque,  entre  les  coefficients 
a,  b,  a\  b\  a'\  b'\  on  a  les  relations 

a2  +  ^=l,        «'•'^  +  ^'•^  =  1,        a"^  +  b"^=--{, 

les  coordonnées  trilinéaires  homogènes  portent  le  nom  de  coordonnées  tnli- 
néaires  normales. 

La  distance  d'un  point,  ayant  pour  coordonnées  trilinéaires  normales  absolues 
F,  Q,  R,  au  côté  BC  du  triangle  fondamental  est 

p 

Aux  signes  près,  les  coordonnées  trilinéaires  normales  absolues  d*un  point  se 
confondent  donc  avec  les  distances  du  point  aux  côtés  du  triangle  fondamental. 

Si  nous  supposons  L*ongvie  des  coordonnées  cartésiennes  à  Vintérieur  du 
triangle  ABC  et  les  quantités  c,  c',  o,"  positives,  on  voit  que  les  coordonnées 

trilinéaires  normales  d'un  point  situé  à  Tintérieur  du  tri- 
angle sont  toutes  trois  positives  (51). 

L'une  des  coordonnées  est  négative  lorsque  le  point  se 
trouve  à  l'extérieur  du  triangle,  dans  l'un  de  ses  angles 
intérieurs  (M).  Deux  des  coordonnées  sont  négatives, 
lorsque  le  point  est  situé  en  M' dans  l'angle  opposé  par  le 
sommet  à  l'un  des  angles  intérieurs  du  triangle. 

Pour  distinguer  les  coordonnées  trilinéaires  normales, 
nous  désignerons  celles-ci  par  les  lettres  a,  p,  7. 
„.     ,„  La  relation  (587)  existant  entre  les  coordonnées  d'un 
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point  devient,  dans  le  cas  des  coordonnées  normales,  lorsque  S,  t^,  ^  sont  des 
quantités  positives 

a  sin  A  +  P  sin  B  +  y  sin  C  =  V^^  sin  A  sin  B  sin  C  =  — ^ 

et  lorsque  ces  qualités  sont  négatives 

—  (a  sin  A  +  j3  sin  B  +  7  sin  C)  =  —  Y^^ls  sin  A  sin  B  sin  C  «  —  — » 

S  désignant  la  surface  du  triangle  fondamental,  R  le  rayon  de  son  cercle 
circonscrit  et  A,  B,  C  ses  angles  intérieurs. 
La  formule 

a  sin  A  +  !3  sin  B  +  7  sin  C  =  -— 

R 

est  donc  générale. 

Dans  le  cas  des  coordonnées  trilinéaires  normales,  le  triangle  fondamental 
prend  souvent  le  nom  de  triangle  de  référence. 

593.  —  Coordonnées  barycentriqueo.  —  D'après  ce  qui  précède,  les  coordonnées 
trilinéaires  normales  d*un  point  déterminent  parfaitement,  quand  elles  sont 
connues,  les  coordonnées  cartésiennes  du  point. 

Par  conséquent,  il  en  sera  de  même  des  quantités 

a  sin  A,       ^sinB,       ysinC, 

appelées  coordonnées  barycentriques  du  point  considéré.  Comme,  entre  ces 
coordonnées,  il  existe  une  relation  du  premier  degré,  elles  peuvent  aussi  désigner 
des  quantités  proportionnelles  aux  expressions  précédentes. 

Nous  arrivons  ainsi  par  des  considérations  purement  analytiques  à  la  notion  des 
coordonnées  trilinéaires  normales  et  barycentriques. 

Remarque.  —  Dans  la  pratique,  les  coordonnées  trilinéaires  normales  sonl 
souvent  désignées  par  x,  y,  z,  tandis  que  l'on  représente  plus  spécialement  par 
a,  j3,  7  les  coordonnées  barycentriques,  c'est-à-dire  qu|2  l'on  a 


;r  sin  A      y  sin  B      z  sin  C 
Dans  les  applications  qui  vont  suivre,  nous  nous  conformerons  à  cet  usage. 

694.  —  Applications.  —  I.  Les  coordonnées  normales  et  barycentriques  du 
centre  de  gravité  G,  de  Vorthocentre  H,  des  centres  des  cercles  inscrit  I  et 
circonscrit  0  du  triangle  de  référence,  sont 


\         i         1 


G; 

sinA^  sinB'   sin  C 

H; 

1          1          1 
cosA'  cosB'  cosC 

I: 

i,  1,  i; 

0; 

cos  A,  cos  B,  cosC; 

i,  i,  1. 

tgA,  tgB,  tgC. 

sin  A,  sin  B,  sin  C. 
sin  SA,  sin  SB,  sinSC. 


1 
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II.  En  coordonnées  normales,  les  médianes,  hauteurs  et  bissectrices  du 
triangle  de  référence  ont  pour  équations  : 

ysinB  —  «sin  C  =  0,       asinC  —  icsin  A«0,       arsin  A--y8inB  =  0, 

ycosB  --xcosC  =  0,       xcosC  — a:cosA  =  0,       a:cosA  — ycosB  =  0, 

y=±2t,  Z'=±x,  x=±y. 

En  coordonnées  barycentriques,  les  mêmes  droites  sont  représentées  par  les 

équations  : 

p  — y  =  0,        7  — a  =  0,        a  — p=0; 

jScotgB  — 7COtgC  =  0,       ycotgC  — acotgA  =  0,       acotgA  — (3cotgB  =  0; 

|3  sin  C  =  ±  7  sin  B,       7  sin  A  =  db  a  sin  C,       «  sin  B  -=  ±  ^  sin  A. 

506.  —  Points  complémentaires.  —  Deux  points  sont  complémentaires  lorsque, 
entre  leurs  coordonnées  barycentriques  a,  p,  7  et  a',  j3',  7',  on  a  les  relations 

a' p;_  _     Y 


(3  +  7       7  +  a       a  +  p' 

lesquelles  peuvent  encore  s'écrire  : 


Le  second  point  M'  est  appelé  complémentaire  du  premier  M;  celui-ci  est 
V anticomplémentaire  de  M'. 

Corollaire,  —  Les  milieux  A',  B',  C  des  côtés  du  triangle  de  référence  sont  les 
points  complémentaires  des  sommets  opposés  du  même  triangle,  car  les  coor- 
données barycentriques  des  points  A  et  A'  sont  respectivement 

1,  0,  0;       0,  1,  1. 

506.  —  Droites  complémentaires.  —  Le  lieu  des  points  complémentaires  des 
différents  points  d'une  droite  est  aussi  une  droite,  appelée  complémentaire 
de  la  droite  donnée. 

Si  celle-ci  est  représentée  par 

Xa  +  yip  -f- V7  =  0, 

sa  complémentaire  a  pour  équation 

X(p  +  7)+fz(7  +  a)  +  v{a  +  p)«0. 

Corollaire,  —  Si  M  et  M',  N  et  N'  sont  deux  couples  de  points  complémentaires, 
les  droites  MN  et  M'N'  sont  complémentaires. 

507.  —  Théorème.  —  De^ix  droites  complémentaires  sont  parallèles. 
L'équation  précédente  peut,  en  eft'et,  s'écrire 

(«  +  r^  +  7)(^  +  fx  +  V)  -  (Xa  +  fJt(3  +  V7)  =  0; 
elle  ne  difl'ère  donc  que  par  une  constante  de  Téquation 

Xa  +  fJt|3  +  V7  —  0. 
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Corollaire,  —  Désignons  par  M  et  M'  deux  points  compiémentaires;  les  droites 
complémentaires  AM,  A'M',  sont  parallèles.  11  en  est  de  même  des  droites  BM  et 
B'M\  CM  et  CM'.  La  droite  MM'  passe  donc  par  le  centre  de  gravité  G  du  triangle 
de  référence,  et  Ton  a  toujours 

GM  =  2GM'. 

Les  points  M  et  M'  décrivent  donc  deux  figures  homothétiques  ayant  pour 
centre  d'homothétie  le  centre  de  gravité  ou  barycentre  du  triangle,  et  pour 
rapport  d'homothétie  le  nombre  2. 

608.  —  Droites  isogonales.  >—  On  appelle  ainsi  deux  droites  issues  du  sommet 
d'un  triangle  et  symétriques  par  rapport  à  la  bissectrice  correspondante. 
Si  une  droite  a  pour  équation,  en  coordonnées  normales, 

^y  +  vz^  0, 

son  isogonale  sera  évidemment  représentée  par 

ixz  +  vy  =  0       ou       ^  +  ^  =  0. 
Si  les  trois  droites 

liy  +  vz^  0,       vz  +  Xx  =  0,       \x+  yiy  =  0, 

se  rencontrent  en  un  point  M  ayant  pour  coordonnées  normales  x,  y,  z,  leurs 
isogonales 

"  +  -  =  0,        ^  +  A  =  o,        A  +  {i==o, 
y      z        '        z  *  X        '        X  ^  y        ' 

se  croisent  au  point  M'  ayant  pour  coordonnées 

1        1        i 
x'        y'       z' 

Les  points  M  et  M'  sont  appelés  points  inverses  ;  entre  leurs  coordonnées  trili- 
néaires  normales  x,  y,  z  et  x\  y\  s'  existent  les  relations  : 

XX'  =  yy'  «=  zz\ 

699.  —  Applications.  —  L  Les  syraédianes  d'un  triangle  (isogonales  des 
médianes)  ont  pour  équations 

sin  B     sin  G  _  a         ëHLÇ  _  ?ilL^  — -  0         sin  A     sin  B  _  ^ 

y  2""'  z  X  '  X  y    ~   ' 

Elles  se  rencontrent  au  point  K  de  Lemoine  dont  les  coordonnées  normales  sont 

ic  :  ?/  :  ;s  =  sin  A  :  sin  B  :  sin  C. 

Le  point  de  Lemoine  est  donc  l'inverse  du  centre  de  gravité. 
IL  Les  hauteurs  d'un  triangle  sont  les  isogonales  des  droites  qui  joignent  les 
sommets  au  centre  du  cercle  circonscrit. 
L'orthocentre  et  le  centre  du  cercle  circonscrit  sont  donc  des  points  inverses. 
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600.—  Transversales  inverses.  —  Les  points  L,  M,  N  où  la  droite 

Xx  +  ay  +  vz  =  0 

rencontre  les  côtés  BC,  CA,  AB  du  triangle  de  référence  ABC,  sont  situés  respec- 
tivement sur  les  droites  AL,  BM,  CN  représentées  par 

y^y  +  vz^  0,       vz  +  'kx  =  0,       Xx  +  iJiy  =  0. 

Les  points  L',  M',  N'  où  les  droites  isogonales  AL',  BM',  CN'  des  droites  AL,  BM, 
CN  coupent  les  côtés  BC,  CA,  AB  du  triangle  ABC  sont  donc  situés  sur  la  droite 

transversale  inverse  de  la  droite  LMN. 

601.  —  Droites  isotoroiques.  —  Si  M  et  M'  sont  deux  points  du  côté  BC  du  triangle 
ABC,  symétriques  par  rapport  au  milieu  A'  de  ce  côté,  les  droites  AM,  AM'  sont 
appelées  droites  isotomiqties. 

Si  une  droite  AM  est  représentée  par 

uP  +  Vy  =  0, 

son  isotomique  AM'  a  pour  équation 

f,y  +  vp  =  0       ou       ^+^"=0. 

De  sorte  que,  si  trois  droites  joignent  les  sommets  du  triangle  a  un  point  N  ayant 
pour  coordonnées  barycentriques  a,  p,  y,  leurs  isotomiques  passent  par  le  point 
N'  ayant  pour  coordonnées  barycentriques 

1        i        i 

a  P  V 

Les  points  N  et  N'  sont  dits  réciproques;  entre  les  coordonnées  barycentriques, 
a,  j3,  7  et  a',  p',  y'.  On  a  les  relations 

««'  =  j5p'  =  77', 

602.  —  Transversales  réciproques.  —  En  désignant  par 

Xa  +  f/j3  +  V7  =  0 

réquation  d'une  droite  LMN,  les  droites  isotomiques  des  droites  AL,  BM,  CN  ont 
pour  équations 

3         7  va  a         ô 

fji      V  V      X  X  ^ 

Elles  rencontrent  les  côtés  BC,  CA,  AB  du  triangle  ABC  aux  points  L',  M',  N' 
situés  sur  la  droite 

«        P        7         >. 

transversale  réciproque  de  la  droite  LMN. 
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Exercices.  —  1.  Donner  Téquation  de  la  droite  joignant  les  centres  des  cercles 
inscrit  et  circonscrit. 

2.  L'orthocentre,  le  centre  de  gravité  et  le  centre  du  cercle  circonscrit  sont  trois 
points  en  ligne  droite. 

3.  Le  centre  du  cercle  circonscrit  est  le  point  complénoentaire  et  le  point  inverse 
de  Torthocentre. 

L  Les  droites,  qui  joignent  les  sommets  d*un  triangle  aux  points  de  contact,  avec 
les  côtés  opposés,  du  cercle  inscrit,  sont  les  isotomiques  des  droites  qui  joignent  les 
mêmes  sommets  aux  points  de  contact  des  mêmes  côtés  avec  les  cercles  ex-inscrits 
correspondants.  Les  premières  droites  se  rencontrent  au  point  de  Gergonne,  les 
secondes  au  point  de  Nagel;  trouver  les  coordonnées  de  ces  points  réciproques. 

5.  Le  point  de  Nagel  est  Tanticomplémentaire  du  centre  du  cercle  inscrit. 

6.  Les  points  inverse  et  réciproque  d'un  point  M  sont  situés  sur  une  droite  passant 
par  M;  trouver  le  lieu  de  ce  dernier  point. 


CHAPITRE  IL 

DES  CONIQUES. 

L'équation  du  second  degré 

F  (P,  Q,  R)  =  /P2  +  mQ2  +  nR2  +  2/-QR  H-  2^RP  +  2/iPQ  =  0 

représente  une  conique  qui  peut  dégénérer  en  deux  droites;  car  elle  est 
aussi  du  second  degré  par  rapport  k  xeiky. 

§  1.  —  Coniques  circonscrites  au  trian^^Ie 

rondamental. 

608.  —  Équation  générale  de  ces  courbes.  —  Lorsque  les  coefficients 
/,  m,  n  sont  nuls,  Téquation  précédente  devient 

/iQR  +  ^RP-h  /iPQ  =  0,  (i) 

et  la  conique  qu'elle  représente  est  circonscrite  au  triangle  fondamental. 
En  effet,  les  valeurs  des  variables  x  et  y,  qui  vérifient  les  équations 

p  =  0,  Q  =  0, 

satisfont  en  même  temps  à  Téquation  de  la  conique. 

Cette  équation,  renfermant  deux  paramètres  arbitraires,  représente  une 
infinité  de  coniques  dont  on  obtient  les  équations  en  faisant  varier  ces 
deux  paramètres. 

28 
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604.  —  De  ce  que  Téquation  (1)  peut  s'écrire,  quand  fgli  ^  0, 

(^R  +  hQ)  ifQ  +  gV)  —  hfCe  =  0,       (/Q  +  gP)  (h?  -f  fK)  —  ghP^  =  0, 

on  conclut  que  les  équations 

hQ  +  gK  =  0,         /iP  +  /"R  =  0,         g?  +  fQ  =  0 

représentent  respectivement  les  tangentes  à  Tune  des  coniques  circon- 
scrites aux  sommets  A,  B,  C  du  triangle  (496). 

606.  —  Les  trois  points  a,  b,  c,  où  ces  tangentes  rencontrent  les  côtés  opposés 
du  triangle  ABC,  sont  situés  sur  la  droite  co  représentée  par 

f+g  +  h     ^• 

Cette  équation  est,  en  effet,  vérifiée  par  les  coordonnées  des  points  de  section 
des  droites 


P  =  0, 
0  =  0, 
R  =  0. 


9^  h 


0     ou     AQ  +  ^R  =  0, 
AP  +  /"R  =  0, 


U^=0 


ou 


ou     gP  +  fQ'^-O. 

Désignons  par  Â',  B',  C  les  sommets 
du  triangle  formé  par  les  tangentes  à  la 
conique  aux  points  A,  B,  C  ;  les  droites 
AA',  BB',  GC\  étant  les  polaires  des 
points  a,  b,  c,  on  en  conclut  que  ces 
droites  concourent  en  un  point  û, 
harmoniquement  associé  à  la  droite 
abc  (590). 

Les  coordonnées  du  point  û  sont 
donc  : 

P  :  Q  :  R  =-  /•  :  ^  :  A. 

606.  —  Cercle  oiroonscrit  au  triangle 
fondamental.  —  L'équation 


/QR+^RP  +  /tPQ  =  0, 


Fig.  156. 

OU,  en  développant, 

f(a'x  +  b'y  +  e')  {a"x  +  b"y  +  c")  +  g  (n"x  +  b"y  +  c")  {ax  +  by  +  c) 

4-  h{ax  +  by+c)  ia'x  +  b'y  +  c')  =  0,  (2) 

représente  un  cercle,  quand  on  a 

/•(a'^"  +  a"b')  +  g  (a"b  +  ab")  +  k  iab'  +  a'b)  =  0, 
f(a'a"  -  b'b")  +  g  {a" a  -  b"b)  +  h  (aa'  —  bb')  =  0. 
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On  tire  de  ces  deux  relations 

f        ^         9         _  h. 


L^équation  du  cercle  circonscrit  au  triangle  fondamental  est  donc 

?  (a2  +  b^) QR  +  Ti  (fl'a  +  ^'2)  rp  +  ç(a"«  +  /»"2) pq  =  o. 

En  coordonnées  normales,  cette  équation  devient 

yz  sin  A  +  î&r  sin  B  +  a:y  sin  C  ==  0; 

elle  exprime  que  le  triangle,  formé  parles  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un 
point  M  sur  les  trois  côtés  du  triangle  ABC,  a  une  aire  nulle,  quand  M  décrit 
le  cercle  circonscrit  (théorème  de  Simson). 

607.  —  Cercle  quelconque.  —  Si,  au  premier  membre  de  Téquation  du  cercle 
circonscrit,  on  ajoute  une  fonction  rationnelle  du  premier  degré  en  P,  Q,  R,  on 
obtient  encore  Téquation  d'un  cercle  en  égalant  cette  somme  à  zéro.  Donc, 

E  (WP  +  VQ  +  M/R)  4-  5  (fl2  +  ^2)  QR  +  ^  (a'2  +  ^'2)  RP  +  ç  (a"2  +  b"^  PQ  -  0 

est  réquation  d'un  cercle  quelconque.  En  la  rendant  homogène,  on  obtient 
(SP  +  TjQ-+-ÇR)(ttP  +  t;Q  +  «;R) 

+  k{\ (a2+  ^2)QR  +  r,  (a'2  +  ^'2)  Rp  +  Ç  (^''2  +  ^"2)  pQ]  =  Q. 

606.   —  Conditions  pour  que  l'équation  générale  représente  un  cercle.  — 

L'équation  générale 

/P2  +  wQ2  +  wR2  +  2/^QR  +  a;RP  -h  2^PQ  =  0 

représente  un  cercle,  quand  on  peut  lui  donner  la  forme  ci-dessus.  On  doit  donc 
avoir,  entre  ses  coefficients,  les  relations  suivantes  : 


/ 

«s 

m 

n 

^f  ^  2fe 


En  désignant  par  1  :  9  la  valeur  commune  de  ces  rapports,  on  a 

/6  =  îM,        me  =  Tjv,        ne  =  Çu;, 
2/&  =  lit/;  +  Cv  +  k^(a^  +  ^,       2^0  =  CM  +  kw  +  kri(a'^  +  ^'2), 

2/ie  =  ÇV  +  rjW  +  ^î(fl"2  +  ^"2) . 


ou  encore, 


2/ViÇ  =  /iTi2  +  mî;2  +  /c^  (a2  +  bf^, 

2^«  =  l^  +  n?  +  k^-{a'^  +  b'% 
Vi^ri  =  m?2  +  Z7i2  +k^  (a"2  +  6"2). 

7 


—  436  — 

Éliminant  le  rapport  k  :  6  entre  ces  équations,  on  obtient  les  conditions 

^Aiî  —  rir?  —  mX?  _  2^ÇÇ  —  IX?  —  n\^  __  Vi^r^  —  ml^  —  /tj2 
W+^  "■        a"2  +  ^'2  ^        a"2  +  ^"2 

nécessaires  pour  que  Téquation  générale  représente  un  cercle. 

609.  —  Hyperboles  équilatères  circonscrites  au  triangle.  —  L*équalion  (1)  ou  (2) 
représente  une  hyperbole  équilatère,  quand  on  a 

Aa'fl"  +  b'b")  4-  g(a''a  +  b"b)  +  h(aa'  +  bb')  =  0, 

relation  qui  exprime  que  Torthocentre  du  triangle,  dont  les  coordonnées  sont 

i  1  i 

a' a"  +  b'b"'      a"  a  +  b"b  '      aa'  +  bb'' 

fait  partie  de  la  courbe.  Nous  retrouverons  ainsi  une  propriété  connue  (469). 
En  coordonnées  trilinéaires  normales,  la  condition  ci-dessus  s*écrit 

/"cos  A  +  ^  cos  B  +  A  cos  C  =  0. 

Exercices.  —  i.  Par  les  sommets  A,  B,  C  d'un  triangle  inscrit  dans  une  conique, 
on  mène  des  tangentes  à  la  courbe  qui  rencontrent  les  côtés  opposés  en  a,  b,  c. 
Démontrer  que  les  milieux  des  droites  Aa,  B^,  Ce  sont  en  ligne  droite. 

2.  Donner  l'équation  de  la  droite  abc  dans  le  cas  d'un  cercle  circonscrit  au 
triangle,  ainsi  que  les  coordonnées  du  point  harmoniquement  associé  à  cette  droite. 

3.  Sur  les  milieux  A',  B',  C  des  côtés  d'un  triangle  ABC,  on  élève  des  perpen- 
diculaires dirigées  toutes  trois  vers  l'intérieur  ou  l'extérieur  du  triangle.  On  porte 
sur  ces  perpendiculaires  des  longueurs  A'M,  B'N,  C'P  respectivement  proportion- 
nelles aux  côtés  BC,  CA,  AB  du  triangle.  Les  trois  droites  AM,  BN,  CP  se  coupent 
en  un  point  F  qui  décrit  l'hyperbole  équilatère  de  Kiepert.  Donner  l'équation  de 
la  courbe. 

4.  Lorsque  les  longueurs  A'M,  B'N,  CP  sont  égales,  les  perpendiculaires  AZ, 
B2,  C2  abaissées  des  sommets  A,  B,  C  sur  les  côtés  NP,  PM,  MN  du  triangle  MNP  se 
rencontrent  en  un  point  2  qui  décrit  l'hyperbole  de  Feurbach.  Donner  l'équation 
de  la  courl)e. 

5.  Quelle  doit  être  la  longueur  commune  des  perpendiculaires  A'M,  B'N,  CP 
pour  que  les  trois  côtés  du  triangle  MNP  coïncident? 

6.  Quelle  est  l'équation  de  la  droite  suivant  laquelle  les  côtés  du  triangle  MNP 
sont  alors  dirigés? 

7.  Démontrer  que  les  deux  droites  ainsi  obtenues  sont  rectangulaires  et  se 
croisent  au  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  A'B'C. 

§   d.   —  Coniques  coi^ju^uées  au   trlan§^le 

rondamental. 

610.  —  Équation  générale  de  ces  courbes.  —  Lorsque  les  coefficients 
/*,  g,  h  de  Téquation  générale  sont  nuls,  celle-ci  se  réduit  à 
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Évidemment,  les  coefBcients  l,  m,  n,  que  noas  supposons  différents  de 
zéro,  ne  peuvent  avoir  le  même  signe,  car  la  conique  serait  imaginaire, 
son  équation  étant  absurde  :  une  quantité  essentiellement  positive  ou 
négative  ne  pouvant  pas  être  constamment  nulle.  Un  ou  deux  des  para- 
mètres l,  m,  n  sont  donc  négatifs.  Mais  si,  dans  le  second  cas,  on 
change  tous  les  signes,  on  le  ramène  au  premier;  de  sorte  que,  lorsque 
la  conique  n*est  pas  imaginaire,  son  équation  se  présente  sous  la  forme 

—  X2P2  +   ^2Q2    H-   y2R2  =  0.  (]) 

On  peut  l'écrire  de  la  manière  suivante  : 

(XP  +  ^Q)  (XP  —  ^Q)  —  v2R2  =  0. 

On  reconnaît  ainsi  que  Téquation 

R  =  0 

représente  la  polaire  du  point  de  rencontre  C  des  deux  droites 

XP  +  uQ  =  0,       XP  —  fxQ  =  0 

tangentes  à  la  courbe  (496). 

Remarques.  —  I.  Le  sommet  C  est  extérieur  à  la  courbe,  car  ces  tan- 
gentes sont  réelles. 

II.  Les  deux  tangentes  issues  de  C  sont  conjuguées  harmoniques 
par  rapport  aux  côtés  AG,  BG  du  triangle  fondamental. 

611.  —  L'équation  (1)  peut  encore  prendre  les  deux  formes  suivantes  : 

(XP  -f-  vR)  (XP  —  >R)  —  fx2Q2  =  0, 
(fzQ  +  vRV^^^^)  (uQ  —  vR  y^i)  —  X2P2  =  0. 

La  première  fait  voir    que  la  polaire  du  point  B  d'mlersection  des 

tangentes 

XP  +  vR  =  0,        XP  —  vR  =  0, 

est  la  droite  représentée  par 

Q  =  0, 

ou  le  côté  AG,  et  que  ce  point  B  est  aussi  extérieur  à  la  conique. 

La  deuxième  forme  nous  montre  que  le  sommet  A  du  triangle,  point 
d'intersection  des  tangentes 

IxQ  -f-  vRI/-  ï  =  0,        fxQ  —  vRV/=^  =  0, 

est  le  pôle  de  la  droite 

P  =  0, 

ou  du  côté  BG,  et  que  le  point  A  est  miérieur  à  la  courbe,  car  les  tangentes 
qui  y  passent  sont  imaginaires. 
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Il  résulte  de  cette  analyse  que  le  triangle  fondamental  ABC  est  tel  qu'un 
sommet  quelconque  est  le  pôle  du  côté  opposé. 

La  conique  représentée  par  l'équation  (1)  est  donc  conjuguée  au  triangle 
fondamental.  Un  des  sommets  de  ce  triangle  est  toujours  à  l'intérieur  de 
la  courbe. 

612.  —  Corollaires.  —  I.  Si  Vun  des  sommets  du  triangle  se  trouve 

sur  la  conique,  celle-ci  se  réduit  à  deux  droites;  le  point  A  ayant  pour 

coordonnées  P,  0,  0  est,  en  effet,  sur  la  courbe,  quand  l  est  nul.  Celle-ci  a 

alors  pour  équation 

îwQ2  +  wR2  =  0, 

et  se  compose  de  deux  droites. 

II.  Il  y  a  une  infinité  de  coniques  conjuguées  à  un  triangle  donné;  il 
suffit  de  faire  varier  /,  m,  n  pour  obtenir  leurs  équations. 

III.  Le  triangle  conjugué  à  deux  coniques  données  (437)  Cest  également 
à  toutes  les  coniques  du  faisceau  ponctuel  qu'elles  déterminent. 

En  effet,  en  rapportant  les  coniques  données  à  leur  triangle  conjugué 
commun,  le  faisceau  qu'elles  forment  est  représenté  par  l'équation 

«>2  +  mQ2  +  wR2  —  A'(/'P2  +  m'Q2  -f  „'R2)  =  o, 
ou  par 

(l  —  kl')?^  +  (m  —  km')Q^  +  {n  —  kn')K^  =  0. 


Remarque. 

—  Pour  les  trois  valeurs 

l       m 

n 

de  k,  réquation  ci-dessus  représente  deux  droites.  Ces  trois  couples  de  droites 
sont  tous  trois  réels,  ou  l'un  d'eux  seulement  est  réel;  ce  sont  les  trois  couples  de 
cordes  communes  aux  deux  coniques. 

613.  —  Cercle  conjugué  au  triangle.  —  L'équation 

/P2  +  wiQ*  +  nR2  =  0 
développée  peut  s'écrire  : 

l{fix  +  by  +  cf  +  mifi'x  +  b'y  +  cy^n  {a"x  +  b"y  +  c")»  =  0. 

Elle  représente  donc  un  cercle,  quand  on  a  les  relations 

/(a2  -  ^2)  +  m(a'^  —  b'^  +  nW'^  —  b"^)  -  0, 
lab  +  ma'b'  +  na"b"  ^(i. 

De  ces  deux  relations  homogènes,  on  tire 

/  m  n 


{a' a"  +  b'b")\  "~  {a" a  +  b"b)  n      iaa'  +  ^^')Ç' 
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Le  cercle  conjugué  au  triangle  a  donc  pour  équation 

(fl'a"  -f  b'b")^?^  +  {a"a  +  e»"«TiQ''«  +  (aa'  +  ^^')CR*  =  0, 

ou,  en  coordonnées  trilinéaires  normales, 

x^sinSA  +  y-«sin2B  +  z^sÀn^Q.  =  0. 

Pour  que  ce  cercle  soit  réel,  il  faut  que  Tun  des  trois  coefficients  soit  négatif; 
Tun  des  angles  du  triangle  fondamental  doit  donc  être  obtus. 

614.  —  Application.  —  L'équation 

[x-af  +  iy-  p;2  -  (Xx  +  fxy  +  v)2  =  0 
représente  une  conique  conjuguée  au  triangle  formé  par  les  droites 

a:  —  a  =  0,       y  —  3  =  0,       Xa:  +  f/y  +  v  =  0. 

Le  sommet  déterminé  par  les  deux  premières,  qui  sont  rectangulaires,  est  un 
foyer  de  la  courbe  et  le  côté  opposé,  la  directrice  correspondante.  Celle-ci  est  donc 
la  polaire  du  foyer. 

La  forme  de  l'équation  de  la  courbe  étant  indépendante  de  la  direction  des  axes 
de  coordonnées  rectangulaires,  et  les  droites 

parallèles  aux  axes  de  coordonnées  étant  rectangulaires,  on  en  conclut  que  : 

Le  foyer  d'une  conique  est  le  centre  d'une  involution  orthogonale  de  droites 
conjuguées  à  la  courbe  (518). 

Réciproquement,  le  centre  d'une  involution  orthogonale  de  droites,  conju- 
guées à  une  conique,  est  un  foyer  de  la  courbe. 

En  effet,  prenons  pour  axes  de  coordonnées  deux  droites  rectangulaires  passant 
par  le  centre  de  Finvolution,  et  représentons  par 

a;  —  ai/  =  0,       ax  +  y  —  Q 

m 

deux  droites  correspondantes  du  fiaisceau  et  par 

Xa:  +  fxy  +  V  «=  0 

la  polaire  de  l'origine  des  coordonnées.  Le  triangle  formé  par  ces  trois  droites, 
étant  conjugué  à  la  conique,  l'équation  de  celle-ci  est  de  la  forme 

k{;c  —  ay)2  +  k\ax  +  yy  —  (kx  +  f/y  +  v)*  =  0; 

comme  cette  équation  doit  être  indépendante  de  a,  on  doit  avoir 

ce  qui  donne  pour  l'équation  de  la  conique 

3fl-\-y2^Q,x+^y-\-  V)2. 

L'origine  des  coordonnées  est  donc  un  foyer  de  la  courbe. 
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Exercices.  —  1.  Démontrer  les  identités 

{aa'  +  bb\  +  {a"a  +  b"bX  _  {a"a'+b"b'):,  +  iaa'  +  bb')i 

_  (afl"+^^")5  +  (a' a''  +  b'b'')  ri 

2.  Quelle  relation  doit-il  exister  entre  l,  m,  n  pour  que  Téquation 

/P2  +  mQ2  +  nR2  =  0 
représente  une  hyperbole  équilatère  ou  une  parabole? 

§  3«  —  Coniques  inscrites  dans  le  triftn§^le 

rondamental. 

616.  —  Coniques  tangentes  à  un  cOté  du  triangle  fondamental.  — 

Si,  entre  les  coefficients  de  l'équation  générale,  on  a  la  relation 

L  =  mw  —  p  =  0      ou      f=±  Vmn, 
cette  équation  devient 

/P2  +  mQa  +  nR2  ±  ^Vmi  QR  -h  2(/RP  +  2/iPQ  =  0; 

et,  comme  elle  peut  s'écrire  alors 

P(/P  +  2/iQ  +  2^R)  +  (QKm  i  KV^iY  =  0, 

on  en  conclut  que,  dans  ce  cas,  la  conique  qu'elle  représente  est  tangente 
au  côté  BC,  en  un  point  A'  situé  sur  la  droite 

QVm  ±  Rk^»  =  0 
passant  par  A.  On  voit  aussi  que  la  droite  représentée  par . 

IV  +  2/iQ  +  2^R  =  0 
est  la  tangente  au  second  point  d'intersection  M  de  AA'  avec  la  courbe  (496). 

616.  —  Équation  générale  des  coniques  inscrites  dans  le  triangle 
fondamental.  —  Si  on  a  également 

M=w/— ^2=0    ou    g=±]/n'l,      ^=lm—h^=0  ou   h=±\/h}i, 
l'équation  générale  devient 

/P2  +  mQ2  +  «R2  db  2Kï?niQR  ±  2|/;7/RP  ±  2k'/w;PQ  =  0. 

En  donnant  aux  radicaux  des  signes  convenables,  cette  équation  peut  re- 
présenter quatre  coniques  inscrites  dans  le  triangle  fondamental.  (On  exclut 
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évidemment  le  cas  où  le  premier  membre  de  l'équation  est  un  carré 
parfait;  les  trois  radicaux  sont  donc  négatifs,  ou  bien  il  y  en  a  deux 
positifs.) 

Ces  quatre  coniques  sont  encore  représentées  par  Téquation 

/P»  +  mQ2  -4-  nR2  —  2|/mwQR  —  SI/rTiRP  —  2J//w"PQ  =  0, 

où  les  trois  radicaux  |/7,  |/m,  |/77sont,  ou  tous  trois  positifs  ou  un  seul 
positif.  Cette  équation  s'écrit  souvent 


|/PVl  4-  |/Q|/m  +  [/K\/n  =  0. 

617.  —  Cercles  inscrit  et  ex-inscrits  au  triangie.  —  Lorsqu'il  s*agit  d'un  cercle 
inscrit  au  triangle,  les  relations  du  n°  608  deviennent 

où  les  dénominateurs  sont  tous  trois  positifs  ou  un  seul  positif. 
Dans  le  premier  cas,  on  a  : 


Dans  le  second  cas,  les  valeurs  de  1^7,  V^m,  VU  sont  les  expressions  précé- 
dentes où  Ton  a  changé  le  signe  de  l'un  des  trois  radicaux 


Lorsqu'il  s'agit  des  coordonnées  trilinéaires  normales,  on  a,  dans  le  premier  cas, 

cos2  \  A      cos2  \  B      cos2  1  c' 


et  dans  le  second,  où  le  signe  de  k'«2  _^  ^2  est  négatif  : 

VT      ^    \/m    _    Vn 
—  cos2  \  A       sin2  \  B       sin2  \  C 

Le  cercle  inscrit  a  donc  pour  équation 

cos  ^  A  l^i  +  cos  i  B  l/y  +  cos  I  C  l^^  =  0, 

et  le  cercle  ex-inscrit  correspondant  au  côté  BC, 

cos  \  A  1/=^  +  sin  ^  B  l/jf  +  sin  ^  C  l^x  =  0. 


-  442  — 

Exercices.  —  i.  Trouver  les  équations  des  droites  qui  joignent  les  sommets  d*un 
triangle  aux  points  de  contact  d'une  conique  inscrite  avec  les  côtés  opposés,  et 
montrer  que  ces  droites  concourent  en  un  point;  trouver  les  coordonnées  de  œ 
point. 

2.  Trouver  les  équations  des  cordes  de  contact  de  la  courbe  avec  les  côtés. 

3.  Ces  cordes  de  contact  coupent  les  côtés  opposés  en  trois  points  situés  en  ligne 
droite.  Trouver  Téquation  de  cette  droite. 

§  ^»  —  Coniques  quelconciue». 

618.  —  Couple  des  tangentes  menées  d'un  sommet  du  triangle  fonda- 
mental. —  L'équation  générale  peut  s'écrire  (498)  : 

(ni  —  g2)Pa  —  2{/*^  —  n/i)PQ  +  (mn  —  P)Q2  +  (ffP  +  /Q  -f  wR)2=0; 

d*où  Ton  conclut  que 

MP2  _  2HPQ  +  LQ2  =  0 

représente  le  couple  des  tangentes  menées  à  la  conique  par  le  sommet  C  du 
triangle  ABC,  et  que 

ffP  +  /"Q  +  wR  =  0        ou        F'.  =  0 

est  l'équation  de  la  polaire  de  ce  point. 

Le  point  C  est  extérieur  à  la  courbe,  quand  les  tangentes  menées  de  ce 
point  sont  réelles,  c'est-à-dire  quand  on  a 

H2  —  LM  >  0        ou        n^  <  0. 

Le  même  point  est  intérieur  à  la  conique,  quand 

n^  >  0. 

Enfin,  quand  n  est  nul,  la  courbe  passe  par  le  point  C,  son  équation 

l?^  +  mQ2  -I-  2/iQR  H-  2^RP  +  2/iPQ  =  0 

étant  alors  vérifiée  par  les  valeurs  nulles  de  P  et  de  Q.  Les  signes  des 
coefficients  /,  m,  n  nous  donnent  donc  la  position  des  sommets  A,  B,  G  par 
rapport  à  la  conique.  Par  exemple,  lorsque  ces  coefficients  sont  tous  trois 
positifs,  les  sommels  du  triangle  fondamental  sont  tous  trois  intérieure  ou 
extérieurs  à  la  courbe,  suivant  le  signe  du  discriminant  A  de  l'équation. 

Quand  A  est  nul,  les  conditions  précédentes  n'ont  plus  de  sens  ;  du  reste, 
la  conique  se  réduit  alors  à  un  couple  de  droites.  Le  premier  membre  de 
l'équation  peut,  en  effet,  dans  ce  cas,  se  décomposer  en  deux  facteurs  du 
premier  degré  en  P,  Q,  R. 

618.  —  La  condition  nécessaire  pour  que  les  polaires  des  sommets  du 
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triangle  ÂBG  se  coupent  en  un  même  point,  s'obtient  en  éliminant  P,  Q, 
R  entre  les  équations 

1  F'p  =  /P  4-  /^Q  -h  ^R  =  0, 
iFQ  =  /iP4-  mQ4  fR=0, 
{r^  =  gV  +  /iQ  +  nR  =  0, 

de  ces  droites.  Cette  condition  est  donc 

^    h,    g 

h,    m,   f    =A  =  0, 

g,    U    n 
ce  que  Ton  pouvait  aisément  prévoir  (385,  III). 

620.  —  Aire  du  triangle  polaire  du  triangle  fondamental.  --  Le  triangle  formé  par 
les  polaires  de  A,  B,  C,  s'appelle  triangle  polaire  de  ABC.  L*aire  de  ce  triangle 
s'obtient  en  remplaçant  dans  la  formule  du  n^  588,  les  coefficients 

A,  A',  A";        B,B',B";        C,  C,  C", 
respectivement  par 

l,  h,  g;       k,  m,  A       g,  A  w. 
On  obtient  amsi 


«'=«5TiÇ 


/,     k,     g 


2 


OU  bien 


ou  encore 


5,     1Q,     î 

K  rn,  f 

g.    A    n 

l>    h.,   g 

?,    ^,    î 

g.    A    n 

If     k,   g 
h,    m,  f 


A» 


«'      sU  (LÇ  +  Hn  +  GO  (HÇ  +  Mt)  +  FO  (GÇ  +  Fn  +  NO' 

AS 

S'  =  Sa'StîÎ  -7 


621.  —  Lorsqu'il  s'agit  de  courbes  non  paraboliques,  l'équation  générale  peut 
aussi  s'écrire 

/p2  +  ^Q2+  ?M^L^^l^^R2  +  2/QR  +  2^RP  +  2/iPQ  _  ^^^-^  R2  =  Q. 

On  en  conclut  donc  que 

/P2  +  mQ«  +  ^^^^~y^^^^  R«  4-  2/QR  +  2^RP  +  2/iPÛ  =  0, 

représente  le  couple  des  tangentes  menées  par  les  points  où  la  conique  est  ren- 
contrée par  le  côté  AB  du  triangle  ABC. 

Exercice.  —  i.  Trouver  les  équations  des  couples  de  cordes  qui  joignent  les 
points  d'intersection  de  la  conique  avec  les  deux  côtés  AC,  BC  du  triangle  ABC. 
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CHAPITRE  m. 

TRANSFORMATION  DES  COORDONNÉES. 


§   !•  —  Ctian^ement  du  trian^^le  fondamentcd. 

622.  —  Les  polynômes  Pj,  Q,,  R,,  étant  aussi  du  premier  degré  en  x 
et  y,  on  peul  toujours  choisir  les  coefficients/?,  q,  r,  p',  </',  r',  p",  q",  t'\ 
de  façon  à  ce  que  les  égalités 

P  =  pP,    +(/Q,    +rR„ 

Q  =  p'P,  +(/'Q,  +r'R„         (1) 

R  =  p"P,4-(/"Q. +  r"R„ 
soient  des  identités. 

Si  Ton  se  donne  les  polynômes 

les  coefficients  p,  q,  r  sont  déterminés  par  les  équations 

a  =  «iP  +  a\q  +  a'\i\ 

b  =  b^p  -h  b\q  +  b'\r, 

c  =  Cjp  +  c\q  +  c'\r, 
si  toutefois  Ton  a 

c'est-à-dire  si  les  droites 

P,  =0,      Q,  =  0,      R,  =  0, 

forment  un  triangle  A'B'C,  ce  que  nous  supposerons. 

Les  coefficients  p\  q\  r'  et  p",  q'\  r"  sont  alors  donnés  par  deux 
groupes  d'équations  analogues. 

623.  —  Si  des  égalités  (i )  on  tire  les  valeurs  des  polynômes  P, ,  Q, ,  R, , 
on  obtient 
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DP,  =  {qy  —  ^V)P  +  {q''r  —  qr"}Q  +  [qr'  —  (/V)R, 
DQ,  =  (ry  —  rY)P  4-  (r"p  —  rp")Q  +  [rp'  —  r»R,     (2) 

DR,  =  [pY  -  v'W)^  +  {v"q  -  PQlQ  +  ipq'  -  P'q)^, 

en  posant 

P,      q,      r 

P\     q\     r' 


D  = 


P'\    q'\    r" 


déterminant  différent  de  zéro,  le  triangle  ABC  existant  toujours  (577). 

Si  les  paramètres  p,  q,  r,  p\  q\  r',  p",  q'\  r"  sont  donnés,  on  peut  en 
conclure  les  formes  de  P,,  Q,,  R,,  soit  en  P,  Q,  R,  soit  en  z  et  y. 
Évidemment,  ces  paramètres  doivent  être  tels  que  D  soit  différent  de  zéro. 

Pour  des  valeurs  convenables  des  paramètres  les  égalités  (1)  et  (2) 
peuvent  donc  être  considérées  comme  des  identités  en  x  et  y. 

Remarque.  —  La  forme  des  équations  (2)  fait  voir  que  les  paramètres 

p,p\p"\      q,q\q";      r,r\r'\ 
sont  les  coordonnées  des  sommets  du  triangle  A'B'C  (579). 

624.  —  Si,  dans  Téquation  générale 

F(P,  Q,  R)  =  /P2  +  mQ3  +  nR2  4-  ^fQK  +  2(/RP  +  2APQ  =  0, 

nous  remplaçons  P,  Q,  R  par  leurs  valeurs  identiques  en  P,,  Q,,  R,, 
réquation  résultante 

/T2,  +  m'Q2,  -f  n'R2,  +  2rQ,R,  -f  2(/'R,P,  +  2/i'P,Q,  =  0 

est  évidemment  identique  à  la  première,  lorsqu'on  la  développe  par  rapport 
kxeiky.  Cette  seconde  équation  représente  donc  la  même  courbe  rapportée 
au  triangle  A'B'C. 

Les  coefficients  de  cette  dernière  équation  ont  respectivement  pour 
valeurs  : 

V=ip2  +  rwp'2  +  wp"2  +  ^fpY  +  igp-p  +  i/ipp'=F{p,p\p''), 

m'=F(q,q\q'\        «'=F(r,r',0, 
f=lqr-^  mq'r'  -f  nq'V  +  f[qW"  -h  q'Y)  +  g  [q"r  +  qr")  +  h  (qr'  +  q'r), 

ou  encore, 

^f  =  qY\  +  çTV  +  q'T^n  =  rY\  +  r'Y\,  +  r"Y\n, 
y  =  rF;  +  rT;,  +  r'T;.  =  pF^  +  pT^  +  p'T^n 
W  =  pV\  4  pT\r  H-  p"¥\n  =  qV^  +  qT^,  +  q'T 


1 


—  446  — 

Fp»  F'o'j  Fp"  étant  les  dérivées  par  rapport  à  p,  p\  ;/'  du  polynôme 
F(P>  P  >  P")»  P'«»  F'j,,  F'^„  les  dérivés  par  rapport  à  q,  q\  q"  du  poly- 
nôme F(^,  q\  q'),  et  enfin  F'^,  F'^,  F'^,  celles  du  polynôme  F(r,  r\  r") 


par  rapport  à  r,  /,  r". 

626.  —  Généralement,  on  donne  les  côtés  B'C,  C'A',  A'B'  du  nouveau 
triangle  fondamental  par  les  équations 

P,  =  AP  +  A'Q  +  A"R  =  0, 
Q,  =  BP  +  B'Q  +  B"R  =  0, 
Rj  =  CP  +  C'Q  -h  C"R  =  0, 

homogènes  en  P,  Q,  R. 

Pour  trouver  les  coefficients  de  la  nouvelle  équation,  il  suffit  de  chercher 
les  paramètres  p,  q,  r,  p',  q'y  r',  p",  q'\  r". 

On  tire,  pour  cela,  les  valeurs  de  P,  Q,  R  en  fonctions  des  polynômes 
P|)  Qi>  I^i;  les  paramètres  cherchés  sont  les  coefficients  de  P|,  Q,,  R^  dans 
les  expressions  : 

P  =  |-[(B'G"  —  B"G')P,  +  (C'A"  —  C"A')Q,  +  (A'B"  —  A"B')R  J, 
Û  =  jl(B"C  —  BC")P,  +  (C'A  —  GA")Q,  +  (A'B  —  AB")  R,], 
R  =  i[(BC'  —  BOP,   -h  (GA'  —  G'A)Q,   +  (AB'  —  A'B)RJ, 
où  Ton  a  posé 

A,  i\.    ,  A. 

*=     B,     B',     B" 

C,     C,     C" 

déterminant  qui  doit  être  différent  de  zéro,  le  triangle  A'B'C  n'étant  pas  nul. 

626.  —  Rapporter  la  conique 

F(P,  Q,  R)  =  0 

au  triangle  polaire  du  triangle  fondamental.  —  Les  côtés  du  triangle 
polaire  de  ÂBG  ont  pour  équations  : 

P,  =  iF',=  iP  +  AQ  +yR  =  0, 
Q,  =  iF',=  /iP+mQ  +  rR=0, 
R,  =  iF',=  9P  +  /iQ  +nR  =  0. 


—  447  — 
Les  équations  du  n*^  6^5  deviennent  ici  : 

P  =  i(LP,  +  HQ.  +  GR.)=^<p'p.. 

Q  =  i(HP,  +  MQ.  +  FR,)  =  ^9',., 

R  =  i(GP.  +  FQ.  +NR.)=±9'... 
en  posant 

9(P„Q„R,)  =  l^K  +  MQ*,  +  NR«  +  2FQ,Rj  +  2GR,P,  +  2HP,Q.. 
On  a,  pour  le  nouveau  coefficient  l', 

/'  =  F(p,p',p")  =  ^F(L,H,.G), 
ou,  en  développant, 
AH'=  L(/L  +  /iH  +  gG)  +  H(/iL  +  wiH  +  /G)  H-  G(^L  -f  /TI  +  nO)  =  AL, 

relation  de  laquelle  on  tire 

Ar  =  L. 
De  même,  on  trouve 

Am'  =  M,        A«'  =  N. 
On  a  aussi 

AY=  H(/G  +  hF  +  g^)  +  M(//G  +  mF  +  /"N)  +  F(^G  +  /"F  +  wN)= AF. 

D*où 

Ar  =  F,        A^'  =  G,        A//'  =  H. 

La  nouvelle  équation  est  donc 

627.  —  Identités  remarquables.  —  Des  calculs  qui  précèdent,  on 
conclut 

F(P,  Q.  R)  =^3^(9',,.  «P',,,  <p'.,)  =  |-'P(P.,  Q„  R,)- 

D'où  une  première  identité 


—  as  — 

Inversement,  on  a  les  égalités  suivantes  : 

|-<P(P.,  U„  R.)  =^<P(F'p'  F'«.  F'.)  =  F(P.  ti'  «). 
OU  Videntité 

?(f;,f;,f;)  =  4AF(p,  Q,R). 

628.  —  Applications.  —  I.  Rapporte^'  une  conique  au  triangle  formé  par 
les  droites  joignant  les  milieux  des  côtés  du  triangle  fondamental.  Les  côtés 
du  nouveau  triangle  ont  pour  équations  (575) 

Pi=-5P  +  TiQ  +  ÇR  =  0, 
Qi=      ?P-7iQ  +  ïR  =  0, 
Ri=      lP  +  TiQ-CR-0. 
On  en  tire 

2$P  -  Q,  +  R„       2tïQ  =  Ri  +  Pi,       2CR  =  P,  +  Q,. 

Il  suffît  donc  de  remplacer  dans  Téquation  donnée,  les  variables  P,  Q,  R  par  les 
fonctions 

Q+^         R+P         P+Q 

\         '  Ti        '  î         • 

En  coordonnées  barycentriques,  il  suffirait  de  substituer  aux  variables  a,  p,  y, 
les  fonctions  p  +  y,  7  +  a,  «+(3,  c'est-à-dire,  aux  coordonnées  d'un  point,  celles 
de  son  complémentaire.  On  peut  remarquer  aussi  que  le  nouveau  triangle  est 
complémentaire  du  premier. 

II.  Rapporter  une  conique  au  triangle  formé  par  les  parallèles,  aux  côté^ 
du  triangle  fondamental,  menées  par  les  sommets  opposés.  Les  équations  de 
ces  parallèles  sont  (575)  : 

Pi  =  TïQ  +  ÇR  =  0, 

Q,  =  ÇP  +  ÇR  =  0, 

Ri  =  ÇP  +  tjQ  =  0. 

Par  conséquent, 

2ÎP  =  -P,+Q,+R,,      2tïQ  =  P, -Û, +R„      2CR  =  P,+Qi-Ri. 
On  doit  donc  remplacer  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  par  les  fonctions 

~P  +  Q  +  R         P-Q  +  R         P  +  Q-R 

5        '  T,       '  ;       • 

En  coordonnées  barycentriques,  il  suffit  de  remplacer  les  coordonnées  du  point 
par  celles  de  son  anticomplémentaire.  Il  est  bon  aussi  de  remarquer  que  le  nouveau 
triangle  est  l'anticomplémentaire  du  triangle  fondamental. 
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629.  —  Conditions  pour  que  le  triangle  A'B'C  soit  inscrit  dans  la 
conique.  —  Lorsque  le  nouveau  triangle  Â'B'C  doit  être  inscrit  dans  la 
conique,  on  a  les  i*elations  (624) 

r  =  F(p,p',/')  =  0,     m'  =  F(?,(î',O  =  0,     n'  =  F(r,r',O  =  0, 

qui  sont  évidentes  d'après  la  remarque  faite  au  n*^  633. 

630.  —  Conditions  pour  que  le  triangle  A'B'C  soit  conjugué  à  la 
conique.  —  On  doit,  dans  ce  cas,  avoir  les  égalités  suivantes  : 

f  =  0,        g'  =  0,        /i'  =  0. 

Deux  de  ces  équations, 

2^'  =  rF'^  +  rT'^,  +  r'T^^  =  0, 

ih'  =  q¥'^  +  qT^,  +  (/"F;,,  ^  0,  (3) 


donnent 


F/  "C"  "C" 

p  *^  p'  *^  p" 


ou  encore, 


q  V  — q  V        q  r  —  qv         qr  —  q  v 


Y'  Y  r        F' ,, 

*  p  p  p 


k~  k!         A"' 

A,  A',  A"  désignant  les  mineurs  des  éléments  p,  p',  p"  du  déterminant  D. 

631.  —  Polaire  d'un  point  donné.  —  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  l'équation 

(qY'  —  7"r')P  +  ^q"r  —  ^r")Q  +  (qr'  —  q'm  =  0, 

du  côté  B'C  du  triangle  A'B'C  (623)  peut  s'écrire 

PF'p  +  QF;,'  +  RF'p./  =  0, 

quand  le  triangle  Â'B'C  est  conjugué  à  la  conique,  c'est-à-dire  quand  B'C  est  la 
polaire  du  point  A'  ayant  pour  coordonnées  p,  p',  p"  (623). 
En  employant  les  notations  ordinaires,  on  obtient 

PF'p'  +  QF'q'  +  RF'h'  =  0, 

pour  l'équation  de  la  polaire  du  point  ayant  pour  coordonnées  P',  Q',  R'. 
Cette  équation  représente  la  tangente  au  même  point  quand  on  a  : 

F(P',  Q',  R')  =  0. 

29 


—  4S0  — 

633.  —  Des  éqaations  (3)  mises  sous  la  forme 

ig'  =  pV,  +  p'F\,  +  p"¥'^,  =  0, 
W  =  pF;  +  p'¥\,  +  p"¥\„  =  0, 


on  tire  : 


P  —  P  —  P 


tf 


F'  ,F'^,  —  F'  „F' ,       F'  „F'  —  F'  F'  „       F'  F' ,  —  F' .F'  * 

q       r'  q''      r'  q''      r  Ç     '  q     r'  q"     r 

En  effectuant  les  calculs,  on  trouve 

4  (F'j/F'^,  —  F'^^F'y,)  = 

{hq  +  mq'  +  fq")  (gr  +  fr'  +  wr")  —  [gq  +  fq'  +  nq")  (lir  +  mr'  -h  fr")  = 

LA  +  HA'  +  GA", 

en  désignant  toujours  par  A,  A',  A"  les  mineurs  des  éléments  /?,  p\  p"  du 
déterminant  D  de  la  transformation. 
On  aurait  de  même, 

i(F'^„FV  —  F'jFV.)  =  HA  +  MA'  +  FA", 

i(F'^F'^,  —  F'^,F'^)  =  GA  +  FA'  -f  NA". 

Les  égalités  précédentes  deviennent  donc 

P  _  P'  _  p" 


LA  +  HA'  +  GA"        HA  -f  MA'  +  FA"  ~  GA  +  FA'  +  NA"' 

633.  —  Pôle  d'une  droite  donnée.  —  Quand  le  triangle  A'B'C  est  conjugué  à  la 
conique,  les  coordonnées  p,  p\  p"  du  point  A',  pôle  du  côté  B'C  ayant  pour 
équation 

[qY'  —  q'Y)?  +  {q"r  -  ^r")Q  +  (<7r'  —  q'r)^  =  0, 
ou 

AP  +  A'Q  +  A"R  =  0, 

ont  encore  pour  expression,  d'après  ce  qui  précède, 

LA  4-  HA'  +  GA",        HA  +  MA'  +  FA",        GA  +  FA'  +  NA". 

Gela  revient  évidemment  à  dire  que  les  coordonnées  du  pôle  d'une  droite 

XP  +  ixQ  +  vR  =  0 
sont 

LX  +  Hjx  +  Fv,       HX  +  MjjL  +  Fv,       GX+Ffx  +  Nv, 
ou  encore, 

en  posant 

^(X,  |x,  v)  =  LX2  +  M|jl2  +  Nv2  +  2Fp  +  2GvX  +  2HXjjl. 
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634.  —  Application.  —  Les  six  sommets  de  deux  triangles  conjugués  à  une 
conique  sont  situés  sur  une  seconde  conique. 

En  supposant  la  conique  donnée  rapportée  à  l'un  de  ces  deux  triangles  comme 
triangle  fondamental,  son  équation  est  de  la  forme 

/P2  +  mQ2  +  nRa  =  0. 

Si  on  la  rapporte  au  second  triangle  conjugué  ayant  pour  sommets  les  points 
dont  les  coordonnées  sont 

P.V\P''\       q.q'^q"\       r,r\r", 

les  nouveaux  coefficients  f^  g\  h!  sont  nuls;  on  a  donc  les  relations 

r  =  Iqr  +  mq'r"  +  nq"f'  =  0, 
g'  ^lrp-\-  mr'p'  +  nr'y  =  0, 
h'  =  Ipq  +  m/p'q'  +  np"q"  =  0, 

lesquelles  expriment  que  la  conique 

Ipqrm  +  mp'7'r'RP  +  wp"^"r"PQ  =  0, 
circonscrite  au  premier  triangle,  Test  également  au  second. 

636.  —  Conditions  pour  que  le  triangle  A'BX'  soit  circonscrit  à  la 
conique.  —  Il  faut,  qu'entre  les  coefficients  l\  m\  n\  2/^,  2^',  W  de  la 
nouvelle  équation  correspondant  à  ce  triangle,  on  ait  les  relations  : 

m'n'  —  p  =  0,         n'V  —  g"^  =  0,        Vm  —  h'^  =  0. 

D'après  ce  qui  précède,  on  a  : 

4(mV  -  p)  =  4F  (g,  q\  (?")  F (r,  r\  r")  -  (^F;  +  (^'F'/  +  (i^,,,? 

ou  encore, 

4F  (9,  q\  q")  F  (r,  r',  r")  -  (q^^  +  qT,,  +  q'T,.)  (rF\  +  r'F^  +  r"¥\.) . 

En  remarquant  que 

2F{</,  q',  q")  =  qY\  +  ^'F'^  +  q"Y\„, 
2F  (r,  r',  r")  =  rFV  +  r'FV  +  r"Y\,„ 

et,  effectuant  les  calculs,  on  trouve 

4  .m'n'  -  n  =  iq'r"  -  q"r')  {F\,¥'^,  -  F',„FV) 

+  {q"r  -  qr")  {¥',„¥',  -  r^¥'^,)  +  (qr'  -  q'r)(V\¥\>  -  F  VF',), 

ou  encore  (632), 

m'ji'-r*=A(LA+HA'+GA")+A'(HA+MÂ'-|-FÂ")+A"(GA+FA'+NA") 

=  (p(A,  A'.  A"). 
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On  aurait  de  même 

n'r  —  g'^  =  <p  (B,  B',  B"),        /'m'  —  /i'«  =  9  (C,  C,  C"), 

les  lettres  B,  B',  B"  et  G,  C,  C"  désignant  les  mineurs  des  éléments  q,  q\  q" 
et  r,  r',  r"  du  déterminant  D. 
Remarque.  —  De  ce  que  Ton  a 

4(m'u'-  n  =  4F (^,  q\  q")Y[r,  r\  r")  -  {qF^  +  q'F^  +  ^"F>)* 

=  4(p(A,  A',  A")  =  4(p  (^y  —  ^'y,  (^"r  —  qr'\  qr'  —  qr), 

on  conclut  Tidentité 

4F  (P,  Q,  R)  F  (F,  Q',  R')  -  (PF;,  +  QF^,  +  RF'J* 

=  49  (QR'  -  Q'R,  RP'  —  RT,  PQ'  -  P'Q). 

636.  —  Équation  tangentielle  d'une  conique.  —  Nous  venons  de  voir 

que  la  relation 

m'»'  —  p  =  0 

exprime  que  le  côté  B'C  du  triangle  fondamental  est  tangent  à  la  courbe. 
Comme  ce  côté  B'C  est  représenté  par  Téquation 

AP  +  A'Q  +  A"R  =  0, 

et  que  la  relation  précédente  revient  à  la  suivante 

cp{A,A',A")  =  0, 

on  conclut  que  celle-ci  exprime  que  la  droite  B'C  est  tangente  à  la 

conique.  L'équation 

9(A,  fji,  v)  =  0 

exprime  donc  aussi  que  la  droite 

XP  4-  fzQ  +  vR  =  0 

est  tangente  à  la  courbe;  c'est,  par  conséquent,  Y  équation  tangentielle  de 
la  conique. 
Donc,  si,  entre  les  coefficients  X,  fx,  v  de  Téquation  d'une  droite,  on  a  une 

relation  du  second  degré 

©(X,  ^,  v)  =  0, 

la  droite  enveloppe  la  conique  représentée  par  l'équation 

F(P,Û,R)  =  0, 
ou  passe  par  l'un  ou  l'autre  des  deux  points  fixes  déterminés  par 

cp(X,  f/,  v)  =  0, 
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lorsque  le  premier  membre  de  cette  équation  se  décompose  en  deux  fac- 
teurs du  premier  degré  en  X,  fz,  v. 

De  même,  si  les  coefficients  de  l'équation  d'une  droite  sont  des  fonctions 
homogènes  et  du  premier  degré 

aX  -f-  aV  +  a\      b\  +  b'^i  +  fr"v,      c\  +  cV  +  c"v 

de  trois  paramètres  X,  ^,  v  entre  lesquels  on  a  la  relation  du  second  degré 

cp(X,  f/,  v)  =  0, 
la  droite  enveloppe  la  conique 

F(aP  4-  W  +  cR,      «T  +  ^'Q  +  o'R,      a'T  +  b"Q  +  c"R)  =  0, 
ou  passe  par  Tun  ou  l'autre  de  deux  points  fixes,  faciles  à  déterminer. 

637.  —  Tangente  en  un  point  donné  d'une  oonique.  —  Soient  P',  Q',  R'  les  coor- 
données d'un  point  de  la  courbe;  on  a  la  relation 

F(P',Q',R0  =  O, 

ou,  d'après  Tune  des  identités  du  n^  627, 

(p(F'ps  FV,  F'„.)  =  0, 

laquelle  exprime  que  la  droite 

PF'p^  +  QFV  +  RF'k'  =  0 

est  tangente  à  la  courbe.  Le  point  de  contact  a  évidemment  pour  coordonnées 
P',  Q',  R\  ces  quantités  étant  les  coordonnées  du  point  commun  à  la  droite  et 
à  la  conique. 

688.  —  Équation  tangentielle  d'une  conique  conjuguée  au  triangle 
fondamental.  —  Une  telle  conique  a  pour  équation  ponctuelle 

/P2  +  mQ2  +  nR2  =  0. 
Les  coefficients  de  l'équation  tangentielle  sont 

L  =  m«,      M  =  w/,      N  =  /m,      F  =  G=H  =  0. 
L'équation  demandée  est  donc  : 

l  m         n 

689.  —  Équation  tangentielle  d'une  conique  circonscrite  au  triangle. 

—  Les  coefficients  de  l'équation  tangentielle  de  la  conique 

2/-QR  +  2^RP  +  2/iPQ  =  0 
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sont  : 

L= P,     M= ^^      N=-/iS      ¥  =  gh,      G  =  hf,     n  =  fy; 

réquation  demandée  est  donc 

PX2  +  g^ii^  +  /iV  —  'ighyLV  —  ^hfv\  —  "ifgX^  =  0, 
ou  encore,  _ 

\/f\  +  Vg^  +  y^v = 0. 

640.  —  Équation  tangentielie  d'une  conique  inscrite  dans  le  triangle 
fondamental.  —  En  désignani  par 

/Pa  +  mQa  H-  nR»  —  âl^mn QR  —  2i/wÎRP  —  2l//mPQ  =  0 

réquation  ponctuelle  de  la  conique,  les  coefficients  de  Téquation  cherchée 
sont  : 

et,  par  conséquent,  celle-ci  a  la  forme 

Vl^LV  +  |/mvX  +  Vnlii  =  0, 

où  les  trois  radicaux  I/T,  J/m,  V^w  sont,  ou  tous  trois  positifs,  ou  un 
seul  négatif. 

Corollaire.  —  La  conique  ne  peut  pas  être  tangente  à  une  droite  passant  par 
Tun  des  sommets  du  triangle  sans  se  réduire  à  deux  points.  En  effet,  si  la  conique 

F|xv  +  GvX  +  HXix  =  0 

est  tangente  à  la  droite 

XP  +  |xQ  =  0, 

on  a  la  relation 

HX|x  =  0       ou       H  -«  0, 

et  réquation  de  la  courbe  devient 

FjjLv  +  GvX  =  0       ou       v(F|x  +  GX)  =  0. 

641.  —  Applications.  —  I.  Équation  tangentielie  générale  des  coniques 
inscrites  dans  le  triangle  formé  par  les  droites  menées  par  les  sommets  du 
triangle  fondamental,  parallèlement  à  ses  côtés.  Les  côtés  de  ce  triangle  ont 

pour  équations 

TiQ  +  ÇR  =  0,       ÇR  +  ^  =  0,       a>  +  ,jQ  =  0. 

La  conique 

9(X,  IX,  v)  =  0 
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est  tangente  à  ces  droites,  quand  on  a  les  relations 

Mïi2  +  NÇ2  +  2FTiÇ  =  0,      N$2  +  I42  +  2GÇ$  =  0, 

142  +  Mti2  +  SH^Ti  =  0. 
On  en  tire 

l42  =  FTiÇ-GS$-H$,j,       Mti»  =  -  FriÇ  +  GÇg  -  H^Ti, 

D'où  Ton  conclut  la  forme  de  9,  en  fonction  des  coefficients  F,  G,  H. 
Le  discriminant  A^  de  cette  équation  est  assez  simple.  On  a,  en  effet, 


L,      H,      G 

A2  = 

H,      M,      F 
G,      F,      N 

1 

14*.    H^n.   G$Ç 

F'- G' -H',            H', 

G' 

H^,),    Mt)«,    Ft)Ç 

= 

H',           -F'+G'— H', 

F' 

GÇS,    Ft,Ç.    NÇï 

G', 

F', 

-F'-G'+H' 

ou  bien, 


A2^aTj2Ç2  = 


en  posant 

FtjÇ  =  F',         G$$  «  G',         H^n  =  H'. 

Le  dernier  déterminant  est  facile  à  calculer,  il  est  égal  à 

4F'G'H' 
Par  conséquent, 


ou  4FGH$2^2Ç2^ 

A2  =  4FGH. 


IL  Trouver  Vaire  du  triangle  polaire  de  ABC  par  rapport  à  la  conique  pré- 
cédente. On  a,  dans  ce  cas, 


La  formule  (620) 


devient  donc 


Çfç  =  2(L5+HTj  +  GÇ)  =  2F,jÇ, 


s'  «  85£ïi$ 


A2 


A2 


5'  =  85?Tj3Ç2  8g2^2g2FGH  =  ^• 

Il  en  résuite  que  : 

Le  tinangle,  formé  par  les  polaires  des  milieux  des  cdtés  d'un  triangle  par 
rapport  aux  coniques  inscrites,  a  une  surface  constante  et  égale  à  celle  du 
triangle  donné. 

IIL  Les  six  côtés  de  deux  triangles  conjugués  par  rapport  à  une  conique  sont 
tangents  à  une  autre  conique.  En  remarquant  que,  dans  le  cas  où  la  conique 


/P2  +  »nQ2  +  wR2  =  0 


ou 


l  ^  m  ^  n 


—  456  — 

est  conjuguée  au  triangle  A'B'C,  les  pôles  des  côtés  sont  les  sommets  opposés, 
c'est-à-dire,  qu'on  a  (633)  : 

Ip  __  mp^  _  rjp^      Iq  _  mg[  _  nq^       Ir      mr^  _  nv^ 
A  ""    A'    ~  A'"      B  "  B"  ~  B"  '      C  ™    C    ""    C"  ' 

les  égalités  (3)  du  n°  630,  prennent  la  forme 

BC    .    B'C  ,  B"C"      ^ 

CA    ,   C'A'   ,  C'A"  _  ^ 
~  "^  ^"  "^  "n"  "  "' 

AB    ,   A'B'   ,   A"B"      ^ 
l         m         n 

Écrites  de  cette  façon,  on  voit  facilement  qu'elles  expriment  que  la  conique 

ABC        ,   A'B'C   >    ,    A"B'X"  -v  ^ 

inscrite  au  triangle  fondamental,  est  également  inscrite  dans  le  triangle  A'B'C. 

642.  —  Équation  tangentielle  d'un  cercle.  —  Désignons  par  r  le 
rayon  d'un  cercle  et  par  P',  Q',  R'  les  coordonnées  absolues  du  centre.  Si 

AP  +  ^Q  +  vR  =  0 

représente  une  tangente  au  cercle,  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre 
sur  cette  droite  est  égale  au  rayon.  On  a  donc,  pour  Téquation  tangentielle 
de  la  courbe, 

r=±  ^P^  +  f^Q^  +  vR^ 

|/(aX  +  aV  +  a"v)2  +  (ftX  +  b'^i  +  b"vf  ' 
ou  encore, 

{W  +  ^Q'  +  vR')*  —  r2  n  (X,  ^,  V)  =  0,  (4) 

en  faisant  disparaître  le  radical  et  en  posant 

n  (X,  f/,  V)  =  [ak  +  aV  -f  a"v)«  +  (W  4-  b'y^  +  ^"v)2. 

643.  —  Points   cycliquee.   —-   On  voit  facilement  que  l'équation 
tangentielle 

n  (X,  ^,  V)  =  0 

représente  les  deux  points  imaginaires  conjugués  ayant  pour  équations 


flX  +  a>  +  a"v  +  (^X  +  fr>  +  t"v)  J/— T  ==  0, 
aX  +  a>  +  û"v  —  [b\  +  b'i*.  +  b"v)  V/ZTî  ^  o, 

ou,  pour  coordonnées  trilinéaires  ponctuelles, 

P  :  Q  :  R  =  a  ±  t  K=^  :  a'  ±  b'  V/=T  :  a"  ±  b"  V^^. 
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On  peat  facilement  s'assurer  que  ces  coordonnées  vérifient  Téquation 

a^  +  tiQ  +  ÇR  =  0 
de  la  droite  de  Tinfini.  L'expression 


(a'ft"  —  a"6')  {a  ±  b  V—  \)  +  [a"b  —  ab")  [a'  ±  b'  |/=1) 

+  (aV  —  a'b)  (a'^  ±  b''  1/=!) 

est,  en  effet,  identiquement  nulle. 

La  forme  de  l'équation  du  cercle  montre,  en  outre,  que  ces  points  sont 
les  points  de  contact  de  la  courbe  avec  les  deux  tangentes  issues  du 
centre  (528). 

L'équation 

n  (X,  f/,  V)  =  0 

représente  donc  les  deux  points  cycliques.  En  la  développant,  on  obtient 

(a»  +  b^)  X2  +  (a'2  +  ^'2)  y%  +  (û"2  4-  ^"2)  ya 
+  2  (aV^  +  b'b")  fJiv  +  2  {a"a  +  b"b)  vX  +.  2  {oa'  +  bb')l[L  =  0, 

ou,  en  coordonnées  normales, 

X2  -I-  ^2  _|_  v2  —  2fjiv  cos  A  —  2vX  cos  B  —  2Xfx  cos  C  =  0. 

044^  —  Droites  isotropes.  —  En  appliquant  les  formules  du  n^  579, 
on  trouve,  pour  les  équations  des  droites  isotropes  issues  d'un  point  ayant 
pour  coordonnées  P',  Q',  R', 


[Q'  fa"  ±  b"  V^^)  —  R'  (a'  ±  y  |/_  i)]  P 
^  [R'  (a  ±  b  V/=n:)  —  F  (a"  ±  b"\^\)\  Q 
+  [P'{a'  ±  V  V/=l)  — Q'(a  ±  ^  V/^=1)]R=0, 

ou  encore, 

(a"Q'  _-  a'R')  p  -h  (flR'  _  a"P')  Q  +  (aT'  —  aQ')  R 

i  [(ft"Q'  _  yR')p  +  (hK'  —  b"V)(X  -+-  (^'P'  —  b(X)'K\V^^  =  0. 

Cette  équation  peut  encore  s'écrire 

fl(QR'  _  Q'R)  +  a'(RP'  —  RT)  4-  a"(PQ'  —  P'Q)  

i  [è(QR'  _  Q'R)  4-  è'(RP'—  RT)  +  ^"(PQ' —  P'Q)l»/_  1  =  0. 

L'équation  quadratique  de  ces  droites  est  donc 

n(QR'— Q'R,   RF— R'P,   PQ' —  P'Q)  =  0. 
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Corollaire.  —  Une  conique  ayant  pour  foyer  le  point  (P',  Q',  R')  et  pour 
directrice  la  droite 

XP  +  fxP  4-  vR  =  0, 

a  pour  équation  (511) 

n(QR'_ Q'R,  RF—  RT,  PQ'—  P'Q)  —  r^XV  +  fxQ  +  vR)*  =  0. 

646.  —  Équation  ponctuelle  du  cercle  en  fonction  des  coordonnées  du 
centre.  —  L  équation  ci-dessus  représente  un  cercle  de  centre  (P',  Q',  R') 
quand  (226) 

de  sorte  que,  en  coordonnées  ponctuelles,  un  cercle  a  une  équation  de  la 
forme 

U  (QR'  —  Q'R,  RP'  —  R'P,  PQ'  -  P'Q)  —  r»  (SP  +  tjQ  +  ÇR)^  =  0.    (5) 

On  peut  facilement  s'assurer  que  dans  cette  équation  r  désigne  le  rayon 
du  cercle,  quand  P',  Q',  R'  sont  les  coordonnées  absolues  du  centre;  car 
en  cherchant  le  coefficient  de  y^  dans  le  premier  membre  de  Téquation  ou 
dans  Texpression 

[a(QW—  Q'R)  +  fl'(RP'  —  R'P)  +  a*'(PQ'  —  P'Q)]a 
+  [/^(QR'— Q'R)  +  ft'(RP'— R'P)  +  r(PQ'— P'Q)?  — ^'(5P  +  ^Q  +  W, 

on  voit  immédiatement  qu'il  est  égal  à 

[a(b''Çy—  b'K)  +  aW—  à"P')  +  a"(^T'--  bQ')]^ = (£P' + tjQ' + ÇR')^ = E« . 

De  même  les  coefficients  de  x^,  x'^  et  y'^  sont  aussi  égaux  à  E^,  ainsi 

que  celui  de  r^,  terme  indépendant  des  variables. 

Développée  par  rapport  à  x,  y,  x\  y'  l'équation  ci-dessus  aurait  donc 

la  forme 

EM(^  -  ^?  +  (y  ~  t/Tl  =  r2E2, 

ce  qui  prouve  bien  que  r  est  le  rayon  du  cercle. 

646.  —  Puissance  d'un  point  par  rapport  à  un  cercle.  —  La  puissance 
d'un  point  ayant  pour  coordonnées  P,  Q,  R  par  rapport  au  cercle  précédent 
a  évidemment  pour  expression  (129) 

n  (QR'  -  Q'R,  RP'  -  RT,  PQ'  -  FQ)        ^ 
(;P  +  TjQ  ^  ÇR)2  ^  • 


—  459  — 

C*est  le  premier  membre  de  Téquation  du  cercle  divisé  par 

(5P  +  ^Q  +  W        ou  par        E»  =  i  25$tiÇ, 

dans  le  cas  où  les  coordonnées  P,  Q,  R  du  point  donné  sont  absolues. 

En  particulier,  on  a  pour  la  puissance  du  point  A  dont  les  coordonnées 
sont  respectivement  1,  0,  0, 

(a'2  +  b'»)  R'«  +  (a"2  +  6"2)  Q'2  —  2(aV'  +  6V')Q'R' 
u  = vz r^. 


647.  —  Équation  du  cercle  en  fonction  des  puissances  des  sommets 
du  triangle  fondamental.  —  En  identifiant  l'équation  (607) 

(?P  +  TiQ  +  SR)(u'P  +  v'Q  +  w'R) 

+  k[^(a^  +  ^2)QR  +  Ti(a'2  +  6'2)RP  -h  Ç(a"2  +  b"^)PQ]  =  0, 

avec  celle  du  n"^  645,  on  obtient 

u%  =  (a'2  +  6'2)  R'2  +  (û"2  +  ^"2)  Q'2  _  2  (aV  +  ^'/^")  Q'R'  —  rK^  =  li^^^ 

en  désignant  par  u  la  puissance  du  sommet  A  par  rapport  au  cercle.  De 
même,  t;  et  u;  désignant  les  puissances  des  sommets  B  et  G,  on  a 

v'ii  =  v^^,        wX  =  wJ?, 
ou 

u'  =  ttS,        v'  =  VTj,        u;'  =  wZ. 

On  a  aussi 

ik^(a2  4-  ^2)  +  ry'  +  nw'=  kt{a^  +  b^)  +  r^K(v  +  w) 
=2[-(aV'+/^'OP''+(a''a+6''6)P'Q'+(aa'+ft/?0R'P'-(û*+62)Q 

Remplaçant  t;  et  u;  par  leurs  valeurs 

(g^^a  +  y^2)p^2  +  (a^  -f  b^)K^  —  ^(a''a  +  y^6)RT^         ^ 

(«2  -h  /,2)Q'2  +  (fl'2  4-  y2)p'2  _  2  (fla'  +  6ft')  P'Q'  o 

on  obtient 
^•?TjÇ(a2  +  b^)  = 

[_2(aV'+6'yOP''-2(a2+62)Q'R'+2(ag'+6/^OR'P'+2(a''a+r6)P'Q'h 

—  Ç2[a"2  +  y'2)p'2  -^   (^2  +  ^,2)R'2  _  2(^-^  4.  y'^)R'P'l 

—  7)2  [(«2  +  ^2)Q'2  4-  (a'2  +  ^'2)p'2  _  g  (ttû' +  W')P'Q'l 
=  —  (fl2  +  ^2)  (5)'  +  ^Q'  +  ÇR')2  =  _  (a2  +  ^,2)  E2. 
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D'où  Ton  tire 

^$T)Ç  =  —  E»  =  T  a^^TiÇ        ou        k  =  T  25, 

car,  k  a  toujours  un  signe  contraire  à  ^t)^;  le  signe  plus  correspond  donc 
au  cas  où  ^y  T),  Ç  sont  des  quantités  négatives,  le  signe  moins  au  cas  où 
ces  quantités  sont  positives.  L'équation  du  cercle  est  donc 

=f  25[?(fl»  +  ^2)QR  +  Tï(a"^  +  ORP  +  Çte"'  +  ^"*)PQ1  =  0-     (6) 
Corollaire.  —  L'axe  radical  de  deux  cercles  a  pour  équation 

(u  —  tt')?P  +  (v  —  i;')îiQ  +  (u;  —  u;')ÇR  =  0, 

u,  t;,  u;,  et  u\  v\  w'  désignant  les  puissances  des  sommets  du  triangle  par 
rapport  aux  deux  cercles. 

648.  —  La  puissance  d*un  point  ayant  pour  coordonnées  homogènes  absolues 
P',  Q',  K\  par  rapport  à  un  cercle  représenté  par  l'équation  (6)»  s'obtient  en  divisant 
par  E^  le  premier  membre  de  l'équation  dans  lequel  on  a  remplacé  les  coordon- 
nées courantes  par  les  coordonnées  absolues  du  point  (646). 

Lorsque  l'équation  du  cercle  a  la  forme 

($P  +  »iÛ  +  SR)  (w'P  +  v'Q  -f  w'R) 

—  2A:l^(a2  +  ^2)QR  +  Ti(a'«  +  ^'«)RP  +  Ç(a"2  +  />"«)PQ]  =  0, 

le  dénominateur  de  l'expression  de  la  puissance  du  point  est  SA^^t^Ç,  car  l'équation 
ci-dessus  peut  s'écrire 

(ÇP  +  tïQ  +  ÇR)(-|tt'P  +  |-t;'Q  +  ^w'r) 

-  25[^(a2  +  ^2)QR  _|_  ^(a'2  +  ^'2)Rp  +  Ç(a"2  +  ^"2)PQ]  ^  0; 

par  suite,  la  puissance  du  point  (P^  Q',  R')  est  égale  à 

(5P'  +  tjQ'  +  ÇR')  (^ M'P'  +  Jv'Q'  +  |-m;'R')  -  25[^(a2  +  ^2)QTl'  +  ...] 

P 

649.  —  Rayon  d'un  cercle.  —  Le  carré  du  rayon  d'un  cercle  est  la  puissance 
du  centre  prise  avec  le  signe  moins  (I29j. 

Exemple,  —  Le  carré  du  rayon  R  du  cercle  circonscrit  a,  d'après  cela,  pour 

expression 

y'z'  sin  A  +  ^'x*  sin  B  +  z*y*  sin  C 

sin  A  sin  B  sin  C  * 

dans  laquelle 

a:'  =  R  cos  A,       y'  =  R  cos  B,       V  =  R  cos  C. 
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En  disant  les  calculs,  on  trouve  : 

pgSin  A  cos  B  cos  C  +  sin  B  cos  C  cos  A  +  sin  C  cos  A  cos  B  _  ^^ 

sm  A  sin  B  sm  C 

660.  —  Distance  de  deux  points.  —  La  valeur  de  r^,  tirée  de  Téqua- 
tion  (5),  représente  évidemment  le  carré  de  la  distance  entre  deux  points 
(P',  Q',  R')  et  (P,  Q,  R),  les  coordonnées  F,  Q',  R'  étant  absolues. 

L'expression  de  r^  est  symétrique  par  rapport  aux  coordonnées  des  deux 
points,  quand  on  a 

a?  +  TiQ  +  ÇR  =  SP'  +  TiQ'  +  ÇR', 

c'est-à-dire,  quand  ces  coordonnées  sont  absolues  ou  proportionnelles  aux 
coordonnées  absolues,  le  rapport  de  proportionnalité  étant  le  même  pour 
les  deux  points. 

La  distance  de  deux  points  est  infinie  quand  Tun  d'eux  se  trouve  sur  la 
droite  de  l'infini  ;  le  dénominateur  est  alors  nul.  Cette  remarque  est  évidente. 

661.  —  Applications.  —  I.  Cercles  inscrits  dans  le  tnangle.  —  Pour  que 
réquation  (4)  soit  celle  d'un  cercle  de  rayon  r  inscrit  au  triangle  ABC,  il  faut 
qu'elle  soit  vérifiée  par  les  trois  systèmes  de  valeurs  de  X,  {i,  v  : 

1.0,0  —  0,4,0  —  0,0,4, 
qui  conviennent  aux  droites 

P=»0,       Q«0,       R-0. 

On  obtient  ainsi  les  trois  relations 

P'=±rl^a^  +  b\       Q'=  ±rl^a'^  +  b"^,       W  =  ±  r\^a"^  +  b"'^. 
L'équation  tangentielle  des  cercles  inscrits  dans  le  triangle  fondamental  est  donc 

(±  \VW+¥  ±  |xl/fl'2  4.  b'2  ±  v|/a"2  +  b'"^?  -  n  a,  |X,  v)  =  0.        (7) 

Dans  cette  équation,  tous  les  radicaux  sont  positifs,  ou  bien  un  seul  d'entre  eux 
est  négatif;  car,  si  on  donnait  le  signe  moins  a  deux  des  trois  radicaux,  on  n'altére- 
rait pas  l'équation  en  changeant  les  signes  de  ces  derniers,  et  ce  changement  de 
signe  nous  ramènerait  au  second  cas. 

De  même,  l'équation  où  tous  les  radicaux  sont  négatifs  ne  diffère  pas  de  celle 
où  tous  les  signes  sont  positifs. 

L'équation  précédente  ne  peut  donc  prendre  que  quatre  formes  différentes; 
par  conséquent,  il  existe  quatre  cercles  tangents  à  trois  droites  données. 

On  a  aussi,  pour  les  coordonnées  du  centre  : 

P'  Q'  R' 

—  —  ^^  t* 


±  Va^  -f-  ^      ±  Va'^  +  ^'2       db  |/fl"2  +  b"^ 
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égalités  qui  donnent  la  suivante 

SJ^'  +  T^Q^  +  m^     ou     E ' 

±^|/ft2  +  /,2  ±  nV^a'^  +  b'^  ±  2;i/a"2  +  ^"2""''' 

D'où  Ton  tire 

Comme  on  ne  considère  évidemment  que  les  valeurs  absolues  du  rayon,  l'expres- 
sion précédente  ne  peut  prendre  que  quatre  valeurs  différentes,  qui  sont  celles 
des  rayons  des  quatre  cercles  inscrit  et  ex-inscrits  au  triangle  ÂBC. 

En  développant  l'équation  tangentielle  (7)  ci-dessus,  on  a  : 

±  [l/(a'2  +  b'^  (a"2  +  ^"2)  _  a' a''  -  b'b'']  |xv 

±  [l/(a"2  +  ^"2)  (a2  +  ^2)  _  a"a  —  ^"^  vX 

±  [l/(â2TW(â'2+F2) _ aa' - ^^'lX|x  =  0. 
ou  encore. 

,  i  +  cos  A       ,    1  +  cos  B 


,    1  +  cos  B    .    ,     1  +  cos  C    s         rt 

ULV  ±  ,   .  =z  vA  ±  ■  ^ Au.  =  U. 


Vôfi  +  J^  ^       l/a'2  +  ^'2         1/^'^-+-^ 
En  coordonnées  normales,  cette  équation  s'écrit  : 

±  piv  C082  |A  ±  vX  cos2  |B  -t  Xp.  cos2  ^C  =  0. 

IL  Cercle  conjugué.  —  Les  coefficients  de  jxv,  vX,  Xjx  devant  être  nuls,  on  a 
les  relations 

a' a"  +  b'b"  ~  a" a  +  b''b  ~  aa'  +  bb'^'^  ' 
D'où,  pour  les  coordonnées  du  centre  du  cercle. 


P'  :  Q'  :  R'  =  :;7:;77 


a'a"  +b'b"  '  a"a+b"b  '  aa'  +bb" 

Le  centre  du  cercle  conjugué  à  un  triangle  est  donc  Vorthocentre, 
L'équation  tangentielle  de  ce  cercle  est 

ou,  en  faisant  les  calculs, 

X2  p.2  v2 

Ua'a"  +  b'b")  +  nWa  +  b"b)  +  Ç(aa'  +  bb')  ''^  ^' 
ou  encore, 

^'  +-  ^ + .V» 


(«2  +  ^2)sin2A  ^  (a'2  +  ^'î«)sin2B  ^  (a'"'2+^"2)  sin2C 
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III.  Cercle  passant  par  trois  points,  —  Désignons  par  p,  p\  p",  q,  q\  q^'  et 
r,  r',  r"  les  coordonnées  trilinéaires  homogènes  des  trois  points  donnés.  On  a  les 
égalités  suivantes  : 

^  2«[$(a2  +  b^p'p"  +  Ti(a'2  +  b'^py  +  Ç(a"2  +  b'^^pp']  =  0, 

ainsi  que  deux  autres  analogues. 

L*équation  demandée  est  le  résultat  de  l'élimination  de  %  v,  w  entre  ces  trois 
relations  et  l'équation 

(?P  +  tjQ  +  ÇR)(wÇP  +  VTiQ  +  u/ÇR) 
Elle  est  donc 

^(a2  +  ^2)QR  +  ^(a'2  +  ^'2)Rp  +  ^(^,^2  +  ^r^2)PQ 

SP  +  nQ  +  ÇR 


P,    «,     R, 


P,    P\    P'\ 


g.    <f\    (i"^ 


r,     r\     r'\ 


l  («2  +  b'^py  +  Yi  (a'2  +  ^'2)p''p  +  Ç(a''2  +  ^'/2)  pjt,' 


4^  +  ti^'  +  Iq" 
^(a2  +  ^2)rv  +  ... 


=  0. 


IV.  Enveloppe  des  droites  de  Simson  d'un  triangle,  —  Prenons  le  triangle 
donné  comme  triangle  fondamental,  et  soient  X,  p.,  v  les  coordonnées  tangentielles 
d'une  sécante  quelconque.  Une  perpendiculaire  au  côté  6C,  au  point  où  il  est 
rencontré  par  la  sécante,  a  pour  équation 

(jjlcosC  +  vcosB)a:  4-  p-y  +  v:5  «  0. 

De  même,  la  perpendiculaire  à  AC,  au  point  où  ce  côté  est  rencontré  par  la 
sécante,  est  représentée  par 

Xx  +  (vCOsA  +  XcosOy  +  vî  =  0. 

Ces  deux  perpendiculaires  se  rencontrent  en  un  point  M  ayant  pour  coordonnées 


X 


y 


jAV  —  v(vCOsA  +  XcosC)    '  vX  —  v(|xcosC  +  vCOsB) 


(jjlcosC  +  vcosB)(vCOsA  +  XcosC)  —  X{x' 


La  droite  X,  |jl,  v  est  la  droite  de  Simson  de  M,  quand  ce  point  décrit  la  circon- 
férence circonscrite  au  triangle,  c'est-à-dire  lorsqu'on  a  : 


sinA 


+ 


sinB 


jjLV  —  v(vCOsA  +  XcosC)  ^  vX  —  V  ({JlCOSC  +  vcosB) 

sinC 


+ 


(jxcosC  +  vcosB)(vcosA  +  XcosQ  — X[x 


«0. 
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En  faisant  les  calculs,  qui  sont  assez  simples,  cette  relation  devient 

(XcosB  +  pLCOsA)(jjicosC  +  vcosB)(vcosA  +  AcosC)  +2Xjjlv 

—  |jlv(|jlCOsC  H- vcosB)  —  vX(vcos  A +XcosC) — Xjx(XcosB  +  jiCOSA)=0, 
ou  encore, 
Xco8A(jjLsinC  — vsinB)2+jjLC0sB(vsinA— XsinC)2  +  vcosC(XsinB  — jjLsinA)2=0. 

C'est  une  courbe  de  troisième  classe  C)  appelée  hypocydaïde  à  trois 
rebroussements, 

ExERacEs.—  1.  Donner  les  puissances  des  sommets  du  triangle  par  rapport  au 
cercle  conjugué. 

2.  Donner  l'équation  du  cercle  des  neuf  points. 

3.  Donner  la  longueur  de  la  droite  joignant  les  centres  des  cercles  inscrit  et 
circonscrit. 

4.  Donner  Téquation  du  cercle  passant  par  les  points  où  les  côtés  d'un  triangle 
sont  touchés  par  les  cercles  ex-inscrits  correspondants. 

5.  Soit  D  un  point  fixe  du  plan  d'un  triangle  ABC.  On  décrit  trois  circonférences 
quelconques  passant  respectivement  par  B  et  C,  C  et  A,  A  et  B  et  ayant  pour 
centre  radical  le  point  D.  Démontrer  que  le  centre  radical  des  circonférences 
symétriques  des  précédentes  par  rapport  aux  côtés  BC,  CA,  AB  décrit  une 
hyperbole  équilatère  circonscrite  au  quadrangle  ABGD. 

§  S*  —  Ré^luctlon  <le  l'équation  générale. 

Il  existe,  entre  les  coefficients  /',  m',  n',  2/^,  2^',2/i'  de  la  nouvelle 
équation  en  P\  Q\  R\  ceux  de  Téquation  primitive  et  les  paramètres 
p,  q,  r,  p',  q\  r\  p",  q'\  r"  des  relations  importantes  que  nous  allons 
d'abord  faire  connaître. 

662.  —  Première  relation.  —  En  ajoutant  membre  à  membre  les 
deux  égalités 

r  =  F(p,p',p"),     m'  =  F(q,q\q''U 

on  obtient  la  relation 

r  +  m'  =  /{p2  4-  q2)  +  m(p'2  +  9'2)  H-  w(p"2  +  g"») 

663.  —  Deuxième  relation.  —  Les  lettres  C,  G',  C'\  désignant  les 
mineurs  des  éléments  r,  r',  r"  du  déterminant  D,  on  a  (635) 

l'm'  —  W^  =  Q^(C.C\G'). 


i*)  Une  courbe  est  de  ne  classe  quand,  par  un  point  donné,  on  peut  lui  mener  n  tangentes 
réelles  ou  imaginaires. 
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664.  —  Troisième  relation.  —  Si  ^  et  A'  sont  respectivement  les 
discriminants  de  Véquation  primitive  et  de  Véquation  transformée,  on  a  : 


Le  discriminant  A'  est,  en  effet,  ^al  à 

l'.      h',      g' 

h',   m',  r 

9\    r,    »' 


ou,  en  développant, 


8A'  = 


PF;+p'FV+p"F;,„   <?F;+9'F;,+</"F;,„   rF;+r'F;,+r"F;„ 

PF',+P'FV+P"F',".    qV\+q'P\.+q"F\>r,    r¥\+r'F'^,+r"F'^„ 
p¥'^+p'¥\.+p"F'^,„    q¥',+q'r^,-\-q"¥'^„    rFV+r'FV+r"FV„ 


Le  déterminant  du  second  membre  de  cette  égalité  a  pour  valeur  le 
produit 


P,     q. 


r 


p.    q,    r 
p  » 


q  I    r 


F'..      F' , 

F'  1?'  T?' 


F 

r 


Le  premier  de  ces  déterminants  est  D;  en  développant  le  second  on 
obtient 

Ip  +  hp'  +  gp'\      Iq  +  hq'  4-  gq",  Ir  -f  /ir'  +  gr' 

hp  +  mp'  +  fp'\      hq  -f  w^'  +  fq'\  hr  4-  mr'  +  fr' 

gp  +  /p'  -f-  np",      gq  +  /(/'  +  nq'\  gr  -f  /"r'  +  wr" 


8 


.// 


.// 


ou  encore, 

'  P. 

1 

</. 

r    ' 

/, 

K     g 

P', 

?'. 

r'   1 

h, 

m,    f 

P". 

9", 

r" 

g, 

A     " 

On  a  donc  finalement 

»n 

2A          m 

1     ./ 

A' 

666.  —  Conditioii  pour  qu'un  point  soit  intérieur  ou  extérieur  à  une  conique. 

—  Nous  savons  que  le  sommet  C  du  triangle  fondamental  est  extérieur  ou 
intérieur  à  une  conique  suivant  que  le  produit  n£i  est  plus  petit  ou  plus  grand 
que  zéro  (618). 

30 
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Désignons  par  P',  Q',  R'  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M,  et  rapportons 
la  courbe  à  un  nouveau  triangle  fondamental  ayant  ce  point  pour  sommet. 
Le  point  M  sera  extérieur  ou  intérieur  à  la  conique,  suivant  que 


ou  bien  (624)  : 


n'A'  <  0       ou       n'A'  >  0, 
AD2F(P',  Q',  R')  <       ou       >  0, 


D  étant  le  déterminant  relatif  au  changement  du  triangle  fondamental. 
La  condition  pour  que  le  point  M  soit  extérieur  à  la  courbe  est  donc 

AF(P',  Q',  R')  <  0, 

et  pour  qu'il  soit  intérieur  à  la  même  conique, 

AFYP',  Q',  R')  >  0. 


666.  —  Rapporter  la  conique 

F(P,  Q,  R)  =  /P2  +  mQ2  -h  «R2  +  2/QR  +  2^RP  +  2/iPQ  =  0 

à  son  centre  et  à  ses  axes  de  symétrie. 

Les  équations  de  la  transformation  sont,  dans  ce  cas 

p  =  az-\-by  +  c,     Q  =  a'x  +  b'y  +  c',     R  =  a''x  +  b"y  -f  c". 


On  a  donc 


et,  par  conséquent, 


P,  =^,      Qi=t/,      R,=l, 


p   —a, 

q   —b. 

r   —c, 

P   —a, 

q'  -  b'. 

r'  —  c', 

p   —a  , 

q"  -  b". 

r"  —  c". 

Comme  l'équation  transformée  doit  être  de  la  forme 

l'x^  +  mY  -f  n'  =  0, 

on  voit  que  le  nouveau  triangle  fondamental,  dont  les  côtés  sont  les  axes 
de  symétrie  et  la  droite  de  Tinfini,  est  conjugué  à  la  conique. 
Le  déterminant  D  de  la  transformation  est  ici  : 


D  = 


p. 

q. 

r 

«, 

b. 

p\ 

g'. 

r 

«', 

b\ 

p", 

f, 

r 

a\ 

b\ 

jr 


=  E, 
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Les  trois  relations  que  nous  avons  établies  ci-dessus  sont,  dans  le  cas 
qui  nous  occupe, 

/'  +  m'  =  l{a^  -f  b^)  4-  m(a'^  +  P)  +  w  (a"2  +  b''^) 

+  2/-(aV'  -h  bT')  +  2^(û"a  +  b"b)  +  2/i(aa'  +  bb')  =  0',, 
ryn'  =  9  (fl V  —  a"y ,     a"/^  —  ab'\     ab'  —  c'^)  =  cp  (S,  tj,  S), 

/'m'n'  =  AE2  =  ±  2*?ïïÇA. 

Ces  trois  formules  sont  suffisantes  pour  déterminer  les  trois  coefficients 
/',  m\  n'  et,  par  suite,  Téquation  demandée. 

667.  —  Longueurs  des  axes  de  la  conique.  —  La  somme  des  carrés 
des  demi-axes  de  la  courbe  est  (241)  : 

.  ■  A.  _-      ^'(^'  +  ^')  _      ^'^'^'(^'  +  ^')  _  ^  ^l<^^\ 
^  ^^  -  iw       -  Pm'^        -  ^  [9(5,  ^,W 

Le  produit  des  mêmes  longueurs  est  égal  à 

ab=  ±  —7==  =  ± î  =  db 


L'équation 

a  donc  pour  racines  les  carrés  des  demi-axes  de  symétrie. 

Corollaire.  —  Aire  de  l'ellipse,  —  L'aire  de  Tellipse  représentée  par 
l'équation  générale  a  pour  expression 

db  2lT i. 

668.  —  Condition  pour  que  l'équation  générale  représente  une  ellipse, 
une  hyperbole  ou  une  parabole.  —  La  courbe  représentée  par  cette  équa- 
tion est  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole,  suivant  que 

l'm'  > ,  <  ou  =  0, 
c'est-à-dire,  suivant  que  Ton  a  : 

9(5,  ^,9  >,  <  ou  =  0. 

668.  —  Hyperbole  équilatère.  —  Pour  l'hyperbole  équilatère,  on  a  la 

relation 

l'  ^  rn'  =  0, 

ou  encore, 

+  2/-(a'a"  +  b'b")  +  ig[a"a  +  b''b)  +  2/i  {aa'  +  bb')  =  0. 
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660.  —  Cercle.  —  Quand  la  conique  est  un  cercle,  on  a  toujours  la 

relation 

r  —  m'  =  0        ou        (V  —  m')2  =  0, 

ou  encore, 

(/'  +  m'f  —  iVm'  =  0. 

Donc,  quand  l'équation  générale  représente  un  cercle,  on  a  : 

La  quantité -7=  ou  T j  représente  alors  le  carre  du  rayon 

du  cercle. 

661.  —  Cas  cil  la  courbe  est  une  parabole.  —  Lorsque  réquation 
générale  représente  une  parabole,  ce  que  Ton  reconnaît  aisément  en  cher- 
chant la  valeur  du  produit  l'm\  la  théorie  du  n"  656  doit  être  modifiée. 

Le  nouveau  triangle  auquel  on  rapporte  la  courbe,  dans  ce  cas,  est  formé 
par  son  axe  de  symétrie,  la  tangente  au  sommet  et  la  droite  de  Tinfîni, 
elle  a  alors  pour  équation 

w'î/2  +  2</'x  =  0, 

et  les  coefficients  m!  et  g'  sont,  par  conséquent,  donnés  par  les  relations 
+  a^aV  +  b'b")  +  ma"  a  +  b"b)  +  ^h(aa'  +  bV)  =  e\, 

suffisantes  pour  déterminer  m' et  g' , 
Le  paramètre  de  la  parabole  est 


—  AE2 

E 


±2 


ce  qui  montre  que,  pour  une  parabole,  la  quantité  A6',  est  toujours  négative. 

§3.  —  i%.pplicatloii  aux.  coordonnées 
Irilinéaires  normales. 

662.  —  Formules  relatives  à  ces  coordonnnées.  —  Dans  le  cas  des 
coordonnées  trilinéaires  normales,  on  a  les  relations 

a»  +  62  =  a'2  -h  fe'2  =  a"^  +  b"^  =  1. 
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En  appelant  A,  B,  C  les  angles  du  triangle  de  référence,  R  le  rayon  de 
son  cercle  circonscrit,  on  a  aussi 

$  =  ±  sin  A,        Tj  =  i  sin  B,        Ç  =  ±  sin  C, 

aV  +  yr =— cosA,        a''a  +  b"b=—cosB,        aa'  +  W=— cosC, 

±  2«StïÇ  =  E»  =  2^  sin  A  sin  B  sin  C  =  4R2  sin»  A  sin»  B  sin*  C. 

Les  formules  du  n*^  656  deviennent  dans  ce  cas  : 

/'  -f-  m'  =  /  +  m  -f  w  —  2/'cos  A  —  2^  cos  B  —  ih  cos  C, 
l'm'  =  (p(sin  A,  sin  B,  sin  C), 
Um'n'  =  4AR2  sin»  A  sin»  B  sin»  C. 

Celles  du  n**  661  deviennent 

m'  =  l  +  m  +  n  —  2/"  cos  A  —  2^  cos  B  —  2/i  cos  C, 
_  m'g'^  =  4AR»  sin»  A  sin»  B  sin»  C. 

663.  —  Coniques  circonscrites  au  triangie  de  référence.  —  Leur  équation  géné- 
rale est 

2^2  +  2^w;  +  2/?^  =  0. 

Les  trois  équations  qui  donnent  l't  m',  n'  sont 

/'  +  ;w'  =  —  S/'cos  A  —  ^  cos  B  —  2/i  cos  C, 

rm'=— /^  sin»  A—^^sin»  B-A»  sin»  C+2^/i  sin  B  sin  C+2/i/'8in  C  sin  A +2/"^  sinA  sinB, 

l'm'n'  =  SfghK^  sin»  A  sin»  B  sin»  C, 
On  a  donc 

/'  ou  m'  =  —  /"cos  A  —  ^  cos  B  — -  /i  cos  C 


±  y^P'  +  ^*  +  ^^  —  2^^  cos  A  —  2/1/"  cos  B  —  ^fg  cos  C. 

Cas  particuliers.  —  L  Lorsque  Téquation  donnée  représente  le  cercle  cir- 
conscrit au  triangle,  on  a 

/^  +^»  +  ^»  -  2^^  cos  A  —  WcoB  B  —  ^fg  cos  C  =  0, 

et,  par  conséquent,  l'identité 

sin»A+sin2B+sin»C— 2sinBsinCcosA— 2sinCsinAcosB— 2sinAsinBcosC  =  0, 

les  coefficients  de  Téquation  du  cercle  circonscrit  étant 

/■=  sin  A,       ^  =  8inB,       h  =  smC, 

On  a  alors 

1/      _/           sin  2A  +  sin  2B  +  sin  2C  a  «•    *        d  «•    p 

/'  =  m  = ô =  —  2  sm  A  sin  B  sm  C, 

l'm'n'  =  8Ra  sin»  A  sin»  B  sin»  C, 

et,  par  suite, 

n'  =  2R»  sin  A  sin  B  sin  C. 
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L6  C6rcl6 

yz  sin  A  +  zx  sïnB  +  xy  sin  C  =  0, 

rapporté  à  son  œntre  et  à  deux  diamètres  rectangulaires,  a  donc  pour  équation, 
comme  on  devait  s'y  attendre, 

a:a  +  y2  — R2=o. 

II.  S'il  s'agit  d'une  hyperbole  équilaière,  on  a  : 

/'  ou  m'  =  ±l^P+g^  +  k^  —  ^hcosA  —  Wcos  B  —  ffg cos  C, 

,^ SK^fgh  sing  A  sin^  B  sin»  C 

/•2  +  ^  +  /i«  —  2^/1  cos  A  —  Wcos  B  —  ^fg  cos  C* 

III.  Lorsque  la  courbe  est  une  parabole, 

m'  =  —  2/"  cos  A  —  2^  cos  B  —  2/i  cos  C, 

,o  ^  m^gh  sing  A  sing  B  sin»  C 
^        /"cos  A  +  ^  cos  B  +  A  cos  C 

664.  —  Coniques  inscrites  dans  ie  triangle.  —  Ces  courbes  sont  représentées  par 
l'équation 

Ijfi  +  my^  +  TMJî^  —  iVmn  y%  —  ^l^lzx  —  îl//m  xy  =  0. 

Les  formules  (662)  deviennent  donc  : 

/'  +  tn'  =  /  +  wi  +  n  +  Sl^mn  cos  A  +  Sl^n/  cos  B  +  Sl/Zro  cos  C, 
/'fw'  =  UV^rm  sin  B  sin  C  +  limVnl  sin  C  sin  A  +  kn\/Jm  sin  A  sin  B, 
/'^'n'  =  —  16R2/mn  sin»  A  sin»  B  sin»  C. 

Cas  particuliers.  —  I.  Parabole,  —  Dans  le  cas  d'une  parabole 

l'm'  =  Ul^mn  sin  B  sin  C  +  47W l^nl  sin  C  sin  A  +  inl^îm  sin  A  sin  B  =  0, 

ou  encore, 

sin  A  "*"  sin  B      sin  C 
On  a  aussi 

tn'  =  Z  +  m  +  n  +  ^\^mn  cos  A  +'iVnl cos  B  +  2l//m  cos  C, 
—  my*  ==  —  i^^Hmn  sin»  A  sin»  B  sin»  C. 

II.  Ellipse  d'aire  maximum.  —  Le  rectangle  des  demi-axes  d'une  conique 
inscrite  dans  un  triangle  est 

n'  /'m'n'  16R2/mn  sin»  A  sin»  B  sin»  C 


Cette  quantité  est  maximum  quand  la  somme 

l'^'    ^  iV^mn  sin  B  sin  C  +  ml^nj  sin  C  sin  A  +  nl^Tm  sin  A  sin  B 
4(/wn)î  {lmn)\ 

est  minimum;  on  ne  considère,  en  efTet,  que  les  valeurs  absolues  de  ce  rectangle. 


■A 
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Or,  les  trois  parties  de  cette  somme 

l\yrnn  sin  B  sin  C        mt^w/sin  Csin  A        nK/msin  A  sinB 
(lmn)l  {lmn)\  {Imn^ 

ayant  un  produit  constant  sin>  A  sin^  B  sin^  C,  on  en  conclut  qu'elle  est  minimum 
quand  on  a  _  __ 

sin  A    "^  sin  B   ~~   sin  C  ' 

ou  encore, 

/ M    n 

sïn^Â  ~  sïiîâ  B  ~  sïiï^' 
L'équation 

a^^sin^A+^^sinaB+a^sin^C  — 2y«8inB8inC— SxxsinCsinA— 2a^8inAsinB  =  0, 

ou  encore,  

Vx^xïi  A  +  U^jy sin  B  +  kzsinT  =  0, 

représente  donc  la  conique  inscrite  dont  le  rectangle  des  axes  est  maximum.  Cette 
conique  est  une  ellipse  car 

Vm'  =  12  sin2  A  sin»  B  sin»  C>  0. 

C'est  donc  V ellipse  maximum  inscrite  dans  le  triangle.  Elle  touche  les  côtés 
du  triangle  en  leurs  points  milieux. 
Les  coefficients  /',  m\  n'  relatife  à  cette  courbe  sont  donnés  par  les  relations  : 

r  +  m'^  sin»  A  +  sin»  B  +  sin»  C  +  2sin  B  sin  C  cos  A  +  Ssin  C  sin  A  cos  B 
+  2 sin  A  sin  B  cos  C  =  ^(sin»  A  +  sin*^  B  +  sin»  C), 
Vm'  =  12  sin»  A  sin»  B  sin»  C, 
l'm'n'  =  —  leR-*  sin*  A  sin*  B  sin*  C. 

666.  ->  Coniques  conjuguées  au  triangle.  —  Les  coniques  conjuguées  au  triangle^ 
ayant  pour  équation  générale 

la^  +  wiy»  +  m^  =  0, 
les  relations  qui  donnent  /',  m\  n'  sont  : 

V  +  m'  =  l  +  m  +  n, 

l'm'  =  mn  sin»  k  +  nl  sin»  B  +  /m  sin»  C,        (1) 
Vm'n'  =  4R»/mn  sin»  A  sin»B  sin»C. 

Quand  il  s'agit  d'une  parabole,  on  a 

sin»  A  ,  sin2B  ,  sin»C       ^ 

w'  «  /  +  m  +  n, 
—  m'g'^  =  4R»/m»  sin»  A  sin»B  sin»C. 
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Une  hyperbole  équilatère  est  caractérisée  par  la  relation 

/  +  m  +  n  =  0. 
Des  équations  (1),  on  tire 


2/'  ou  2m'  =  l+m+n  ±l//2+m2+w2+2,nnco8  2A+2n/co82B+2^mcos2C. 
Pour  le  cercle  conjugué,  on  a 

/2  +  m2  +  n'^  +  27WW  cos-iA  +  2n/cos2B  +  2/mcos2C  =  0, 
et,  par  conséquent,  Tidentité 

sin22A  +  8in22B  +  sin22C  +  2sin2B8in2Ccos2A  +  28in2Csin2Acos2B 

+  2sin2A  sin2Bcos2C  =  0» 
réquation  du  cercle  conjugué  étant 

x2sin2A  +  y28in2B  +  22sin2C  =  0. 

Les  valeurs  de  /',  m',  «'  relatives  à  ce  cercle  sont 

/'  =  m'  =  28inA8inBsinC, 
n'=  R2sin2A8in2Bsin2C. 

Donc,  pour  l'équation  de  ce  cercle  rapporté  à  deux  diamètres  rectangulaires, 

sf^  +  y^  +  ^R2  cos  A  cosB  cosC  =  0. 

ExERacEs.  —  1.  Les  paraboles  conjuguées  au  triangle  sont  inscrites  dans  le 
triangle  formé  en  joignant  les  milieux  des  côtés. 

2.  Trouver  le  rayon  du  cercle  passant  par  les  points  où  les  côtés  du  triangle 
touchent  les  cercles  ex-inscrits  correspondants. 

3.  Rapporter  à  son  centre  et  à  ses  axes  de  symétrie,  la  conique  représentée  par 
réquation 

x^cosA  +  y^cosB  +  22cosC  =  0. 

L  Rapporter  à  son  axe  de  symétrie  et  à  la  tangente  au  sommet  la  parabole 

a:2sin2A  —  Ayz  sinb  sinC  =  0. 

5.  Donner  les  longueurs  des  axes  de  l'ellipse 

yz  +  zx  +  xy  =  0, 

6.  Les  hyperboles  équilatères  conjuguées  à  un  triangle  passent  par  les  centres 
des  cercles  inscrit  et  ex- inscrits. 

7.  Il  y  a  trois  coniques  conjuguées  ou  inscrites  à  un  triangle,  tangentes  à  une 
droite  donnée  et  dont  le  rectangle  des  axes  de  symétrie  soit  donné. 

8.  Trouver  l'équation  de  Tellipse  d'aire  minimum  circonscrite  à  un  triangle. 
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CHAPITRE  IV. 

POLES  ET  POUIRES,  TANGENTES,  CENTRE,  NORMALES,  ASYMPTOTES, 

AXES  DE  SYMETRIE  ET  FOYERS. 


§   1.  —  Pôles  et  polaires. 

666.  —  Couple  des  tangentes  issues  d'un  point.  —  Soient  P',  Q\  R' 
les  coordonnées  d'un  point  donné,  P",  Q",  R"  celles  d'un  point  mobile  de 
Tune  des  deux  tangentes  issues  du  point  donné. 

L'équation  de  la  droite  qui  joint  ces  deux  points  est  (579) 

(Q'R"  _  Q"R',p  4-  (R'p"  —  R"P')Q  4-  (P'Q"  —  P"Q')R  =  0. 

La  condition  nécessaire  pour  que  cette  droite  soit  tangente  à  la  conique 

F(P,  Q,  R)  =  0 
est  donc  (636) 

(p  (Q'R"  __  Q"R',    R'P"  — R"P',   FQ"— P"Q')  =  0, 

ou,d'après  la  remarque  du  n**  635, 

4F(F,  Q',  R')F  (P",  Q",  R")  —  (PT',,  +  Q'TV  +  R  F'J^  =  0. 

Les  coordonnées  P",  Q",  R"  de  tout  point  de  l'une  quelconque  des  deux 
tangentes  vérifient  donc  l'équation 

4F (F,  Q',  R')F  (P,  Q,  R)  -  (PFV  +  QFV  +  RF^)^  =  0, 
laquelle  représente,  par  conséquent,  le  couple  de  ces  tangentes. 

667.  —  Polaire  d'un  point.  —  L'équation  ci-dessus  montre  aussi  que 

PF',,  +  QF^  +  RF'^,  =  G 

représente  la  polaire  du  point  (P',  Q',  R'). 
Cette  équation  étant  identique  à  la  suivante 

P'F',  +  Q'F'ç  -H  R'F',  =  0, 

les  polaires  des  sommets  du  triangle  fondamental  sont  représentées  par 

f;  =  o,   F' =0,   f;  =  o. 
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Par  rapport  au  triangle  formé  par  ces  trois  droites,  la  conique  a  pour 

équation  (626) 

9(P,  Q,R)=0, 

et  les  côtés  du  triangle  fondamental  sont  représentés  par 

Le  triangle  fondamental  et  son  triangle  polaire  sont  donc  réciproques, 
et  les  équations 

F(P,  Q,  R)  =  0,        (p(P,  Q,  R)  =  0, 
représentent  la  même  conique  rapportée  à  deux  triangles  polaires  réciproques. 

668.  —  POIe  d'une  droite  donnée.  —  En  représentant  par  F,  Q',  R'  les 

coordonnées  trilinéaires  homogènes  du  pôle  de  la  droite 

XP  +  |ulQ  +  vR  =  0, 

on  a  immédiatement,  pour  les  déterminer, 

V  ,        F' ,        F' , 

-V^  =  -^  =  -^  =  20. 

D*où,  en  développant 

/F  ^-  kO:  +  ^R'  =  X0, 
hP'  +  mQ'  -f  fW  =  fxQ, 
^P'  +  /Q'  +  wR'  =  v0. 

Les  valeurs  de  P',  Q',  R'  sont  déterminées  quand  le  discriminant  A  n'est 

pas  nul,  c'est-à-dire  quand  la  courbe  ne  se  réduit  pas  à  un  couple  de 

droites.  En  résolvant  ces  équations,  on  obtient,  pour  les  coordonnées  du 

pôle  : 

F  Q^  _  R^  _  Q 

LX  +  H|ui  -h  Gv  ~  HX  +  M^  -h  Fv  ""  GX  -h  Fpi  -h  Nv       A 
ou  encore 

9\  ~  9V  ~  ^'v  ~  2A  • 

669.  —  Applications.  —  L  Trouver  l'éqtiation  cTune  œnigue  conjuguée  à  un 
triangle  donné  et  telle  que,  par  rapport  à  elle-même,  un  point  quelconque 
dxmné  soit  le  pôle  d*une  droite  quelconque  donnée. 

En  prenant  le  triangle  donné  comme  triangle  fondamental,  et  en  désignant  par 
F',  Q',  R'  les  coordonnées  du  point  donné  et  par 

XP  +  fxQ  +  vR  =  0 
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réquation  de  la  droite  donnée,  on  a,  pour  déterminer  les  coefficients  /,  m,  n  de 
l'équation  de  la  conique  cherchée,  les  relations 

^  ^  M!  _  t^ 
L*équation  demandée  est  donc 

II.  Même  gtiestion,  la  conique  demandée  doit  être  inscrite  dans  le  triangle 
donné. 

On  a  ici,  pour  déterminer  les  coefficients  F,  G,  H  de  l'équation  tangentielle  de  la 
conique,  les  relations 

P^      ^       Q^  Ry 

Hjx  +  Gv      HX  +  Fv~"GA  -h  Fjx' 
ou  encore, 

F ^ G H 

X(-  XP'  +  jjlQ'  +  vRO      jjl(XP'  -  |xQ'  +  vR') "  V  (XP'  +  jjlQ'  -  vRO' 

670.  —  Équation  tangentielle  du  pOle  d'une  droite.  —  L'équation 
tangentielle  du  pôle  de  la  droite  (X',  ^u',  v')  est 

Vx'  +  ."^V'  +  î^?'v'  =  0        ou        X'9';^  +  fx'cp'j;^  +  y'<^\  =  0. 

Les  pôles  des  côtés  BC,  GA,  AB  du  triangle  fondamental  sont  donc 
représentés  par  les  équations  tangentielles 

9'x  =  0>        ?V  =  0,        9'v  =  0- 

671.  —  Points  conjugués.  —  Deux  points  conjugués  sont  tels  que  Tun 
se  trouve  sur  la  polaire  de  l'autre. 

En  désignant  par  F,  Q',  R'  et  P",  Q",  R"  les  coordonnées  de  deux 
points,  la  condition 

P"F;,4-Q"FV  +  R"F^,=  0 

exprime  que  le  second  se  trouve  sur  la  polaire  du  premier;  comme  cette 
relation  est  symétrique  par  rapport  aux  coordonnées  des  deux  points,  on 
conclut  qu'elle  exprime  que  ces  deux  points  sont  conjugués. 

Corollaire.  —  Si  les  points  cycliques  sont  conjugués  par  rapport  à  une 
conique,  celle-ci  est  une  hyperbole  équilatère,  et  réciproquement. 
En  effet,  on  a,  dans  ce  cas. 


{a  —  b  V^^)  [l(a  +  b  l/^=T)  +  h(a'  +  b'  V^^)  +  g{a"  +  b"  l^^^)] 
+  (a'  —  b'  \/^^^)[h{a  +  b  1^=^)  +  m(a'  +  b'  1/<=T)  +  f{a"  +  b"  k'^T)] 
+(û"  -  b''  l/=lj[^  {a  +  b  k'^T)  +  Afl'  +  b'  k'=T)  +  n  (a"  +  b"  1-/=^]  =  0. 


1 
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En  effectuant  les  calculs,  on  trouve  la  relation 

l{a^  +  b^+m  (a'2  +  b'^)  +  n  (a"2  +  b'^'^ 

+  ^f{a'a"  +  b'b")  +  3^(fl"a  +  b"b)  +  2/i((ui'  +  bb')^W,-=  0, 

laquelle  exprime  que  la  conique  est  une  hyperbole  équilatère  (659). 

672.  —  Droites  conjuguées.  —  Deux  droites  conjuguées  sont  telles 
que  le  pôle  de  Tune  est  situé  sur  l'autre. 

Les  deux  droites 

XP  +  aQ  +  vR  =  0        et        X'P  +  a'Q  +  v'R  =  0, 
sont  donc  conjuguées,  quand  on  a  la  relation 

symétrique  par  rapport  aux  coordonnées  des  deux  droites. 
Cette  relation,  développée,  donne 

LXV  H-  M^a'  +  Nvv'  -f  F(av'  4-  ^'y)  -f  G(vX'  +  v'X)  +  H(Xpi'  +  X'u)  =  0. 

Corollaire,  —  La  relation 

(û^  +  ^3)  XX'  -i-  (a'«  +  b'^)ixu:  +  (a"a  +  b"^)vV 

4-  [a'a"+b'b")(ijV-^u!v)  +  [a"a-Vb"b)  (vX'+v'X)  +  (aa'+6^')(V+^V)=0» 

qui  existe  entre  les  coefficients  des  équations  de  deux  droites  rectangulaires, 

exprime  donc  que  ces  droites  sont  conjuguées  par  rapport  aux  points 

cycliques  représentés  par 

n(X,  a,  y)  =  0. 

La  relation  précédente  peut  donc  encore  s'écrire  : 

xn';^,+  fzny  +  vn^=o. 

673.  —  Triangles  polaires  réciproques.  —  Les  côtés  homologues  BC  et  B'C, 
CA  et  C'A',  AB  et  A'B'  de  deux  triangles  polaires  réciproques,  par  rapport  à 
une  conique,  se  coupent  en  trois  points  situés  en  ligne  droite. 

Fin  eifet,  le  point  a  de  section  des  droites  BG  et  B'C,  représentées  par  les  équations 

P  =  0       et       /?  +  AQ  +  ^R  =  0, 
se  trouve  aussi  sur  les  droites 

P  =  0       et       /iQ  +  ^R  =  0, 

et  coïncide,  par  conséquent,  avec  le  point  où  la  tangente  en  A  à  la  conique 

/UR  +  ^RP  +  /tPQ  =  0 
rencontre  le  côté  BC  (805). 
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Les  côtés  homologues  des  triangles  ÂBC,  X'BV  se  rencontrent  donc  en  trois 
points  de  la  droite 

Si  /",  g,  h  sont  nuls,  cette  droite  est  indéterminée  et  les  triangles  ABC,  A'BT/ 
coïncident,  ce  qui  est  évident,  le  triangle  ABC,  étant  alors  conjugué  à  la  courbe,  est 
son  propre  triangle  polaire. 

Les  droites  A  A',  BB',CC\  étant  les  polaires  des  points  a.b^c,  se  coupent  évidemment 
au  pôle  0  de  la  droite  qui  les  joint  et  qui  a,  par  conséquent,  pour,  coordonnées  (668)  : 

^'         «,'         ^' 

f  g  h 

ou,  en  développant, 

L.H.G         H,   M,    F         G,F,i\ 

En  faisant  les  calculs,  ces  quantités  deviennent 

1         1         1 
F'       G'       H* 

Par  rapport  au  triangle  A'B'C,  les  coordonnées  du  point  0  sont  évidemment 


7'     g'     à 


et  la  polaire  est  représentée  par 


F  ^  G  ^  H         ' 

réquation  de  la  conique  rapportée  à  ce  triangle  étant 

cp(P,Q,  R)  =  0. 

Corollaire,  —  Lorsque  la  conique  est  inscrite  dans  le  triangle  fondamental,  le 
triangle  formé  par  les  points  de  contact  est  polaire  réciproque  de  ABC  ;  donc  les 
droites  qui  joignent  les  sommets  du  triangle  fondamental  ABC  aux  points  de  contact 
des  côtés  opposés  avec  une  conique  inscrite  se  coupent  en  un  point  ayant  pour 
coordonnées 

Exemples.  —  L  Les  droites  qui  joignent  les  sommets  d'un  triangle  aux  points 
de  contact  des  côtés  opposés  avec  le  cercle  inscrit 

cos|  Al/ï  +  cos|  Bl/y  +  cos^Cl^  =  0, 
se  coupent  au  point  de  Gergonne  dont  les  coordonnées  s'écrivent  immédiatement  : 

J. i  i 

C0s4A'        C0s4B'        C082  i  C' 
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II.  Les  droites  qui  joignent  les  sommets  du  triangle  aux  points  où  les  côtés 
opposés  touchent  les  cercles  ex-inscrits  correspondants  se  rencontrent  au  poinl 
de  Nagel,  réciproque  du  point  de  Gergonne,  ayant,  par  conséquent,  pour  coor- 
données (601)  : 

1  i  i 

sE^XÂ'      sin^B'       sin2iC' 

On  en  conclut  immédiatement  que  la  conique  tangente  aux  côtés  du  triangle  aux 
points  où  ils  touchent  les  cercles  ex-inscrits  correspondants,  a  pour  équation 

s'in^Al^  +  sin  ^Bl/y  +  sin^Cl^  =  0. 

674.  —  Triangles  homologiques.  —  Deux  triangles  homologiques  sont  polaires 
réciproques  par  rapport  à  une  certaine  conique;  le  centre  (Thomolegie  est  le 
pôle  de  Vaxe  d'homologie  par  rapport  à  cette  courbe. 

En  eflet,  en  prenant  l'un  des  triangles  ABC  comme  triangle  fondamental.  Taxe 
d'homologie  a  pour  équation 


et,  par  suite,  les  côtés  WC\  C'A\  A'B'  du  second  triangle  sont  représentés  par 
A^P  +  l  +  f  =0,       y-fÂ:'Q  +  |=0,       ^  +  ^  +A:"R  =  0. 

Si  Ton  identifie  ces  équations  avec  les  suivantes 

F\  =  0,       F\  =  0,       F',  =  0, 

on  a  les  relations 

/  =  kghj       m  =  k/hfj       n  =  k''fg. 

La  conique  F  a  donc  pour  équation 

kgh?^  +  k'kfa^  +  k"fgK^  +  2/QR  +  2^RP  +  2APQ  =  0, 

et  les  droites  AA',  BB',  CC  se  rencontrent  au  point  0  défini  par  les  égalités 

<7-*)='î(?-*')=Ki-*"> 

676.  —  On  peut  encore  raisonner  autrement. 
En  représentant  par 

le  centre  d'homologie  0,  le  sommet  A'  du  triangle  A'B'C,  qui  est  un  point  de  AO, 
a  pour  équation  (569,  IV) 

XA:-t-^-f  ^=0. 
De  même,  les  sommets  B'  et  C  du  même  triangle  sont  représentés  par 

p  +  AV  +  ^  =  0,        _  +  |.  +  A"v=:0. 
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En  identifiant  ces  équations  avec  les  suivantes  (670) 

9'x  ="  0,       cp'j,  =  0,       cp;  =  0, 
on  a  les  relations 

L  =  AGH,       H  =  A'HF,       N  ^  k"¥G. 

La  conique  directrice  a  donc  pour  équation  tangentielle 

AGHX2  +  A'HFp.»  +  A'TGv^  +  2Fjjiv  +  2GvX  +  ÎHAp.  -  0, 

et  Taxe  d'homologie  des  deux  triangles  est  représenté  par  l'équation 

p  _  + e + 5— =0 


GH  -  ^FGH   '   HF  —  A'FGH   '  FG  -  )t"FGH 
ou 


F  "■  ^        G       ^'       ¥       ^" 

676.  —  Application.  —  Trouver  Vaxe  d'homologie  du  triangle  ABC  et  du 
triangle  A'B'C,  dont  les  sommets  sont  situés  sur  les  droites  OA,  OB,  OC  et  les  \ 

divisent  suivant  les  rapports  p,  q,  r.  i 

Désignons  par 

"F*   G'    H        ®        T'  ^' 

des  quantités  proportionnelles  aux  coordonnées  absolues  des  points  0  et  A.  Les  ! 

coordonnées  du  point  A'  sont  (569)  | 

F"^I'     G'     H' 
Son  équation  tangentielle 

identifiée  avec  la  suivante  ' 

(Jl  V 

A/t    I    TT    I    "ÏF  ^^  ^' 

donne  Tégalité 

^  =  |  +  f       ou       /:-ir  =  |. 

On  aurait  de  même 

Par  suite,  Taxe  d'homologie  des  deux  triangles  ABC,  A'B'C  est  représenté  par 
l'équation 

p^  q  ^  r 
indépendante,  comme  on  voit,  des  coordonnées  du  point  0  (87). 
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Elle  représente  la  droite  de  rinfini  quand 

ce  qui  est  évident. 

Cas  particulier,  —  Lorsque  le  point  0  est  rorthocentre  du  triangle  ABC  et  les 
points  A',  B',  C,  tels  que 

AA'  «  BB'  =  ce  =  A:, 
on  a,  R  étant  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle, 

2R  cos  A  —  A:                 2R  cos  B  —  A                  2R  cos  C  —  Ar 
p  = 1 '       g  = 1 '       r j . 

L'axe  d'homologie  des  deux  triangles  ABC,  A'B'C  a  donc  pour  équation,  en 
coordonnées  trilinéaires  normales, 

a;sin  A        ,       y  sin  B        ,        ^gsinC       _  ^ 
2R  cos  A  —  A;  "^  2R  cos  B  —  A:  "^  2R  cos  C  —  A 

Exercices.  —  1.  Donner  immédiatement  les  équations  des  coniques  tangentes 
aux  côtés  d'un  triangle  :  a)  aux  pieds  des  hauteurs;  b)  aux  milieux  des  côtés; 
c)  aux  pieds  des  directrices  ;  d)  aux  pieds  des  symédianes. 

2.  Trouver  l'axe  d'homologie  du  triangle  ABC  et  du  triangle  formé  par  les  pieds 
des  hauteurs  ou  par  les  pieds  des  bissectrices. 

3.  Sur  les  hauteurs  d'un  triangle  ABC,  on  prend  des  longueurs  AH,  BN,  CP 
proportionnelles  aux  côtés  opposés  ;  démontrer  que  l'axe  d'homologie  des  triangles 
ABC,  MNP  enveloppe  une  parabole. 

4.  Les  droites  qui  joignent  un  point  0  aux  sommets  d'un  triangle  ABC  coupent 
les  côtés  opposés  en  A',  B',  C;  trouver  l'enveloppe  de  l'axe  d'homologie  des  deux 
triangles  ABC,  A'BX',  quand  le  point  0  décrit  une  droite. 

Examiner  les  cas  où  la  droite  joint  les  centres  des  cercles  inscrit  et  circonscrit, 
ou  l'orthocentre  et  le  centre  du  cercle  circonscrit. 

Quel  est  le  lieu  du  point  0  quand  l'axe  d'homologie  des  deux  triangles  enveloppe 
un  cercle? 

677.  —  Condition  pour  que  le  pôle  se  trouve  sur  sa  polaire.  —  Le 

pôle  d'une  droite  (X,  f/,  v)  se  trouve  sur  sa  polaire,  quand  on  a  la  relation 

W\  +  fx(p'^  +  v(^\  =  0       ou       cp  (X,  u,  y)  =  0, 

c'est-à-dire  quand  la  droite  est  tangente  à  la  courbe. 
Il  coïncide  alors  avec  le  point  de  contact,  car  on  a  (627)  : 

égalité  qui  exprime  que  le  pôle  se  trouve  également  sur  la  conique,  par 
conséquent  au  point  de  contact  de  celle-ci  avec  la  tangente. 

La  tangente  à  une  conique  est  donc  la  polaire  du  point  de  contact. 
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678.  —  Tangente  en  un  point.  —  La  tangente  en  un  point  (F,  Q',  R') 
d'une  conique  a,  par  conséquent,  pour  équation 

PFV  +  QFV  +  RF'a'  =  0. 

Réciproquement,  si 

XT  +  ^/Q.+ v'R=0 

est  tangente  à  la  courbe,  les  coordonnées  du  point  de  contact  sont 

9V'     ^V''     ^'v'. 
L'équation  tangentielle  du  point  de  contact  d'une  tangente  (X',  a',  v')  est 

Xcp'y  +  fy.cp'^.  +  V9V  =  0. 

€79.  —  Trouver  la  tangente  à  la  conique  représentée  par  l'équation 

R2  _  PQ  =  0. 

En  appliquant  la  formule  précédente,  on  a,  pour  l'équation  de  la  tangente 
en  un  point  de  la  conique  donnée, 

PQ'  +  QP'— 2RR'  =  0, 
avec  la  condition 

R'2  — p'Q'  =  0. 

Éliminant  entre  ces  équations  le  rapport  P'  :  R',  il  vient 

ou,  en  représentant  par  k  le  rapport  Q'  :  R', 

A;2P  —  sm  +  Q  =  0. 

Le  point  de  contact  k  de  la  courbe  avec  la  tangente  est  évidemment 
déterminé  quand  on  connaît  k,  car  on  a 

R'  ~  P'  • 
Le  point  k  se  trouve  donc  au  point  d'intersection  des  droites 

Q  —  frR  =  0,        frP  —  R  =  0. 
Ses  coordonnées  homogènes  en  fonction  de  k  sont,  par  conséquent, 

P'  :  Q'  :  R'  =  1  :  ifc2  :  k. 

31 
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Réciproquement,  toute  droite  dont  l'équation 

fe2P  —  2A;R  -f  Q  =  0 

renferme  une  indéterminée  k  au  second  degré  est  constamment  tangente 

à  la  courbe 

R2  _  PQ  =  0. 

On  arrive  au  même  résultat  en  remarquant  que  les  coordonnées  de  la 
droite  précédente  satisfont  à  l'équation  tangentielle 

v2  —  4Xu  =  0 
de  la  conique 

R2  —  PQ  =  0. 

680.  —  Applications.  —  I.  Par  rapport  à  un  système  de  coniques  homofocales, 
la  polaire  d'un  point  (a,  |3)  a  pour  équation  (505)  : 

^{xr^  -f  yF'5  +  V  +  2/p  +  2n) 

'  -  2A:[(Na  -  Q,)x  +  (N(3  -  F)t/  -  Ga  -  Fp  +  L  +  M]  +  SA»  =  0; 

elle  enveloppe,  par  conséquent,  la  parabole  lo  (539)  représentée  par 

[(Na  —  Q)x  +  (NS  —  F)y  -  Ga  -  F;3  +  L  +  M]2 

-  2A(;rF'«  +  yr ^  +  2^a  +  Vp  +  2n)  =  0. 
La  droite,  ayant  pour  équation 

(Na  -  G)x  +  (N3  -  F)2^  -  Ga  -  F|3  +  L  +  M  =  0, 

est  donc  un  diamètre  de  la  courbe  et 

•^F'«+  yF>  +  2^«  +  2/p  +  2n  =  0 

représente  la  tangente  à  son  extrémité. 
IL  La  droite,  repiésenlée  par  l'équation  (676) 

X  sin  A        ,        t/sinB ,        :gsinC ^ 

2Rcos  A  —  k  "*"  2RcosB  —  Â  "^  2RcosC  —  A:  ""    ' 

a  ses  coordonnées  tangentielles 

y_        sin  A  ^        sinB _        sinC 

^      2RC0SA-A:'        '^~2RcosB-A'        ^""SRcosC  — ^' 

qui  satisfont  visiblement  à  l'équation  tangentielle 

sinA(cosB  —  cosC)   ,   sin  B  (cos  C  —  cos  A)   ,   sinC(cosA  —  cosB)      ^ 

-j 1 s-  y 

A  |JL  V 

d'une  parabole  inscrite  dans  le  triangle  de  référence.  Elle  enveloppe  donc  celte 
courbe,  laquelle  a  pour  équation,  en  coordonnées  normales  (640), 

|/sinA(cosB  —  cosQa;  +  l^sinBfcosC  — cosA)y  +  l/sinC(cos  A  —  cosB)?;  =  0. 
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Exercices.  —  i .  L*hyperbole  de  Feurbach 

(cosB  —  cosQyz  +  (cosC  —  cosA)zœ  +  (cos  A  —  cosB)xy  =  0 

est  tangente  à  la  droite  qui  joint  les  centres  des  cercles  inscrit  et  circonscrit. 

2.  Un  triangle  est  circonscrit  à  une  conique,  deux  de  ses  côtés  glissent  sur 
deux  droites  fixes;  trouver  le  lieu  du  troisième  sommet. 

3.  Un  triangle  est  inscrit  dans  une  conique,  deux  de  ses  côtés  passent  chacun 
par  un  point  fixe  ;  trouver  le  lieu  du  troisième  sommet. 

§  3«  —  Oïl  centre. 

681.  —  Coordonnées  du  centre.  —  La  polaire 

PFV  +  QFV  +  KF',,  =  0 

d'un  point  coïncide  avec  la  droite  de  Tinfini,  quand  on  a  les  relations 

F\       F'  ,       F'  , 
^=^  =  ^  =  20. 


r 


Les  coordonnées  du  centre  sont  donc  (668) 

P'        Q'        R'         9 

^'f        ^'^        ^'y         2A 

682.  — -  Équation  tangentielle  du  centre.  —  La  droite 

XP  -f  f/Q  +  vR  =  0 

est  un  diamètre,  quand  les  coordonnées  de  son  pôle  satisfont  à  la  droite 
de  rinfini,  c'est-à-dire  quand  on  a  la  relation 

qui  n'est  autre  que  l'équation  tangentielle  du  centre. 

683.  —  Biipse,  hyperbole,  parabole.  —  Dans  Tellipse,  on  a  : 

9(5,  TJ,  î)>0       ou       4A2cp(Ç,  T),  Ç)>0; 
d*après  l'une  des  identités  du  n<*  6*27,  cette  égalité  peut  encore  s'écrire 

AF(9'5.?^.  9ç)  >0. 

On  voit  donc  que  le  centre  de  l'ellipse  est  intérieur  à  la  courbe.  On  démontrerait 
de  la  même  manière  que  le  centre  d'une  hyperbole  se  trouve  à  l'extérieur  de  la 
courbe  (855). 
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Quand  il  s'agit  d'une  parabole,  on  a  : 

Les  cordonuées  déterminées  par  les  équations  du  n°  681  se  rapportent  donc, 
dans  ce  cas,  à  un  point  situé  à  l'infini  (569). 

684.  —  Cercle  des  neuf  points.  —  Le  centre  de  la  conique 

est  donné  par  les  équations 

i^R'+  hQ'  _  h?'  +  r^'  _  fQ'  +  ^P^ 

On  en  tire 


P'(-  ?P'  +  TiQ'  +  CR')  "  Q'(ÎP'  -  TiO'  +  CR')  ~  R'«P'  +■  TjQ'  -  ÇR')' 

Remplaçons  f,  g,  h  par  ces  valeurs  proportionnelles  dans  la  relation 
f(a'a"  +  b'b")  +  g{fl"a  +  b"b)  +  h{aa'  +  bb')  =  0, 

exprimant  qu'il  s'agit  d'hyperboles  équilatères,  et  il  vient  : 

(a'a"  +  b'b^'K---  ÇF  +  nQ'  +  ïR')P'  +  (a"a  +  b"b){^?'  -  t^Q'  +  ÇR')Q' 

+  iaa'  +  bb')  (ÇP'  +  TiQ'  -  ;R')R'  =  0. 

C'est  l'équation  du  cercle  des  neuf  points  du  triangle  ÂBG;  il  passe  par  le  milieu 
du  côté  BG  défini  par  les  équations 

P  =  0,       5P-TiQ  +  ÇR  =  0,       5P  +  ^Q-çR  =  0, 

et  par  le  pied  de  la  hauteur  correspondante  déterminé  par 

P  =  0,       (a'^a  +  b"b)Q  —  {aa'  +  bb')R  =  0. 

En  coordonnées  trilinéaires  normales,  le  cercle  des  neuf  points  a  pour  équation 
x^  sin  2A  +  y^  sin  ^B  +  ^  sin  2C  —  2  (yz  sin  A  +  :5a:  sin  B  4-  a:y  sin  C)  =  0. 

Ce  cercle  appartient  donc  au  faisceau  défini  par  les  cercles  conjugué  et  circon- 
scrit. Par  conséquent,  le  centre  du  cercle  des  neuf  points  se  trouve  sur  la  droite 
qui  joint  l'orthocentre  au  centre  du  cercle  circonscrit. 

686.  —  Équation  tangentielle  du  cercle  des  neuf  points.  —  En  appliquant  la 
règle  connue,  on  trouve  pour  l'équation  tangentielle  de  ce  cercle 

(sin2B  sinîC  —  sin» A)Xa  +  (sin2C  sin2A  -  sin»  B)^^  +  (sin2A  sin2B  —  sin^Qv-' 

+  2(sin  B  sin  C  +  sin  A  sin  2A)  p  +  2(sin  C  sin  A  +  sin  B  sin  2B)  v). 
+  2(sinA  sinB  +  sinC  sinSQXp.  =  0. 
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Cette  équation  devant  être  aussi  de  la  forme  (642) 

(pX  +  <7|jL  +  rv)2  -  (X^  +  |i.a  +  v2  —  2p.v  cosA  —  2vX  cosB  —  2X|x  cosC)  =  0, 

on  en  conclut 

j!?2  —  4  =  sin2B  8in2C  —  sin2 A,       p^  ='co82(B  --  C),       p  =  cos(B  —  C), 

q  =  C08(C  —  A),       r  =  cos(A  --  B). 

Ces  valeurs  de  ;;,  q,  r  sont  les  coordonnées  du  centre. 

686.  ^  Le  cercle  des  neuf  points  est  tangent  au  cercle  inscrit  représenté  par 
réquation 

a  +  fjL  +  v)2  —  (X2  +  JI.2  +  v2  —  2p  cos  A  —  SvXcosB  —  2X[jL  cosQ  =  0, 
car  Tun  des  deux  ombilics  représentés  par  Téquation 

(X  +  {j.  +  v)2  -  [X  cos(B  -  C)  +  fx  cos(C  —  A)  +  V  cos(A  —  B)]*^  =  0, 

et  ayant  pour  coordonnées 

4— cos(B  — C),       l  — cos{C  — A),       1— cos(A  — B) 
ou  sin2  i  (B  —  C),       sin2  i  (C  —  A),       sin2  i  (  A  —  B), 

se  trouve  sur  le  cercle  inscrit  ayant  pour  équation 

cos^  Al^i  +  cos^  Bl/y  +  cos^Cl/^  =  0. 

On  a,  en  effet,  la  relation 

cas^A  sin|(B  —  C)  +  cos JB  sin  J-(C  —  A)  +  cos^C  sin^CA  -  B)  =  0. 

Comme  on  a  aussi  la  relation 

sin^  A  sin^(B  —  C)  +  sin|B  sin|(C  —  A)  +  sin^C  sin|(A  —  B)  =  0, 

il  s'ensuit  que  la  conique  représentée  par  (673,  II) 

sin^Al/i  +  sin|  Bl/'y  +  sin  JCl/i  =  0, 

tangente  aux  côtés  du  triangle,  aux  points  où  ils  touchent  les  cercles  ex-inscrits 
correspondants,  passe  par  le  point  de  contact 

sin2 |(B  —  C),       sin2 i(C  —  A),       sin2 |(A  -  B) 

du  cercle  inscrit  et  du  cercle  des  neuf  points. 
On  verrait  de  même  que  ce  dernier  cercle  est  tangent  au  cercle  ex-inscrit 

cos^  Al/=^  +  sin^Bl^^  +  sin|Ck2  =  G, 

ayant  pour  équation  tangentielle 

(—  X  +  |x  +  v)2  —  (X2  +  |x2  -f  v2  —  2jxvcos A  —  2vXcosB  —  2XjjlC0sC)  =  0, 

au  point  dont  les  coordonnées  sont 

—  sin2i(B  —  C),       cos2i(C  —  A),       cos2^(A  —  B). 
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Le  cercle  des  neuf  points  est  donc  tangent  aux  quatre  cercles  inscrit  et  ex- 
inscrits au  triangle. 

687.  —  Cest  une  méthode  analogue  que  Ton  emploie  pour  démontrer  que  la 
courbe  du  second  degré 

[a;cos(B  —  C)  +  y  cos(C  —  A)  +  zcos{\  —  B)]2 

—  (a;2  +  y'^  +  7^-  —  'iyzcosA  —  ^2a;cosB  —  2ary  cosC)  =  0, 

est  tangente  aux  quatre  coniques 

(±x±y  ±zf  —  {x^  +  y^  +  %^'- %«cos A  —  Sî^rcosB  —  2ary cosC)  =  0 

circonscrites  au  triangle  ABC  ;  on  montre  que  Tune  des  cordes  communes  est  tan- 
gente aux  courbes.  On  trouve  ainsi  que  les  tangentes  ont  respectivement  pour 
équations  : 

a:sin2^(B  -  C)  +  iysin2|(C  -  A)  +  2;sin2|(A  -  B)  =  0, 

—  a;sin2i(B  -  C)  +  !/cos4(C  —  A)  +  «cos^CA  -  B)  =  0, 

ircos4(B  -  C)  —  ysin4(C  —  A)  +  2C0s4(A  -  B)  =  0, 

a:cos4(B  —  C)  +  ycos^CC  —  A)  -  «sin^CA  —  B)  =  0. 

688.  —  Newtonienne  d'une  droite.  --  L'équation  générale  des  coniques  inscrites 
dans  un  triangle  et  tangentes  à  une  droite 

X'P  +  ix'Q  +  v'R  =  0, 

est  de  la  forme 

Fp  +  GvX  +  HXji  =  0, 

où  les  coefficients  F,  G.  H  satisfont  à  la  relation 

Ffx'v'  +  Gv'X'  +  HXV  =  0. 

Le  centre  de  Tune  de  ces  courbes  a  pour  coordonnées 

P^ Q^      _       R^ 

GÇ  +  Hti       HÇ  +  FÇ       Ft)  +  Gr 

ces  égalités  peuvent  encore  s'écrire  : 

F  G  H 


?(-  5P'  +  TiQ'  +  ÇR')  "■  Ti  (ÇP'  -  TïQ'  +  ÎR')  -  C(5P'  +  rfX  -  ÇRY 
Portant  ces  valeurs  de  F,  G,  H  dans  la  relation  précédente,  on  obtient 
Ç(-ÇP'+  7jQ'+  ïROixV  +  Ti($P'-T,Q'  +  ÇR')vT+  Ç(5P'  +  T,Q'-  ÇROXV  =  0, 
ou  encore, 

Ç(-  ?P'  +  TiQ'  +  CRO  .  Ti  {\Y  -  TjQ'  +  ÇR')  ,  î  «P'  +  TiQ'  -  ÇR')      ^ 

V + -^ + 7 =^ 

pour  l'équation  du  lieu  des  centres  des  coniques  considérées.  Ce  lieu  est  une  droite 
appelée  newtonienne  de  la  droite  donnée  (534). 
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Exercices.  —  1.  Les  ellipses 

sin|  Al/i  +  sin ^Bl/y  +  sin|  Cl^i  =0,         yz  +  zx  +  xy '=' 0, 

sont  concentriques. 

2.  Trouver  le  centre  des  coniques  représentées  par  les  équations 

V-^  +  \/-^ô  +  \/-;^  =  0,       l/x  côsÂ  +  P^^côsB  +  l^^côsC  =  0, 
sinA  '   V  sinB  '   V  smC  •      :/  •  ♦ 

^jyz_  .  _zx_  ,  joy_  _  ^ 
SinA  "^  sinB^  sinC"**"' 

3.  Lieu  des  centres  des  coniques  passant  par  quatre  points. 

4.  Lieu  des  centres  des  coniques  conjuguées  à  un  triangle  donné  et  tangentes 
à  une  droite  donnée. 

5.  Lieu  des  centres  des  hyperboles  équiiatères  conjuguées  à  un  triangle. 

6.  Lieu  des  centres  des  hyperboles  équiiatères  tangentes  à  trois  droites. 

7.  Lieu  des  pôles  d'une  droite  donnée  par  rapport  à  des  coniques  telles  que  deux 
points  donnés  aient,  pour  polaires,  deux  droites  données.  Lieu  des  centres  de  ces 
courbes. 

8.  Le  centre  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle  conjugué  à  une  hyperbole  équi- 
latère  passe  par  le  centre  de  la  courbe. 

9.  Trouver  le  lieu  des  pôles  d'une  droite  donnée  par  rapport  aux  coniques  conju- 
guées à  un  triangle  et  passant  par  un  point,  ainsi  que  le  lieu  des  centres  de  ces 
courbes. 

iO.  Trouver  le  centre  de  Thyperbole  de  Kiepert  représentée  par 

singB  — singÇ  .    sin^C  — sin^A  .  sin^A  —  sin^B  ^q 
a;  sinA         '         ysinB         ""        «sinC 

11.  Le  centre  de  l'hyperbole  de  Feurbach 

(cosB  —  cos  Oyz  +  (cos  C  —  cosA)zx  +  (cosA  —  coBB)xy  =  0 

est  le  point  de  contact  du  cercle  inscrit  et  du  cercle  des  neuf  points.  Ce  point  se 
trouve  sur  l'ellipse  inscrite 

sin  â-l^i  +  sin  ^-l^  +  sin-^-l^  =  0 

ainsi  que  sur  le  cercle  passant  par  les  points  de  contact  des  côtés  avec  les  cercles 
ex-inscrits  correspondants. 

§  4*  —  Monnaies* 

689.  —  Coordonnées  tangentielles  de  la  normale.  —  Les  coordonnées 
d'une  tangente  à  une  conique  en  un  point  (P,  Q,  R)  de  la  courbe  sont 

F'        F'        F' 

*    p»  Q»  ■• 
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En  désignant  par  X,  fx,  v  celles  de  la  normale  au  même  point,  on  a  (672) 

xnv  +  fj^nv  +  vD-,  =  0  (i) 

(2) 


avec  la  relation 


XP  +  ^Q  +  vR  =  0. 
Les  coordonnées  de  la  normale  sont  donc 


Rn',,  -  Qnv.  ~  PiiV  —  RDV  ~  QnV  -  PnV  ' 

690.  —  Hyperbole  d'Apollonius.  —  Si  la  normale  est  issue  d'un  point 
fixe  ayant  pour  coordonnées  P',  Q',  R',  on  a  la  troisième  relation 

XF  -f  f/Q'  +  vR'  =  0. 

Le  résultat  de  l'élimination  de  X,  f/,  v,  entre  cette  relation  et  les  deux 
précédentes  (1)  et  (2),  est  l'équation 


=  0. 


n',',. 

n'p'Q. 

'  R 

P, 

Q, 

R 

P'. 

Q', 

R' 

Elle  représente  Thyperbole  d'Apollonius  relative  au  point  (P',  Q',  R'). 
On  vérifie  immédiatement  que  cette  courbe  passe  par  le  point  fixe  et  par 
le  centre 


F'         F'         F' 


5 


Ç 


de  la  courbe,  car 

in'  =  (a*  +  &2)Ç  +  {aa'  +  bb')n  +  (a"a  +  b"b)^ 
=  a{ac,  +  o't)  +  a'%)  +  b{bl  +  b'rt  +  b'Z)  =  0, 

n'^  =  0,     n'^  =  0. 

691.  —  Axes  de  symétrie.  —  Si  les  coordonnées  P',  Q',  R'  sont  celles 
du  centre,  l'équation  ci-dessus  devient 


n  -r ,    n  _f ,    n  _/ 

P,      Q,      R 


=  0, 


(3) 


et  représente  les  axes  de  symétrie  de  la  courbe  (221). 
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F' 

F' 

0 

^, 

y. 

z 

G, 

F, 

N 

En  coordonnées  cainésiennes,  les  mêmes  droites  seraient  représentées 
par  l'équation 


=  0. 


L'axe  d'une  parabole  est  donc  représenté  par 

F.F'^  — G.-F'y  =  0. 

On  peut  encore  trouver  l'équation  quadratique  des  axes  de  symétrie  en  élimi- 
nant k  entre  les  relations 

a» +  ^2 
^;{  -  It:^  -  nÇ'  +  A-(CFV  -  gFV)2  _  mri  -  m^^  -  Ir^^  +  kj^r^^  -  ^r?f 

qui  expriment  que  Téquation 

F(P,  Q,  R)  -  A:(PF'p.  +  QFV  +  RF'„f  =  0, 

représente  un  cercle  (521).  On  obtient  ainsi 

2/-TiÇ  -  Wti»  -  WC2,      a2    +^2,      (^f'h-CF'q)2 

2^«  -  /î^  -  wÇ2,       a'2  +  ^'2,     (ç F'^  _  ç  F'^)2    =  0. 

SAÇïi  -  m$2  -  /^2,       a"2  +  ^"2,    (Ç  f'q  -  TïF'p)a 

Exercices.  —  l.  Trouver  l'équation  des  axes  de  symétrie  de  la  conique 

i  +  ±  +  l  =  o. 

2.  Trouver  l'équation  de  l'hyperbole  d'Apollonius  relative  au  centre  du  cercle 
circonscrit  à  un  triangle  et  à  la  conique 

cosB  —  cosC   .    cos C  —  cos A    ,  cos A  —  cos B 


X 


+ 


y 


+ 


=  0. 


§  SS«  —  i%.eymptotes. 

692.  —  Équation  des  asymptotes.  —  L'équation 

4F  (F,  Q',  R')  F(P,  Q,  R)  -  (PF,,  4-  QFV  +  RF^)'  =  0 

représente  le  couple  des  asymptotes,  quand  les  quantités  ?',  Q',  R',  sont 
les  coordonnées  du  centre  (216). 
L'équation  des  asymptotes  est  donc 

4F  (P,  Q.  R)  F  ((p'ç,  9',,  <p'j,)  ^  _  (?P  +  ,)Q  +  ÇR)^  W  =-  0. 
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Remarquant  que  (627) 

l'équation  précédente  s'écrit 

F(P,  Q,  R)  (p(?,  T),  q  -  A(5P  +  TiQ  +  ÇR)2  =  0. 
Les  asymptotes  coïncident  avec  la  droite  de  Tinfini  quand 

cp(?,.,;ç)  =  0, 

relation  qui  caractérise  une  parabole. 

Si  A  est  nul,  la  conique  se  réduit  à  deux  droites,  et  les  asymptotes  du 
système  sont  les  droites  elles-mêmes. 

693.  —  Équation  du  couple  dos  tangonteo  menées  aux  extrémités  d'une  cordow  — 

L*équation  de  la  corde  étant 

on  a  pour  les  coordonnées  de  son  pôle  (668) 

Par  conséquent, 

F(P',  Q',  R')  =  :§2  F(9'a'  ^V'  ^'v^  =  I  ^ ^^'  ^^  ^^' 

PF'p'  +  QF'q.  +  RF^/  =  2ô(XP  +  hlQ  +  vR). 
L*équation 

4F (P,  Q,  R)  F(P',  Q',  RO  -  (PFV  +  QF'q'  +  RF'^O*  =  0, 

devient  ainsi 

F{P,  Q,  R)  (p(X,  |x,  v)  -  A(XP  +  HiQ  +  vR)2  =  0. 

Si  la  corde  coïncide  avec  la  droite  de  l'infini,  on  retrouve  Téquation  des  asymp- 
totes. 

694.  —  Équation  tangentielie  des  points  de  contact  des  tangentes  issues  d'un 
point  —  L'équation  tangentielie  du  point  de  contact  d'une  tangente  (X',  jx',  vOest: 

avec  la  relation 

(p(X',  |jl',v')  =  0. 

Si  nous  écrivons  la  seconde  relation 

X'P'  +  jjl'Q'  +  v'R'  =-  0, 

exprimant  que  la  tangente  est  issue  du  point  0  ayant  pour  coordonnées  P',  Q',  R', 
l'équation  tangentielie  précédente  représentera. l'un  ou  l'autre  des  points  de  con- 
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tact  des  deux  tangentes  issues  du  point  0.  En  éliminant  A\  jx',  v'  entre  ces  trois 
équations,  on  obtiendra  une  équation  en  X^  [jl,  v  qui  représentera  les  deux  points 
de  contact. 
La  première  et  la  troisième  donnent 

X'  ia'  v' 


et,  en  portant  ces  valeurs  dans  la  seconde,  il  vient  : 

f  (Q'tp;  -  R'<p'j^,  R'cp';^  -  P'tp;,  P'<p'^  -  Qy^)  =  0, 

ou,  d'après  la  remarque  du  n^  635, 

4F  (P',  Q',  R')  F«p'j^,  f'^,  <p;)  -  (P'F'^,^  +  U'F'ç,    +  ^'F'^'J^  =  0. 
Mais  on  a  : 

-4  F'cp'x  °^  *  ^^^'a  +  ^^ V  +  ^^'v)  =  ^  (^^'^  +  H^^'*  +  ^^V 

=  X(L/  +  M  +  G^)  +  H^(H/  +  M  +  F^)  +  v(G/  +  ¥h  +  ^g)  =  AX. 
On  a  aussi 

De  plus, 

F((p'^,  cp'   ,  9'^)  =  4A(p  (X,  |jL,  v). 

L*équation  des  deux  points  de  contact  est  donc 

F(P',  Q',  R')  9  (X,  |x,  v)  -  A  (XP'  +  fiQ'  +  vR02  -  0. 
Si  la  conique  se  réduit  à  deux  points,  A  est  nul,  et  Téquatlon  ci-dessus  devient 

9(X,  jjL,  v)  =  0. 

Les  points  de  contact  des  tangentes  menées  d*nn  point  0  à  une  conique  qui 
se  réduit  à  deux  points  sont  ces  points  eux-mêmes. 

Lorsque  le  point  0  coïncide  avec  le  centre  de  la  conique,  les  deux  points, 
représentés  par  l'équation  que  nous  venons  de  trouver,  sont  les  deux  points  de 
contact  des  asymptotes.  Ces  points  sont  donc  représentés  par 

F(9'{»  ?'ti»  9'ç)  9ft»  Ht,  v)  -  A  (X9'j  +  (1.9'^  +  79'^)»  =  0 

ou  par  (627) 

49  «,  T),  0  9  (X,  jjL,  v)  -  (X9'ç  +  ^9'^  +  v9'çV2  =  0. 

Cette  équation  tangentielle  représente,  dans  le  cas  d'une  parabole,  deux  points 
coïncidents  ayant  pour  coordonnées  9%,  9'^,  9'v,  situés,  par  conséquent,  sur  la 

droite  de  l'infini  et  se  confondant  avec  le  centre  de  la  courbe  (680 . 

696.  —  Application.  —  Trouver  l'enveloppe  des  asymptotes  des  coniques 
passant  par  quatre  points. 
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Preoons  comme  triangle  fondamental  le  triangle  formé  par  trois  des  points 
donnés,  et  soient  P',  Q',  R'  les  coordonnées  du  quatrième,  X»  ji,  v  et  X',  fx',  v'  les 
coordonnées  tangentielles  des  deux  asymptotes.  On  a  les  relations  suivantes  : 

-_     XX'  (A{j.'  w 

9  — 


fJLv'  +  v'fX  vX'  +  Xv'  X{X'  +  |JlX' 


Éliminant  X',  jx',  v',  A  g^  h,  entre  ces  relations  et  la  suivante 

2/Q'R'  +  5^R'P'  +  2/iP'U'  =  0, 


il  vient 


ou  encore 


X(|X!;~VT^)2  HL(VS-Xg)«  v(XTi-H^)«_ 

P'  ■*■  U'  "^  R'  """' 

(ÇP'  +  îiQ'  +  ÇRO"  _  _$2F    7j2q;      î2R' 


XP'  +  jjlC!'  +  vR'  X     '     jjL 


V 


C'est  réquation  d'une  courbe  de  troisième  classe  qui  se  réduit  à  une  conique 
inscrite  dans  le  triangle,  quand  le  quatrième  point  (P',  Q',  R')  est  à  Tinfini. 
Exercices.  —  1.  Donner  l'équation  des  asymptotes  de  la  conique 

(cos  B  —  cos  C)yz  +  (cos  C  —  cos  k)zx  +  (cos  A  —  cos  B)xy  =  0. 

2.  L'une  des  asymptotes  d'une  hyperbole  circonscrite  au  triangle  tourne  autour 
d'un  point  fixe;  trouver  l'enveloppe  de  la  seconde  asymptote. 


§  O.  —  i%.x.e8  <le  symétrie  et  Toyers. 

686.  —  Coniques  homofocales.  —  Désignons  par  X,  f/,  v  et  X',  /,  v 
les  coordonnées  tangentielles  de  deux  droites  rectangulaires  mobiles  autour 
d'un  point  fixe;  on  a,  entre  ces  quantités  (672), 


xn 


V^fxny  +  vnv  =  o. 


Si,  dans  toutes  leurs  positions,  ces  droites  sont  conjuguées  par  rapport 
à  une  conique  9,  on  a  la  seconde  relation 

et  le  point  fixe  des  droites  est  un  foyer  de  courbe  (518). 
Des  relations  précédentes,  on  déduit  la  suivante 

>(9V  -  frnv)  +  y.{<ç'.-m'.)  +  y((pv  -  '^nv)  =  o, 
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où  k  est  quelconque;  elle  exprime  que  les  deux  droites  mobiles  sont 
conjuguées  à  toutes  les  coniques  représentées  par  l'équation 

9(X,  ^,  V)  — /cn(X,  u,  v)=0.  (1) 

Il  en  résulte  qu'un  foyer  quelconque  de  la  conique  9  est  un  foyer 
commun  des  coniques  représentées  par  l'équation  ci-dessus  ;  ces  coniques 
appartiennent  donc  à  un  système  homofocal. 

e97,  —  Axes  de  symétrie.  —  On  sait  que  toutes  les  coniques  d'un 
système  homofocal  ont  mêmes  axes  de  symétrie. 
Par  rapport  à  Tune  des  coniques 

cp(X,  fi,  v)  — /cn(X,  f/,  v)  =  0, 
le  pôle 

de  l'un  d'eux  se  trouve  à  l'infini  sur  l'autre;  il  est  donc  le  même  pour 
toutes  les  coniques  du  système.  Conséquemment,  on  a  les  relations 

^  '  (2) 


n'y      n,,,     n;,  ' 

ou 

9'r 

-m'y     0.     ^'^,-kn'^,     0, 

=0. 


cpV  -  ^n;.  =  0. 

En  éliminant  X',  a',  v'  entre  ces  trois  relations,  on  obtient 

L  —  /c(a2  +  ^;2),  H  —  k{aa'  -4-  bb'),        G  —  k{a'a  -f  b''b) 

H  _  kiaa'  +  bb'),       M  —  k(a'^  -f  b%         F  —  k(a'a"  +  b'b") 
.  G  —  k(a"a  +  b"b),     F  —  k(a'a"  -f  b'b"),    N  —  k(a"^  +  b"^)    I 

Le  premier  membre  de  cette  équation,  qui  peut  encore  s'écrire 

est  évidemment  le  discriminant  de  l'équation  (1). 

Pour  les  valeurs  de  k  qu'elle  donne,  les  relations  (2)  déterminent  deux 
systèmes  de  valeurs  pour  X',  ^\  v',  donc  deux  axes  de  symétrie,  excepté 
lorsque  la  courbe  est  une  parabole  ;  on  a,  en  effet,  dans  ce  cas, 

<p(i,  Ti,  g  =  o. 

Remarque.  —  Il  résulte  encore  de  ce  qui  précède  que  les  axes  de  symétrie  de  la 
courbe  du  second  degré  9,  sont  tangents  aux  coniques 

9\n'  -9'  ns  =  o,    (d\u'  -9'n\=o,    9'  n'  -©'O'  =0; 
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ces  courbes  sont  évidemment  des  paraboles,  car  elles  sont  tangentes  à  la  droite 
de  Tinfini  ;  on  a,  en  effet, 

Le  centre  de  9  est  donc  un  point  commun  aux  trois  directrices  de  ces  courbes. 

688.  —  Foyers.  —  Les  couples  de  points  auxquels  se  réduisent  les 
coniques  limites  du  faisceau 

9(X,  a,  v)  — /cn(X,  fji,  v)  =  0 

sont  les  foyers  des  courbes  du  système  homofocal  (506). 

Les  foyers  correspondent  donc  aux  valeurs  de  k  qui  annulent  le  discri- 
minant de  Téquation  précédente.  Ces  valeurs  sont  donc  les  racines  de 
réquation 

A:V(?,  Tî,  Ç)  —  A-AB',  +  A2  =  0.  (3) 

Il  y  a  donc  ordinairement  deux  couples  de  foyers,  excepté  pour  la  para- 
bole qui  n'en  a  qu'un;  l'un  des  foyers  de  œ  couple  unique  est  même  situé 
à  l'infini,  car  l'équation 

e/9(x,  f/,  V)  — An(x,  ^,  v)  =  o, 

qui  représente  le  couple  des  foyers  de  la  parabole,  est  satisfaite  quand  on 
y  remplace  X,  ^,  y  par  ç,  tj,  Ç. 

699.  —  Si  k'  est  une  racine  de  l'équation  du  second  degré  (3),  X\  ^\  v',  les 
coordonnées  d*un  axe  de  symétrie,  on  a  : 

9'^,  -  k'U'y  =  0,    9'^,  -  A'n'^,  =  0,    9;,  -  k'n\r  =  0, 

et,  par  conséquent, 

x'if'y  -  k'U'y)  +  ^'(9'^.  -  A'n'^,)  +  v'(<pV  -  A'n  V)  =  o. 

ou  encore, 

relation  qui  exprime  que  les  coordonnées  d'un  axe  de  symétrie  satisfont  à 
l'équation  d'un  couple  de  foyers. 

Les  axes  de  symétrie  joignent  donc  les  foyers  appartenant  à  un  même 
couple, 

700.  —  Équation  des  deux  couples  de  foyers.  —  En  désignant  par  k'  et  k"  les 

racines  de  l'équation  (3),  les  deux  couples  de  foyers  sont  donnés  par  l'équation 

[9a,  |x,  v)  -  /r'  n  (X,  |jL,  v)1  [9  (X,  jx,  V  -  A:''  n  (X,  jjL,  v)]  =  0 
ou,  en  faisant  les  calculs, 

[9(X,  Hi.  v)]2  -  (/c'  +  A")  9(X,  |x,  v)  n  (X,  jjL,  v)  -h  k'k"  [n  (X,  jx,  v)]2=  0, 
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ou  encore, 

cp  (i  Tj,  0  [9  a,  jjL,  v)]2  -  A  B' ,  9  (X,  jjL,  v)  n  (X.  iJL,  v)  +  A2  [n  (x,  |x,  v)p  =  0. 

Pour  rhyperbole  équilatère,  on  obtient 

9  tt.   lA,  v)  l-^-  Cp  (ï,  Tl,  0  =  i  A  n  (X,  JJL,  v). 

701.  —  Longueurs  des  axes  de  symétrie.  —  L'équation 

9  (X,  fjL,  v)  —  A:  n  (X,  |JL.  v)  =  0 
peut  s'écrire 

9  (X,  p.,  v)  -  A:'  n  (X,  ^,  v)  -  (A:  -  A')  0  (X,  jx,  v)  =  0, 

ou,  en  supposant  que  k  soit  une  racine  de  l'équation  (3), 
«iX  +  ^i(A  +C|V  a'iX  +  b't^+  c',v 


l/n  (X,  |x,  v)  '  l/ïl  (X.  {ji,  v) 


— ^  rt  It   • 


En  désignant  par  P,  Q,  R  et  P',  Q',  R'  les  coordonnées  absolues  des  foyers  repré- 
sentés pnr  les  équations  tangentielles 

«iX  4-^i|i.  +  C|V  =  0,         a'|X  +^'||JL  -hc'jv  =  0, 
on  a  : 

P        Q        R  E  ' 

P'       Q'       R'  E  ' 

et  comme  on  a  aussi 

(;a,  +  Tj/^.  +  Çc.)  ($a\  +  ti^'i  4-  C^'i)  =  9  (Ç»  "n»  0  -  A'  n  {l  tj,  Ç)  =  9(5,  tj,  0. 
l'équation  ci-dessus  devient 

XP  +  [xQ  +  vR  XF+  |xQ^  +  vR^^^      k-k' 

l^îiTxTiir^      *       l^ii  (X7|i.,  v)  *  ?  (?>  ^'  0  * 

Comme  X,  jx,  v  sont  les  coordonnées  d'une  tangente  à  la  conique,  on  en  conclut  que 
Le  produit  des  distances  des  foyers  d'un  mêtne  couple  de  la  conique 

9  (X,  |JL,  v)  —  A:  n  (X,  (A,  v)  =  0 

à  une  tangente  quelconque  est  une  quantité  constante  E^ .  — /T — 'y\  ' 

Lorsque  k  est  nul,  le  théorème  devient  : 

Le  produit  des  di tances  des  foyers  d'un  mi^me  couple  dune  conique  9  à  une 
de  ses  tangentes  est  une  quantité  constante 

Cette  quantité  constante  est  évidemment  égale  au  carré  de  l'un  des  demi-axes 
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de  symétrie.  On  le  voit  immédiatement  en  plaçant  la  tangente  mobile  parallèle- 
ment à  Tun  des  axes 
On  en  conclut  que,  k'  étant  une  racine  de  l'équation 

/c2(p(H,T|,0-A:H',A  +  A2  =  0, 

Y? 

—  k'  —pc j^  est  une  racine  de 

ou  de 


la  courbe  n'étant  pas  une  parabole.  Cette  équation,  d'après  ce  que  nous  venons  de 
dire,  a  pour  racines  les  carrés  des  demi-axes  de  symétrie. 

702.  —  Hyperboles  de  PlUcker.  —  Un  point  ayant  pour  coordonnées  P',  Q',  R' 
est  un  foyer  de  la  courbe,  quand  les  tangentes  menées  de  ce  point  à  la  courbe 
sont  les  droites  isotropes  (644)  ;  l'équation 

4F  (P,  Q,  R)  F  (P',  Q',  R')  -  (PFV  +  QFV  +  RF'^O^  =  0 
du  couple  de  ces  droites  doit  donc  pouvoir  se  mettre  sous  la  forme 

nCQR'  — Q'R,   RP'  — RT,   PQ'--P'Q)  =  0 

représentant  un  cercle  de  rayon  nul. 
On  doit  donc  avoir  les  conditions  (608) 

(4mF  -  r\)}^  +  (4wF  -  Y\i)  t^«  -  2  (4/T  -  FyF^/)  rjC, 

fl2  4_  ^2 

(4/7F  —  Y'\')i^  +  m  —  F'2pO?2  —  2  (4^F  —  F'r.F'p')  Ç£ 
^  (4/F  -  F'2p0ti2  +  (4mF  -  F'%0?  —  2  (4/^F  -  F'p'F'o^);»^ 

où  F  désigne  la  fonction  F  (P',  Q',  R'). 
Les  coordonnées  d'un  foyer  doivent  donc  satisfaire  aux  égalités 

a2  +  ^2  -  a'^  +  ^'2 

_  4F(/ti2  +  mg2  -  2/igT))  -  (7)F^p  -  lY'^f 

fl"2  _f-  /,"t  "^  ®' 

lesquelles  sont,  par  conséquent,  les  équations  des  hyperboles  de  Plûcker. 
Dans  le  cas  d'un  cercle  (608),  ces  équations  deviennent 

ÇF'o-^FV     _     £F'«-ÇF'p     _      -nF'p-rQ 


i  l/a2  +  b^  ±  l/a'2  +  ^'2         ±  l/fl"2  +  ^"2 

et  représentent  des  droites  passant  par  le  centre. 
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703.  —  Équation  quadratique  de8  axes  de  symétrie.  —  Si,  entre  les  équations 
des  hyperboles  de  Plûcker,  on  élimine  la  fonction  F  (P,  Q,  R),  on  obtient 


mp  +  wt»2  -  2/tjÇ,       a*  + 1^.       (CF'q  -  t^P'^f 
nlt  +  /Ç2  -  2^^ç,      a'2  +  b'^      (iY\  -  ;F'p)2 


-  0. 


Cette  équation,  étant  vérifiée  par  les  coordonnées  des  foyers  ainsi  que  par  celles 
du  centre,  représente  les  axes  de  symétrie  de  la  courbe. 

Exercices.  —  i.  Trouver  Tenveloppe  des  axes  de  symétrie  des  hyperboles 
équilatères  conjuguées  à  un  triangle. 

2.  Trouver  Tenveloppe  des  axes  de  symétrie  des  coniques  tangentes  à  deux 
droites  en  des  points  donnés. 

3.  Trouver  Tenveloppe  des  axes  de  symétrie  des  hyperboles  équilatères  circons- 
crites à  un  triangle. 

4.  Trouver  Tenveloppe  des  axes  de  symétrie  des  paraboles  conjuguées  à  un 
triangle. 

5.  Trouver  Tenveloppe  des  axes  de  symétrie  des  hyperboles  équilatères  inscrites 
dans  un  triangle. 

6.  Trouver  l'enveloppe  des  axes  de  symétrie  des  paraboles  inscrites  dans  ua 
triangle. 

7.  Chercher  les  foyers  des  coniques 


VsiFA+Vj-B+Vsii-C-«' 


sin  kV^x  cos  A  +  sin  BKy  cos  B  +  sin  OVz  cos  C  =  0. 

8.  Démontrer  que  les  coniques 

mi-A^  +  sin  -qy^  +  sin  -s-l^^  =  0, 

yz -\- zx  +  xy  =  0^ 
sont  homofocales. 

9.  Trouver  le  lieu  des  foyers  des  paraboles  conjuguées  à  un  triangle. 

iO.  Soient  P^BC,  P^CA,  P^AB  trois  triangles  isocèles  semblables  construits  sur 
les  côtés  du  triangle  ABC.  Les  triangles  homologiques  ABC,  PaP&P^  sont  polaires 
réciproques  par  rapport  à  une  certaine  conique  S.  Démontrer  que  lorsque  l'angle 
P^BC  varie,  la  courbe  X  engendre  un  système  homofocal  (Mathesis). 

41.  Que  deviennent  les  équations  du  n^  702,  quand  la  conique  est  une  parabole. 
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CHAPITRE  V. 

POLAIRES  RÉCIPROQUES. 

704.  —  Polaire  réciproque  d'une  conique  donnée.  —  Lorsque  la 
polaire 

PSV  +  QSV  +  RSV  =  0 

du  point  0  ayant  pour  coordonnées  P',  Q',  R',  par  rapport  à  la  conique 
S(P,  Q,  R)  =  /'P3  +  m'Q2  +  h'R2  +  S/^QR  +  2/RP  +  2/i'PQ  =  0, 
est  tangente  à  la  conique  F  représentée  par  Féquation 

ce  point  0  décrit  la  courbe  du  second  degré  ayant  pour  équation 

9  (S;,SVSJ  =  LS'%+MS'%+NS'\+2FS'^S;+2GS',S',+2HS',S'^=0. 

G*est  la  polaire  réciproque  de  la  conique  9  par  rapport  à  la  conique  S, 
appelée,  comme  on  sait,  conique  directrice. 

On  obtient  la  m(>me  courbe  en  cherchant  l'enveloppe  de  la  polaire  d'un 
point  de  F  par  rapport  à  S. 

En  effet,  si  P',  Q',  R'  sont  les  coordonnées  d'un  point  de  F,  on  a,  pour 
la  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  S, 

PSV  +  QSV  +  RS',,  =  0 
ou  encore, 

et  puisque,  entre  les  coefficients  P',  Q',  R'  de  cette  équation,  il  existe  la 
relation  du  second  degré 

F(F,  Q',  R')  =  0, 

la  droite  qu'elle  représente  enveloppe  la  conique  (636) 

cp(s;,s'„sv  =  o. 

On  trouverait  de  même,  pour  la  polaire  réciproque  de  S  par  rapport  à  F, 
l'équation 

S(F'„  F',,  F',)  =  0. 
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706.  —  Lorsque 

la  conique  F,  qui  a  alors  pour  équation 

/P2  +  mQ2  +  /iR2  =  0, 

est  conjuguée  au  triangle  fondamental.  L'équation  de  sa  polaire  réciproque 

est  donc 

S'2        s\       S'2 

l  m  n 

Elle  est,  par  conséquent,  conjuguée  au  triangle  polaire  réciproque  du 
triangle  fondamental. 

Lorsque  les  coefficients  /"',  (j\  h'  de  l'équation  de  la  conique  S  sont 
également  nuls,  l'équation  précédente  devient 

l_p2  ^  ^Qa  +  ZL_R2  =  0. 
l  m  n 

La  polaire  réciproque  d'une  conique  par  rapport  à  une  autre  conique 
est  conjuguée  au  triangle  conjugué  commun  aux  deux  courbes. 

706.  —  Directrices.  —  Lorsque  la  conique  S  se  réduit  à  un  couple  de  foyers 
de  la  conique  F,  le  système4)olaire  réciproque,  par  rapport  à  F,  se  compose  des 
deux  directrices  correspondantes. 

Gelles-ci  ont  donc  pour  équation  quadratique 

9(F'p.  F'q,  F'^)  -  k'  n(Fp,  F'q,  F'^)  =  0, 
ou  encore, 

4AF(P,  Q,  R)  -  k'  [(aF'p  +  a'F'^  +  a"F\)^  +  (^F'p  +  ^'F'^  +  b'T^n  =  0, 
le  paramètre  k'  étant  une  racine  de  l'équation 

^*<p(Ç,tl,  0-^AB',  +  A2  =  0. 
On  voit  facilement  que  Téquation 

(aF'p  +  a'F'^  +  a"¥\)^  +  {bF',  +  b'F'^  +  b"F\)^  ==  0 
représente  deux  droites  imaginaires  conjuguées  passant  par  le  point 

centre  de  la  conique.  Ces  deux  droites  sont  les  polaires  des  points  cycliques  par 
rapport  à  la  conique  F. 
Dans  le  cas  d'une  hyperbole  équilatère,  on  a  (671) 

^'.  =  U  -  b\y^  i)ra+bi^i  +  (a' -  b')y-~\)ra'+t'i^=î 
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relation  qui  exprime  que  les  droites  ci-dessus  passent  par  les  points  cycliques;  ce 
sont  donc,  dans  ce  cas,  les  droites  isotropes  issues  du  centre  de  la  conique. 

Il  serait  facile  de  former  Téquation  des  quatre  directrices  correspondant  aux 
quatre  foyers  en  procédant  comme  au  n^  700.  On  obtiendrait 

169«,  7i,  Offœ,  Q.  R)?  -  4e',F(P,  Q,  R)  n(F'p,  F'q,  F',)  +  [HCF'p,  F'^,  F\)?  -  0, 

En  coordonnées  cartésiennes,  celte  équation  devient 

16[F(x,  yW  -  4(Z  +  m)F(x,  y){F'%  +  F'^  -f  {¥\  +  r\)]^  =  0. 

Pour  l'hyperbole  équilatère,  les  deux  couples  de  directrices  sont  représentées 
par  les  équations 

kV^h^  —  lm  Y{x,  y)  =  ±  {F\+  F'V- 
Lorsqu'il  s'agit  d'une  parabole,  l'équation 

-4e'.F(P,  0,  R)  -  n(F'p,  F'q,  FV  =  0 

représente  la  droite  de  l'infmi  et  la  directrice.  L'équation 

4(/  +  m)  F(a:,  y)  -  F'2,  -  F'^^  =  0 
représente  donc  la  directrice  de  la  parabole  F. 

707.  —  Conique  coïncidant  avec  sa  poialre  réciproque.  —  Lorsque  la  polaire 
réciproque 

9(S'p.  S'q,  S',)  =  0 

de  la  conique  F,  par  rapport  à  S,  coïncide  avec  F,  les  deux  coniques  F  et  S  sont 
bitangentes.  En  effet,  les  points  de  contact,  avec  S,  des  tangentes  communes  aux 
deux  courbes  appartiennent  à  F  (554);  cette  conique  est  tangente  à  S  en  ces  points, 
car  ces  tangentes  ne  peuvent  avoir  avec  F  trois  points  communs. 
Les  équations  des  deux  courbes  sont  donc  de  la  forme 

F(P,  Q,  R)  =  0,        S  =  F(P,  Q,  R)  -  kilV  +  ^xQ  +  vR)2  =  0. 
Calcul  du  paramètre  k  en  fonction  de  X,  ji,  v.  —  L'équation 

peut  s'écrire  : 
9[T^-2a(XP4-H^Q+vR),F'Q-2A:JJL(XP+p.Q+vR),F'R-2A^.(XP+HLQ+vR)]= 

ou,  en  développant, 

9(F'p,  F'q,  Y\)  +  4A:2(XP  +  [xQ  +  vR)^  cp(X,  p.,  v) 

-  4A:(XP  +  p.Q  +  vR)[LXF'p  +  ^\Lf\  +  NvF'^  +  F(vF'^  +  ^xF'^) 

+  G(XF'h  +  vF'p)  +  H(îxF'p  +  XFq)]  =  0. 

La  quantité  entre  crochets  peut  se  mettre  sous  la  forme 
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Dans  cette  expression,  le  coefficient  de  X  est  égal  à 

2[(U  +  Wi  +  Gg)?  +  {El  +  }Ah  +  ¥g)Q  +  (G/  +  ?h  +  N^)R]  =  2AP. 

De  même,  les  coefficients  de  {a  et  de  v  sont  respectivement  ÎAQ  et  2AR. 
La  polaire  réciproque  de  F  par  rapport  à  S  est  donc  représentée  par 

cpCF'p,  F'q.  F\)  +  m'k?  +  jiQ  +  vR)nA:9a,  IX,  v)  -  2A]  =  0, 

équation  qui  se  confond  avec 

cP(F'p,F'q,  F'h)  =  0       ou       F(P,Q,  R)  =  0, 
quand 

9tt,   JJL,  v) 

La  conique  directrice  a  donc  pour  équation 

S(P,  Q,  R)  =  F(P,  U,  R)  -    ,}^    .(XP  +  iiQ  +  vR)2  « 0, 

ou  encore, 

(p(X,  jjL,  v)F(P,  Q,  R)  -  2A(XP  +  fxQ  +  vR)2  =  0. 

De  ridentité  ci-dessus,  on  tire,  pour  Téquation  de  F, 

F(P,  û,  R)  =  S(P,  Û,  R)  +  ^(5^^)  (^P  +  fxQ  +  vR)2  =  0. 

Pour  que  la  propriété  des  coniques  F  et  S  soit  réciproque,  c'est-à-dire  pour  que, 
par  rapport  à  F,  la  polaire  réciproque  de  S  coïncide  aussi  avec  S,  il  faut  que  Téqua- 
tion  de  la  conique  F  soit  de  la  forme 

F(P,  Q,  R)  =  S(P,  Q,  R)  ~  vn^^CXP  +  ^xO  +  vR)2  ^  0; 
il  faut  donc  qu'on  ait  la  condition 


9(X,  ÏJL,V)^S(X,    JX,  v) 

708.  —  Équation  tangentielle  de  la  polaire  réciproque.  —  Le  pôle 
d'une  droite,  par  rapport  à  la  conique  S,  a  pour  coordonnées 

Z-_  01  —  11 

S'         S'  S'  ' 

X  [^  V 

en  représentant  par 

5:(x,  ^,v)  =  o 

réquation  tangentielle  de  S.  En  exprimant  que  le  point  (F,  Q',R')  se  trouve 
sur  la  conique  F,  on  a  la  relation 

» 

F(P',  Q',  R')  =  0, 
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ou,  entre  les  coordonnées  X,  fx,  v  de  sa  polaire, 

Cette  équation  représente  donc  l'enveloppe  de  la  polaire  d*un  point 
quelconque  de  la  conique  F;  c'est,  par  conséquent,  Téquation  tangentielle 
de  la  polaire  réciproque  de  celle-ci. 

Les  équations 

9  (S'p,  SV  s;)  =  0      et      F{1\,  1'^,  1\)  =  0 
réprésentent  donc  la  même  conique. 

709.  —  Lorsque  la  conique  directrice  S  est  représentée  par 

P2  +  Q2  +  R2  =  0, 
les  équations 

F(P,  Q,  R)  =  0      et      9(P,  Q,  R)  =  0 

représentent  deux  coniques  polaires  réciproques.  L'équation  tangentielle 
de  la  seconde  courbe  est  évidemment 

F(X,  fz,v)  =  0. 

Cette  équation  se  déduit  encore  de  ce  qui  a  été  dit  au  numéro  précédent 
en  remarquant  que  la  conique  directrice  a  ici  pour  équation  tangentielle 

X*  H-  f/*  4-  v2  =  0, 
et  que,  par  conséquent, 

2'^  =  2X,       2'^  =  2f/,      1\  =  2v, 

d'où  l'on  conclut 

F(2'^,  2'^,  2;)  =  4F(X,f/,v)  =  0. 

On  voit  donc  qu'une  équation  ponctuelle  du  second  degré  e1  Véquatiofi 
tangentielle  ayant  les  mêmes  coefficients  représentent  deux  coniques 
polaires  réciproques  par  rapport  à  la  conique  imaginaire 

P2  +  Q2  +  R2  =  0. 

Par  rapport  à  la  même  courbe,  le  pôle  d'une  droite 

XP  -f  /jiQ  +  vR  =  0 
a  pour  coordonnées 

X        [j.        V 
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Les  coordonnées  de  la  droite  sont  donc  identiques  à  celles  de  son  pôle. 
L'équation 

XP  -f  f/Q  +  vR  =  0 

représente  donc  une  droite  ou  son  pôle  suivant  qu'on  la  considère  comme 
une  équation  ponctuelle  ou  comme  une  équation  tangentielle. 

Les  équations  en  coordonnées  trilinéaires  peuvent  donc  aussi  recevoir 
une  double  interprétation,  suivant  qu'on  les  considère  comme  des  équations 
ponctuelles  ou  comme  des  équations  tangentielles. 

Dans  le  premier  cas,  elles  expriment  une  certaine  propriété  ou  repré- 
sentent une  certaine  figure  F;  dans  le  second  cas,  elles  expriment  la 
propriété  corrélative  ou  représentent  la  figure  polaire  réciproque  de  F  (564). 

Nous  donnerons  encore  ici  quelques  exemples. 

710.  —  Équation  du  couple  des  points  de  oection  d'une  sécante.  —  Le  couple 
des  tangentes  menées  d*uu  point  (P',  Q',  R')  à  une  conique  F,  ayant  pour  équation 

4F(P,  Q,  R)F(P',  Q',  R')  -  (PFV  +  QF'q^  +  RF^O^  =  0, 

il  s'ensuit  que  le  couple  des  points  de  section  de  la  conique  polaire  réciproque 

F(X,  |jL,v)  =  0 

avec  la  droite  (X',  |jl',  v'),  polaire  du  point  (P',  Q',  R'),  par  rapport  à  la  conique 
imaginaire 

p2  +  Q2  +  R2  =  0, 

est  représenté  par  l'équation 

4F  (X,  {I.,  v)F(X',  jx',  v')  -  (XF'^,  +  txF'^,  +  vF;,)2  =  0. 

L'équation 

49  (X,  fjL,  v)  cp  (X',  |x',  vO  -  (X9'^,  +  ixcp'^,  +  v(p'y )3  =  0  (1) 

représente  donc  le  couple  des  points  de  section  de  la  droite  (X',  il,  vO  avec  la 
conique 

9 (X,  ^JL,  v)  =  G       ou       F(P,  q,  R)  =-  0. 

711,  —  Équation  du  couple  des  points  de  contact  de  deux  tangentes  issues 
d'un  point  —  Si,  au  lieu  de  se  donner  les  coordonnées  de  la  sécante,  on  considère 
comme  connues  celles  de  son  pôle,  on  a  : 

9\,  ^  9^'  "  9V  "  2A  '         X'   -    H^'   -    v'   -  '^- 
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Par  conséquent, 

2(pa',  hl',  vO  «  \y^,  +  ^y^, + ^y^,  =  ^  (p'fv  +  o'fv  +  r'fv) 

=  ^F(P'Q',R'). 
On  a  aussi 

X(p'^,  -h  Hi9'^,  +  vcp;,  =  :^  (XP'  +  p.Q'  +  vR'). 

L*équation  (1)  devient  donc 

9(X,  fx,  v)F(P',  Q',  RO  -  A(XP'  +  HiQ'  +  vRO»  -=  0, 

et  représente  les  points  de  contact  des  tangentes  menées  du  point  (P',  Q',  R') 
à  la  conique  F. 

712.  —  Équation  du  couple  des  taogentes  menées  aux  extrémités  d'une  oerds.  — 

En  remplaçant  X,  (x,  v  par  P,  ij,  R  et  réciproquement,  d'^ns  Téquation  ci-dessus, 
c'est-à-dire  en  la  considérant  comme  une  équation  ponctuelle,  elle  devient 

<p(P,  Q,  R)F(X',  jji',  v')  -  A(X'P  +  fi'Q  +  v'R)«  =  0, 

et  représente  le  couple  des  tangentes  menées  aux  extrémités  de  la  corde  (X^  \k\  v') 
de  la  conique 

F(X,  jji,v)  =  0       ou      (p(P,Q,  R)  =  0. 

Par  conséquent,  Téquation 

F(P,  Q,  R)  (p(V,  il\  v')  -  A(X'P  +  p.'Q  +  v'R)2  =  0 

représente  les  tangentes  menées  à  la  courbe 

F(P,  Q,  R)  =  0, 

par  les  extrémités  de  la  corde  (X',  p.',  vO. 

Exercices.  —  i.  L*ellipse  d'aire  minimum  circonscrite  à  un  triangle  et  la 
conique  touchant  les  côtés  aux  pieds  des  hauteurs  sont  polaires  réciproques  par 
rapport  au  cercle  conjugué. 

2.  Les  coniques 

2P2  _  4Q2  _  R2  +  4QR  _  gRP  +  lOPQ  =  0, 
4P2_2Q2+R2  —  4RP+    6PQ  =  0, 

sont  telles  que  la  polaire  réciproque  de  rune,  par  rapport  à  l'autre,  se  confond 
avec  elle-même. 
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CHAPITRE  VL 

FAISCEAUX  DE   CONIQUES. 


§  1.  —  Conique  W. 

718.  —  Équation  de  la  conique  ^.  —  Les  coordonnées  p,  p\  p"  du 
sommet  A'  d*un  triangle  conjugué,  opposé  au  côté  B'C  de  ce  triangle  ayant 
pour  équation 

XP  +  fjiQ  +  vR  =  0, 

s'obtiennent  en  prenant  les  dérivées  par  rapport  à  A,  /:/,  v  de  l'équation 
tangentielle  de  la  conique  (668). 
Lorsque  Téquation  ponctuelle  de  celle-ci  est  de  la  forme 

F(P,  Q,  R)-^S(P,  Q,  R)  =  0, 

les  coefScients  de  son  équation  tangentielle  sont  : 

(m  —  m'k)(n  —  n'k)  —  {f—  f'kf  =  L  --  (mn'  +  m'n  —  iff)k  +  Vk\ 


(n  —  n'k)  (l  —  l'k)  —  {g  —  g'k)^  =  M  —  {nV  +  n'I  —  ^gg')k  +  Wi 
(l  —  l'k)  (m  —  m'A:)  —  {k  -  h'k)^  =  N  —  (/m'  +  l'm  —  Uh')k  +  Wk\ 
(g—g'k){h—h'k)--'[l—l'k)(f-'fk)  =  Y—{g'h  +  gh'—Vf—lf)k  4-  ¥k^, 
(h^h'k)  {f—rk)—{m — m'k)(g — g'k)  =  G — (h'f-V  hf—  m' g  ~mg')k + Q'k^ , 
if—ff^){9—9'k)  —  (?t— w'fe)(/i  -  h'k)=YL—(fg  +fg'—n'h—nh')k  H-  WkK 

L'équation  tangentielle  correspondante  est  donc 

9(X,  fji,  V)  —  k'^(k,  f/,  v)  +  k^l{l,  |i,  v)  =  0, 

en  représentant  comme  précédemment  par 

(p(X,  ^x,  v)  =  0,       2(X,  ij.,  v)  =  0, 

les  équations  tangentielles  des  coniques 

F(P,Q,  R)  =  0,      S(P,Q,  R)  =  0, 
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et,  par  '}(X,  f/,  v),  la  fonction 

(mn'  +  m'n  —  ^ff)X^  +  i{gh'  +  g' h  —  Vf  —  lf]iiv 
+  („r  +  «'/  —  igg')ii^  -{-  i(hf  -\-  h'f  —  m' g  —  mg')v\ 
+  [Im'  4-  rm  —  î/i/tV  +  SC/"^'  +  f ^  —  «'/i  —  nh')\yL. 

Les  coordonnées  ;>,  p',  p"  du  point  A'  sont  donc 

V  _  V  _  V 


et  Ton  voit  que  ces  coordonnées  sont  indépendantes  de  k,  quand  on  a 
séparément 

JL—  pL  —  P1>        JL—VL £_ 

^X         ^ji.  9v  ^l         ^^         ^v 

Le  point  A'  est  dans  ce  cas  un  sommet  du  triangle  conjugué  commun 
aux  deux  coniques  F  et  S  du  faisceau,  et  les  égalités 

-L  =  ^  =  £!1, 
+'x        'l'V        '^'v' 

que  Ton  déduit  des  relations  précédentes,  montrent  que  le  même  triangle 
est  aussi  conjugué  à  la  conique 

^|>(X,  f/,  v)  =  0. 

714.  —  L'équation  tangentielle 

cp  —  ^^j,  4-  A;22:  =  0  (1) 

de  la  conique 

F  —  A-S  =  0, 

exprime  la  condition  pour  que  la  droite 

XP  +  /xQ  +  vR  =  0 

soit  tangente  à  la  courbe. 

On  sait  aussi  que,  dans  un  faisceau  ponctuel  de  coniques,  il  y  en  a 
deux  qui  sont  tangentes  à  une  droite  donnée  et  que  les  équations  de  ces 
courbes  correspondent  aux  valeurs  de  A  tirées  de  Téquation  (1). 

Lorsque 

les  valeurs  de  k  sont  égales  et  de  signes  contraires,  donc. 
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Toute  tangente  (k\  ^\  v')   à  la  conique  ^  touche  également  les  deux 
courbes  représentées  par  les  équations 

F  +  A;'S  =  0,        F  —  fc'S  =  0  (2) 

où  k'  et  —  k'  sont  les  racines  de  Téquation 

ou  encore,  la  conique  vp  est  insanité  dans  le  quadrilatère  circonscrit  à  ces 
deux  courbes  du  second  degré. 

Cette  confque  'J^  est  donc  Cenveloppe  d'une  tangente  commune  aux  deux 
coniques  (2)  quand  le  paramètre  k'  varie. 

716.  —  Lorsque  le  coefficient  W  est  nul  ou  infini,  on  a 

(p(r,  f/',v')  =  0      ou      2(X',  ^',v')  =  0, 

relations  qui  expriment  que  la  droite  (X',  f/',  v')  est  tangente  à  Tune  des 
coniques  F  ou  S. 
Comme  alors  les  coniques 

F  -r  fe'S  =  0,      F  —  /c'S  =  0 

tangentes  à  la  droite  (X',  \x\  v)  coïncident  toutes  deux  avec  Tune  ou  l'autre 
des  coniques  F  ou  S,  il  en  résulte  que  cette  droite  passe  par  l'un  des 
points  d'intersection  de  ces  courbes  (463).  Par  conséquent, 

Les  quatre  couples  de  tangentes  menés  à  F  et  à  S  par  leurs  quatre 
points  communs  touchent  la  conique  ^. 

716.  —  On  sait  aussi  que  les  tangentes  communes  à  deux  coniques 

F-+-A/S=0,      F  — ^'S  =  0 

sont  divisées  harmoniquement  par  les  deux  coniques  F  et  S  (464).  Donc, 
Les  droites  qui  sont  divisées  ha7*moniquement  par  deux  coniques 
données  enveloppent  une  troisième  conique  '^. 

717.  —  Équation  des  quatre  sommets  du  quadrilatère  inscrit  dans 
deux  coniques.  —  Lorsque 

^2  _  4^2  =  0, 
les  racines  de  Téquation 
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sont  égales;  il  n*y  a  alors  qu*une  seule  conique  du  faisceau  ponctuel  qui 
soit  tangente  à  la  droite 

XP  H-  fxQ  +  vR  =  0. 

Cette  droite,  dans  ce  cas,  passe  par  l'un  des  quatre  points  d'intersection 
des  deux  coniques  F  et  S  (463).  La  relation 

i{/»  —  4cp2  =  0 

exprimant  qu'une  droite  (X,  ix,  v)  passe  par  Tun  des  sommets  du  quadri- 
latère inscrit  aux  coniques,  est,  par  conséquent,  l'équation  tangentielle  des 
sommets  de  ce  quadrilatère. 

Lorsque  9  et  2  sont  les  équations  tangentielles  des  deux  hyperboles 
de  Plûcker  d'une  courbe  du  second  degré,  l'équation  ci-dessus  représente 
les  quatre  foyers  de  la  courbe. 

718.  —  Application.  —  Chercher  V équation  du  couple  des  points  de  section 
d'une  droite  (\\  jx',  v')  avec  une  conique. 
C'est  l'équation 

^(X,  JJL,  v)  «=  0, 

dans  laquelle  on  remplace 

l\  m\  n\  f\  ^',  h' 
par  les  quantités 

X^   (Jl'2,  v'2,   jj,'v',    v'X',  XV'. 

On  peut  considérer,  en  eflet,  la  sécante  comme  une  conique  ayant  pour  équation 
ponctuelle 

S(P,  Q,  R)  =  (X'P  +  hl'Q  +  v'R)2  =  0, 

et  dont  l'équation  tangentielle  est  identiquement  nulle. 

719.  —  Équation  de  la  polaire  réciproque  de  vp.  Soit 

F(F,  Q',  R')  9(X,  fx,  V)  -  A(XP'  +  uQ'  +  vR^  =  0 

l'équation  des  points  de  contact  des  tangentes  à  la  conique  F,  issues  du 
point  0  ayant  pour  coordonnées  P',  Q',  R'.  Cette  équation  peut  encore 
s'écrire 

[ L .  F(P',  Q',  R')  —  AP'»]  X2  4-  21F .  F(P',  Q',  R')  —  AQ'R']fxv 
4-  [M .  F(P',  Q',  R')  —  AQ'2]a2  +  2[G-.  F(P',  Q',  R')  —  ART']vX 
-f  [N.F(P',Q',R')  — AR'2]v2  +  21H.F(P',Q',R')  — AFQ'lXfx=0, 

ou  encore, 
PP,X2+QQ,^«+RR,va+(QR,+Q,R)^v+(RP,+R,P)vX+{PQ,+P,Q)Xu=0, 
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en  représentant  par  P,  Q,  R  et  P,,  Q,,  R,  les  coordonnées  des  deux 
points  de  contact. 

Ces  équations  étant  identiques,  leurs  coefficients  sont  proportionnels. 

La  condition  nécessaire  pour  que  ces  deux  points  soient  conjugués  par 
rapport  à  une  conique  S  est  (671) 

OU,  en  développant, 

/'PP,+m'QQ,  +  ;i'RR,+nQR.+Q,R)+^'(RP,+R,P)  +  /i'(PQ.+P,Q)=0, 
OU  encore,  en  remplaçant  les  quantités 
PP„   QQ„   RR„    QR,  -HQ^R,    RP,  -h  R,P,    PQ,  +P,Q  =  0 

par  leurs  valeurs  proportionnelles, 

V[L.¥(P\  Q',  R')  —  AP'2]  -h  S/'  [F . F(P',  Q',  R')  —  AQ'R'l 
4-  m'  [M .  F  (P',  Q',  R')  —  A'Q'^ ]  +  2^'  [ G .  F(F,  Q',  R')  —  ART'] 
+  n'lN.F(P',  Q',  R')  —  AR'2]  +  2/i'[H.F(P',  Q',  R')  -  AP'Q']  =0. 

Cette  équation  peut  encore  visiblement  se  mettre  sous  la  forme 

(l'L  +  m'M  -f  w'N  +  2rF  +  2^'G  H-  2/t'H)F(P',  Q',  R') 
—  A(/T'2  4-  m'Q'2  -f  n'R'2  +  2rQ'R'  +  2(7'RT'  +  2/i'FQ')  =  0. 

En  supprimant  les  accents  et  en  posant 

S  =  l'h  +  m'M  +  w'N  +  2/-'F  4-  2^'G  +  2/i'H, 

l'équation  ci-dessus  devient 

e.F(P,  y,R)-AS(P,  Q,R)  =  0, 

et  représente  la  polaire  réciproque  de  la  conique  ^  par  rapport  à  la 
conique  F,  car,  la  droite  qui  joint  les  points  de  contact  des  tangentes  à  F, 
issues  de  0,  est  divisée  harmoniquement  par  les  deux  coniques  F  et  S. 

Les  tangentes  communes  aux  coniques  4*  6t  F  touchent  évidemment 
cette  dernière  courbe  en  des  points  situés  sur  la  conique 

eF(P,  Q,  R)-AS(P,  Q,  R)=0. 

Comme  celle-ci  fait  partie  du  faisceau  déterminé  par  F  et  S,  ces  points 
de  contact  ne  sont  autres  que  les  points  communs  à  ces  deux  coniques. 
D'où  Ton  conclut  le  théorème  du  n"  715. 
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Par  rapport  à  S,  la  polaire  réciproque  de  4"  a  pour  équation 

e'S(P,Q,R)-A'F(P,Q,  R)  =  0, 
où  Ton  a  posé 

ë'  =  lU  +  mW  +  nK  +  2/-F'  +  2^G'  +  2/iH'. 
Cette  équation  est  identique  à  la  précédente  quand 

ee'  —  AA'  =  0. 

720.  —  Lorsque  les  deux  coniques  F  et  S  sont  des  cercles,  deux  de  leurs  points 
communs  sont  les  points  cycliques.  Les  deux  couples  de  tangentes  menées  par 
ces  points  aux  deux  cercles  se  coupent  en  leurs  centres,  et  comme  ces  tangentes 
aux  cercles  sont  en  même  temps  tangentes  à  la  conique  ^j  celle-ci  a  pour  foyers 
les  centres  des  deux  cercles  (511). 

Aut7*ement,  —  Lorsque  les  deux  coniques  sont  des  cercles,  il  en  est  de  même 
de  toutes  les  coniques  du  faisceau  dont  ils  sont  les  bases.  La  polaire  réciproque 
de  ^  par  rapport  à  l'un  d'eux  est  donc  un  cercle  et  par  suite  'l'  est  une  conique 
qui  a  pour  foyers  les  centres  des  deux  courbes  (558). 

721.  —  Autre  forme  de  réquation  de  >p.  —  Si  les  coordonnées  P,  Q,  R 
représentent  un  point  quelconque  de  la  courbe 

e'S(P,  Q,  R)-AT(P,Q,  R)  =  0, 

polaire  réciproque  de  '.p  par  rapport  à  S,  on  a 

^_jQ  _  R, 

X,  |ui,  V  étant  les  coordonnées  d'une  tangente  à  ,[>,  polaire  du  point  considéré. 
L'équation  tangentielle  de  i  est  donc 

ou,  à  cause  de  l'une  des  identités  du  n°  627, 

4e'2(X,  fx,  V)  -  V(l'^,  2'^,  1\)  =  0. 

En  considérant  la  polaire  réciproque  de  '^  par  rapport  à  F,  on 
obtiendrait,  pour  l'équation  tangentielle  de  ^, 

48(p(X,  f/,  v)-S((p'^,  9'^,  (p'J  =  0. 
En  remarquant  que  les  coniques 
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sont  respectivement  les  polaires  réciproques  de  F  par  rapport  à  S,  et  de 
S  par  rapport  à  F,  on  conclut  que  la  conique  ']^  est  tangente  aux  quatre 
droites  tangentes  à  S  et  à  la  polaire  réciproque  de  F  par  rapport  à  S,  ainsi 
qu'aux  quatre  tangentes  communes  à  F  et  à  la  polaire  réciproque  de  S 
par  rapport  à  F. 


722.  —  Lorsque  S  se  réduit  à  deux  droites,  la  conique  ^  leur  est  tangente; 
elle  touche  aussi  les  tangentes  à  F  menées 
par   les   points    d'intersection   de   cette 
conique  avec  les  deux  droites  (715). 

Par  conséquent,  si  ces  deux  droites 
se  rencontrent  en  un  point  A  de  F,  la 
conique  '^  ayant  trois  tangentes  différentes 
passant  par  ce  point,  se  réduit  à  deux  points 
dont  l'un  est  A  (640). 

L'autre  est,  par  conséquent  D,  point  de 
rencontre  des  tangentes  menées  à  F  par 
les  points  B  et  C  ou  les  deux  droites, 
qui  constituent  la  conique  S,  coupent  la 
conique  F. 

On  en  conclut  le  théorème  suivant  : 

Si,  par  le  point  A  d*nne  conique,  on 
mène  deux  cordes  AB,  AC,  toute  droite 
passant  par  le  pôle  de  BC  est  coupée 
harmoniquement  par  les  deux  droites 
et  par  la  courbe. 


Kig.  157. 


723.  —  Lorsque  la  conique  2  se  réduit  aux  deux  points  cycliques,  on  a 

S(P,  Q,  R)  =  (5?  +  YiQ  +  CR)2, 
e  =  LÇ2  -h  yLr?  -f-  Nï«  +  2FtiC  +  2GÇÇ  +  m^  =  9(5*  ^*  ?)• 

D'où,  pour  l'équation  de  4^, 


ou  encore, 


49(X,  H^,  v)cp(Ç,  71,  0  -  (  Wi  +  ^?V  +  C9'/  =  0» 
49 (X,  {1,  v)  (p(Ç ,  Ti,  0  -  0^9\  +  V-^^  +  vcp'ç)-2  =  0, 


équation  qui  représente,  comme  on  sait,  les  deux  points  inûnis  de  la  conique  F  (694). 

\jQ  système  polaire  réciproque  de  ce  couple  de  points  par  rapport  à  la  conique 

F,  qui  est  évidemment  le  couple  des  asymptotes,  est  donc  représenté  par  l'équation 

eF(P,Q,R)-AS(P,Q,R)  =  0, 

dans  laquelle  on  a  remplacé 

S(P,0,  R)    par    (ÇP  +  tiQ  +  W       et       B    par    (p($, -n,  Ç). 
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On  retrouve  ainsi  l'équation 

F(P,  Q,  R)  <p(l  71,  0-  A(«P  +  TiQ  +  W  =  0 

trouvée  précédemment  pour  les  asymptotes. 

Exercices.  —  1.  La  polaire  d'un  point  P  d'une  conique  F,  par  rapport  à  une 
seconde  conique  S,  coupe  la  première  F  aux  points  H  et  N  ;  trouver  Tenveloppe  des 
droites  PM,  PN. 

Cest  la  conique  ^  relative  aux  deux  coniques,  car  les  droites  PM,  PF  sont 
divisées  harmoniquement  par  Us  deux  courbes, 

2.  La  polaire  d'un  point  P  d'une  droite  fixe  par  rapport  à  une  conique  coupe  une 
seconde  droite  fixe  en  un  autre  point  P'.  L'enveloppe  de  PP'  est  une  conique  tan- 
gente aux  deux  droites  aux  points  où  elles  rencontrent  la  polaire  de  leur  point 
d'intersection  (corollaire  du  précédent,  la  conique  F  est  réduite  àdeux droites), 

3.  On  considère  une  involution  de  centre  0  et  deux  rayons  conjugués  coupant 
une  conique  aux  points  A  et  B.  L'enveloppe  de  la  corde  AB  est  une  conique  tangente 
aux  droites  doubles  du  système  aux  points  où  elles  sont  coupées  par  la  polaire 
de  0  (corollaire  du  précédent,  les  droites  fixes  sont  ici  ks  droites  doubles  du 
système  involutif)- 

4.  Par  un  point  fixe  0,  on  mène  deux  droites  conjuguées  coupant  une  conique 
aux  points  A  et  B;  l'enveloppe  de  AB  est  une  conique  bitangente  à  la  conique 
donnée  suivant  la  polaire  du  point  0  (cêrollaire  du  précédent,  les  droites 
doubles  du  système  involutif  sont  ici  les  deux  tangentes  issues  de  0). 

5.  Les  droites  qui  joignent  les  extrémités  de  deux  diamètres  conjugués  d'une 
conique  enveloppent  une  conique  homothétique  à  la  courbe  donnée  (corollaire  du 
n'*  3,  les  droites  doubles  du  système  involutif  sont  ici  les  asymptotes  de  la 
courbe). 

6.  Les  cordes  d'une  conique,  vues  d'un  point  fixe  sous  un  angle  droit,  envelop- 
pent une  conique  de  foyer  0  et  dont  la  directrice  est  la  polaire  de  ce  point  (corol- 
laire du  n"  3,  les  droites  doubles  du  système  involutif  sont  les  droites  isotropes 
issues  de  0). 

7.  Lorsque  la  conique  est  un  cercle,  la  courbe  enveloppe  a  pour  foyers  le  point  0 
et  le  centre  du  cercle  (corollaire  du  précédent). 

8.  Par  un  point  P  mobile  sur  une  droite  fixe,  on  mène  une  parallèle  à  sa  polaire 
par  rapport  à  une  conique.  Cette  parallèle  enveloppe  une  parabol^tangente  à  la 
droite  donnée  au  point  où  elle  est  rencontrée  par  le  diamètre  de  la  courbe  qui  lui 
esi  conjugué  (corollaire  du  n"  2,  Vune  des  droites  fixes  est  à  l'infini). 

9.  Les  cordes  d'une  conique  qui  ont  leurs  milieux  sur  une  droite  fixe  enveloppe 
la  même  courbe  que  ci-dessus  (ces  cordes  sont  coupées  harmoniquement  par  la 
droite  fixe  et  par  la  droite  de  Vinfini). 


§  ».  —  Coni<iue  U. 

724.  —  Équation  de  la  conique  U.  --  Proposons-nous  maintenant  de 
chercher  le  lieu  des  points  tels  que,  en  menant  de  ces  points  deux 
tangentes  à  une  conique,  ces  deux  droites  soient  conjuguées  par  rapport 
à  une  seconde  conique. 
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Le  point  0  ayant  pour  coordonnées  P',  Q',  R',  les  tangentes  menées  de 
ce  point  à  la  conique  F  sont  représentées  par  Téquation 

4F  (P,  Q,  R)  F{P',  Q',  R')  -  (PFV  +  QF^  +  RF;,)^  =  0,     (1) 

ou,  d'après  (635) 

9(ÛR'  -  Q'R,  RP'  -  R'P,  PQ'  -  P'Q)  =  o, 

ou  encore,  en  développant  cette  dernière  équation, 

(MR'2 + NQ'«  -  2FQ'R'j  P»  +  2  (GP'Q' + HR'F-  LQ'R'  -  FP'2)QR 
+(NP'2  +  LR'2-  2GR'P')  Q2+  2(HQ'R'+  FP'Q'  -  MRT'-  GQ'^jRP 
+  (LQ'a  +  MP'«-2HP'Q')R2+2(FR'P'+GQ'R'-NP'Q'-HR'2)PQ=0.  (2) 

Cette  équation  et  la  suivante  : 
XX'P»-i-  fxfJi'Q2+  w'R2+  (fzv'+  yL'v)  QR  +  (vX'+  v'X)  RP  +  (Xfx'+  XV)PQ=0, 

où  X,  u,  V  et  X',  ^\  v'  sont  les  coordonnées  tangentielles  des  deux  tangentes, 
étant  identiques,  ont  leurs  coefficients  proportionnels. 

On  obtient  donc  l'équation  du  lieu  cherché  en  remplaçant,  dans  la 
relation 

L'XX'+  MV/+  NV+  r(piv'+  fx'v)  +  G'(vX'+v'X)  +  H'(Xfx'^-XV)=0, 

qui  exprime  que  les  deux  tangentes  sont  conjuguées  par  rapport  à  la  conique 

2(X,f.,  v)=0, 
les  coefficients 

XX',  iJiyi\  w',  fx'/  +  f/'v,  vX'  +  v'X,  Xfx'  +  X'f/ 

par  leurs  valeurs  proportionnelles.  On  a  ainsi  : 

L'(MR'3  H-  NQ'2  —  2FQ'R')  +  2F'(GP'Q'  +  HRT'—  LQ'R'—  FP'2) 

+  M'(NP'2  +  LR'2  —  2GR'P')  +  2G'(HQ'R' + FP'Q'—  MR'P'—  GQ'») 

+  N'(LQ'2  +  MP'2—  2HP'Q')  -h  2H'(FR'P'+  GQ'R' -  NP'Q'  —  HR'^)  =  0. 

Le  lieu  est  donc  une  conique  appelée  conique  U. 
L'équation  ci-dessus  peut  encore  se  mettre  sous  la  forme 

(NM'  +  N'M  —  2FF')P2  -h  2(GH'  +  G'H  —  LF'  —  L'F)QR 

+  (LN'H-  L'N  —  2GG')Q2  +2(HF'+  H'F  —  MG'—  M'G)RP 

+  (ML'+  M'L—  2HH')R2  +  2(FG'+  F'G  —  NH'  —  N'H) PQ  =  0,  (3) 

analogue  à  celle  de  ^. 

33 
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L'équation  de  U  étant  symétrique  par  rapport  aux  coefficients  des  deux 
courbes,  on  en  conclut  que  : 

Les  tangentes  menées  d'un  point  0  de  la  conique  U  à  Vune  des  deux 
courbes  F  ou  S  sont  conjuguées  par  rapport  à  Vautre, 

Par  conséquent, 

Les  deux  couples  des  tangentes  menées  de  0  aux  coniques  ¥  etS  forment 
un  faisceau  harmonique, 

726.  —  Autre  forme  de  l'équation  de  U.  —  L'équation  de  U  étant  le 
résultat  de  la  substitution  des  coefficients 

L',  M',  N',  F,  G',  H' 

aux  expressions 

P^  QS  R2,  QR,  RP,  PQ 

dans  Téquation  (2)  ou  (1),  peut  encore  s'écrire 

4(/L'  -f  mW  +  wN'  +  2f¥'  +  2^G'  -f  ihW)  F(P,  Q,  R) 
—  (LT'%  4-  W¥\  +  W¥\  +  W¥\¥\  +  2GT',F;  +  2HT',F'^)  =  0, 

ou,  plus  simplement, 

4eT(P,  Q,  R)  -  2(F„  F;,  F'J  =  0,  (4) 

ou  encore,  à  cause  de  la  symétrie, 

40SiP,Q,R)-9(S'„S'^,S;)  =  O 

726,  —  Gomme  l'équation 

représente  la  polaire  réciproque  de  F  par  rapport  à  S,  on  en  conclut  que 
la  conique  U  passe  par  les  quatre  points  de  contact  de  la  conique  S  avec 
les  quatre  tangentes  communes  à  F  et  à  S  (554). 

De  même,  les  quatre  points  de  contact  de  F  avec  les  quatre  tangentes 
communes  à  F  et  à  S  sont  aussi  sur  la  conique  U. 

Donc  : 

Les  huit  points  de  contact  des  tangentes  communes  à  deux  coniques 
données  sont  situés  sur  une  troisième  conique  U. 

727.  —  La  forme  de  l'équation  (4)  de  U  indique  que  le  triangle  conjugué 
aux  deux  coniques  F  et  S  est  également  conjugué  à  la  conique  U  (705i. 
Le  triangle  conjugué  commun  à  U  et  à  ^  est  donc  le  triangle  conjugué 
commun  aux  coniques  F  et  S. 
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728.  —  Lorsque  la  conique  1  se  réduit  à  une  couple  de  points  A  et  B, 

la  conique  U  est  le  lieu  du  point  0  tel  que  les  tangentes,  menées  de  ce 

point  à  la  conique  F,  soient  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  droites 

OA,  OB.  L'équation 

2(F;,FVF;)  =  0 

représente  alors  les  deux  polaires  des  points  A  et  B  par  rapport  à  la 
conique  F. 

La  conique  U  passe  donc,  dans  ce  cas,  par  les  quatre  points  de  section 
de  la  courbe  F  avec  les  polaires  des  points  A  et  B  ;  elle  passe  aussi  par  les 
points  A  et  B,  qui  se  confondent  avec  les  points  de  contact  de  2  avec  les 
tangentes  communes  à  F  et  à  2. 

729.  —  Lorsque  les  deux  points  A  et  B  sont  sur  une  même  tangente  à  F, 
la  conique  U,  passant  par  ces  points  et  par  le  point  de  contact  de  la  tangente  AB 
avec  F,  se  décompose  en  deux  droites  dont  Tune 
est  la  tangente  AB.  L'autre  est  évidemment  la  polaire 
du  point  de  rencontre  des  tangentes  menées  à  F  par 
les  points  A  et  B. 

On  en  conclut  le  théorème  suivant  : 

Une  conique  est  inscrite  dans  un  triangle  ABC; 
le  faisceau,  formé  par  les  tangentes  à  la  courbe 
menées  par  un  point  quelconque  0  de  la  polaire  du 
sommet  Cetparles  droites  OA,OB,  est  harmonique,  Fig.  i58. 

730.  —  Cercle  de  Monge.  —  Lorsque  les  points  A  et  B  sont  les  points  cycliques, 
les  tangentes  menées  d*un  point  quelconque  0  de  U  à  la  conique  F  sont  rectan- 
gulaires (672).  La  conique  U  se  confond,  dans  ce  cas,  avec  le  cercle  de  Monge  de 
ia  courbe  F.  Ce  cercle  a  donc  pour  équation 

4e'iF(P,  Q,  R)  -  (aF'p  +  aT^  +  a'^^f  -  {bF\  +  bT^  +  b'T^'fl  =  0, 

Lorsque  H'j  est  une  quantité  nulle,  c'est-à-dire,  lorsqu'il  s'agit  d'une  hyperbole 
équilatère,  l'équation  du  cercle  de  Monge  se  réduit  à 

(aF'p  +  a'F'q  +  a"F'H)2  +  (^F'p  -f  ^'F'q  +  ^"FV)^  =  0. 
Ce  sont  les  droites  isotropes  issues  du  centre  (706). 

731.  —  Autre  forme  de  l'équation.  —  Si  l'on  remplace  dans  l'équation  (3)  les 
coefficients  L',  M',  N',  2F',  2G',  2H'  par  ceux  de  l'équation  des  points  cycliques, 
on  trouve  encore  pour  le  cercle  de  Monge, 

[M(a"2  +  b"^)  4-  N(a'a  +  ^'2)  —  2F(a'a"  +  b'b")]V^ 
+  [N(a2  -f-  *«)  +  L(a"2  +  b"^)  —  2G(a"fl  +  b"b)W 
+  [L  (a'2  +  ^'2)  +  M  (a2  +  b^)  —  2H  {aa'  +  f)b')\  R2 
+  2[G(fla'  +  bb')  +  H(a"a  +  b"b)  —  L(a'a"  +  b'b'')  —  F(a2  +  b^]QK 
+  2[H(a'a"  +  b'b'')  +  ¥(aa'  +  bb')  -  M(a"fl  +  b"b)  -  G  (a'2  +  ^'2)]Rp 
+  2[F  (a'' a  +  b''b)  +  G(a'a" + b'b'')  —  N  (aa'  +  bb')  -  H(a"2  +  b"^]  PQ  =  0, 


ou  encore 
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+  j  [L(a'2  +  n  +  M(a2  +  ^  -  2H(aa'  +  ^^OJR 
-  A:[5 (a«  +  ^)«R  +  7i(a'a  +  ^'2)RP  +  Ç(a"2  +  ^"2)PQ]  =  0, 
dans  laquelle  k  a  pour  valeur  (608) 

Lorsque  la  conique  est  une  parabole,  cette  équation  devient 

Tiî;[M(a"«  +  b"^  +  N(a'2  +  b'^  —  2F(fl'a"  +  b'b'")]? 
+  «  [N  (a*  +  ^2)  +  L(a"2  +  b'"^  -  2G  (a"a  +  b"b)]  Q 
+  Çîi  [L  (a'2  +  ^'2)  +  M  (fl2  +  ^)  -  ^H  (aa'  +  bb')]  R  =  0, 

et  représente  la  directrice  de  la  courbe. 
Dans  le  cas  d'une  parabole  inscrite  au  triangle  fondamental,  on  a  les  relations 

la  condition 

devient  donc 

Ftiï  +  Gîî  +  HÇtï-O. 

Elle  exprime  que  la  directrice 

FtiîCa'fl"  +  b'b")?  +  Gi;5(a"û  +  à"b)Q  +  HÇti(ca'  +  bb')R  =  0 

passe  par  le  point  défini  par  les  relations 

P(a'fl"  +  b'b'')  «  Q(a"a  +  b''b)  =  R{aa'  +  bb\ 

qui  caractérisent  Torthocentre  du  triangle.  Donc, 

La  directrice  d*une  parabole  passe  par  Vortkocentre  d'un  triangle  cir- 
conscrit à  la  courbe. 

732.  —  Conique  polaire  réciproque  de  U.  —  La  conique  polaire 
réciproque  de  U  par  rapport  à  la  conique  F  a  pour  équation  (704) 

ou  d'après  (627)  et  (694), 

16e'A9(X,  IX,  v)  —  2(4AX,  4Afji,  4Av)  =  0, 
ou  encore,  en  simplifiant, 

e'9(x,  fx,v)^A2:(x,  fx,v)  =  o. 
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Elle  fait  donc  partie  du  faisceau  tangentiei  des  deux  coniques  F  et  S. 
Par  rapport  à  S,  la  polaire  réciproque  de  U  est  représentée  par 

e2(X,  fz,  v)-A'cp(X,  fx,v)  =  0, 

et  cette  équation  est  identique  à  la  précédente  quand 

ee'  —  AA'  =  0. 

738.  —  Lorsque  la  conique  2!  se  réduit  aux  points  .'cycliques,  la  conique  U,  qui 

se  confond  avec  le  cercle  de  Monge  de  la  courbe  F,  a  pour  polaire  réciproque,  par 

rapport  à  cette  dernière  conique,  une  courbe  du  second  degré  représentée  par 

réquation 

H'.cpCX,  fji,v)-An(X,  f/,v)  =  0, 

par  conséquent  homofocale  à  F. 
Elle  se  réduit  aux  foyers,  dans  le  cas  d'une  parabole  (698),  ce  qui  est  évident. 

734.  —  Équation  des  tangentes  communes  aux  coniques  d'un  faisceau 
tangentiei.  —  En  opérant  comme  au  n^  713,  on  trouverait  que  Téquation 

tangentielle 

cp(X,  ix,v)  —  kl(l,  fx,  v)  =  0 

correspond  à  Téquation  ponctuelle 

AF(P,  Q,  R)  —  ^U(P,  Q,  R)  +  ^2A'S(P,  Q,  R)  =  0.        (5) 

On  voit  ainsi  que,  par  un  point,  on  peut  faire  passer  deux  coniques  d*un 
faisceau  tangentiei. 

Lorsque  les  coordonnées  du  point  donné  satisfont  à  la  relation 

Ua  —  4'AATS  =  0, 

les  racines  de  l'équation  précédente  sont  identiques;  il  n*y  a  alors  qu*une 
seule  conique  du  faisceau  passant  par  le  point  donné.  Celui-ci  est 
donc  situé  sur  Tune  des  quatre  tangentes  communes  aux  courbes  du 
faisceau  (541). 

L*équation  ci-dessus  exprime  donc  que  le  point  est  situé  sur  Tune 
des  quatre  tangentes  communes  et  représente,  par  conséquent,  ces  quatre 
droites. 

L'équation 

àF{x,  y)  +  [N(a;a-|-  y2)  -îGa;  —  2Fy  +  L  -h  M]A  +  A^  =  0 

représente  un  faisceau  de  coniques  homofocales  ayant  quatre  tangentes  com- 
munes, qui,  d'après  ce  qui  précède,  ont  pour  équation 

msfi  + 1/2)  —  2Ga;  —  2Fy  +  L  -f-  Mp  —  4AF(a:,  y)  =  0. 
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Ce  sont,  comme  on  sait,  deux  couples  de  droites  imaginaires  conjuguées  issues 
des  foyers. 

736.  —  L'équation  (5)  peut  encore  s'écrire  (725) 
4AF(P,  0,  R)  -  A:[4e'F(P,  Q,  R)  -  2(F'p,  F'q,  F^)]  +  4A:«A'S(P,  Q,  R)  =  0, 

et  représente  un  système  de  coniques  homocales,  quand  S  se  réduit  aux  points 
cycliques. 

Un  pareil  système  de  coniques  est  représenté  en  coordonnées  ponctuelles  par 
l'équation 

4AF(P,  Q,  R)  -  km\¥{?,  Q,  R)  -  n(F'p,  F'q,  F'^)]  +  AkHk?  +  tiQ  +  ÇR)^  =  0. 

Si  k  est  l'une  des  racines  de 

l'équation  ci-dessus  représente  une  droite  double  passant  par  un  couple  de  foyers, 
droite  qui  se  confond,  par  conséquent,  avec  un  axe  de  symétrie. 
Dans  le  cas  de  la  parabole,  les  racines  de  l'équation  du  second  degré  ci-dessus 

sont  oo  et  757- .  A  la  première  valeur  de  k  correspond  la  droite  double  de  l'infini; 

à  la  seconde  correspond  l'équation 

4AF(P,0,R)-^[4H'i(P,Q,R)-n(F'p,  F^  F„')]  + -^AL ^ jp  +  ^q  +  çR)2==o. 

ou,  en  réduisant, 

H\n(F'p,  F'g,  F'h)  -  4A(ÇP  +  ïjQ  +  K'^f  =  0, 

dont  le  premier  membre  est  un  carré  parfait;  la  racine  de  ce  carré,  égalée  à  zéro, 
représente  l'axe  de  la  parabole.  On  verrait  aussi  que  les  axes  de  l'hyperbole 
équilatère,  considérés  comme  des  droites  doubles,  sont  représentés  par 

4F(P,  Q,  R)  ± ^     n(F'p,  F'„  F',)  -  -7^^^  «P  +  tiQ  +  l^W  =  0. 

Exercices.  —  4.  Les  points  de  contact  d'une  conique,  avec  les  quatre  tangentes 
issues  de  deux  points,  sont  situés  sur  une  conique  passant  par  les  deux  points. 
Donner  l'équation  de  cette  conique  en  coordonnées  trilinéaires  homogènes.  Exa- 
miner le  cas  où  les  deux  points  coïncident. 

2.  Les  six  points  de  contact  de  deux  paraboles  inscrites  dans  un  triangle  sont 
situés  sur  une  hyperbole  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux  axes  des  paraboles. 

3.  On  prend  le  pôle  P,  par  rapport  à  une  conique  S,  d'une  tangente  p  à  une 
seconde  conique  F;  les  tangentes  PM,  PN  à  cette  dernière  courbe  coupent  la 
droite  p  aux  points  M  et  N  qui  décrivent  une  conique. 

Cest  la  conique  U  relative  aux  deux  courbes,  car  les  deux  couples  de  tan- 
gentes aux  coniques,  menées  par  le  point  M,  foi'ment  un  faisceau  harmonique, 

4.  On  joint,  à  un  point  fixe  Q,  le  pôle  0  d'une  droite  tournant  autour  d'un  second 
point  fixe  P  ;  le  lieu  du  point  de  rencontre  M  des  deux  droites  est  une  conique 
passant  par  les  deux  points  P  et  Q  et  tangente  en  ces  points  aux  droites  qui  les 
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joignent  au  pôle  de  PQ  (corollaire  du  précédent,  Vune  des  coniques  se  réduit 
aux  deux  points  P  et  Q). 

5.  On  considère  un  système  de  points  en  involution  et  deux  points  conjugués 
P  et  P'  du  système;  le  lieu  des  sommets  du  quadrilatère  formé  par  les  quatre 
tangentes  à  une  conique,  issues  des  points  P  et  P',  est  une  conique  passant  par  les 
deux  points  doubles  F  et  F'  de  Tinvolution  et  tangente  en  ces  points  aux  droites 
qui  les  joignent  au  pôle  du  support  FF'.  Examiner  le  cas  où  l'un  des  points  doubles 
est  à  Tinfini  (corollaire  du  n'*  3,  l'une  des  coniques  étant  ici  réduite  aux  deux 
points  F  et  F'). 

6.  On  considère  deux  points  P  et  P' d'une  droite  fixe,  conjugués  par  rapport  à  une 
conique;  le  lieu  des  sommets  du  quadrilatère  formé  par  les  quatre  tangentes  à  la 
conique,  issues  des  points  P  et  P',  est  une  seconde  conique  bitangente  à  la  première 
suivant  la  droite  fixe  PP'  (corollaire  du  n°  3,  Vune  des  coniques  est  ici  réduite 
aux  points  d'intersection  de  la  conique  donnée  avec  la  droite  PP'). 

7.  La  polaire  d'un  point  par  rapport  au  cercle  de  Monge  d'une  conique  passe 
par  l'orthocentre  du  triangle  formé  par  les  deux  tangentes  menées  du  point  à  la 
conique  et  la  ligne  des  contacts. 

8.  On  considère  un  diamètre  fixe  d'une  hyperbole  équilatère  et  le  triangle  formé 
par  les  deux  tangentes  issues  d'un  point  du  diamètre  et  leur  corde  de  contact  ;  le 
lieu  de  l'orthocentre  de  ce  triangle  est  un  diamètre  perpendiculaire  au  diamètre 
fixe  (corollaire  du  précédent), 

9.  On  considère  les  coniques  inscrites  dans  un  triangle  et  vues  d'un  point  P 
suivant  un  angle  droit  ;  démontrer  qu'il  existe  un  second  point  P'  d'où  l'on  voit  les 
mêmes  courbes  sous  un  angle  droit,  et  que  la  droite  PP',  quelle  que  soit  la  position  de 
P,  passe  par  l'orthocentœ  du  triangle.  Trouver  le  lieu  des  centres  de  ces  coniques. 

10.  Les  directrices  des  paraboles  conjuguées  à  un  triangle  passent  par  le  centre 
du  cercle  circonscrit. 

§  3.  —   Fonction!»  B  et  6'. 

786.  —  Les  fonctions 

e  =  /'L  +  m'M   +  w'N  +  afF  +  2^'G  +  2/i'H, 
%'  =  /L'  +  m  M'  H-  wN'  +  S/T'  +  2^G'  +  2/iH' 

des  coefficients  des  équations  F  et  S,  9  et  2  sont  des  invariants.  — 

Si  Ton  change,  en  effet,  de  triangle  fondamental,  les  coefficients  des  équa- 
tions des  deux  coniques  prennent  d'autres  valeurs,  et  il  en  est  de  même  de 
6  et  de  A  qui  deviennent  B,  et  A, .  Comme  ce  changement  n'altère  pas  les 

équations 

F  (P,  Q,  R)  =  0,         S  (P,  Q,  R)  =  0, 

supposées  développées  par  rapport  k  x  qX  y  (624),  il  n'aura  pas  non  plus 
d'influence  sur  l'équation 

eF(P,Q,R)-AS(P,Q,R)  =  0, 
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qui  représente  une  conique  parfaitement  déterminée  ne  dépendant  que  des 
coniques  F  et  S. 

Le  changement  du  triangle  fondamental  n'a  donc  d'autre  effet,  que  de 
multiplier  les  deux  membres  de  l'équation  précédente  par  une  constante. 
On  a,  par  conséquent, 

^  =  4^  =  D«. 


De  même,  on  démontrerait  que 

^  —  ^  —  D2 

737.  —  Valeurs  de  S  et  ^'  pour  quelques  systèmee.  —  Lorsque  la  conique  S 
se  réduit  à  une  couple  de  droites 


(XP  +  {JiU  +  vR)  (X'P  +  jx'Q  +  v'R)  =  0, 


on  a  : 


e  =  UX'  +  M^jx'  +  Nvv'  +  FChiv'  +  Hi'v)  +  ...  =  i(X9'x'  +  1^9' p.'  +  ^'9'v'>' 
40'  =  /(jjLv'  -  ijl'v}2  +  ^(^x'  -  v'A;2  +  ...  +  2AvX'  -  v'X)  Uni'  -  XV)  +  .... 

I.  Si  les  deux  droites  auxquelles  se  réduit  la  conique  S  sont  coïncidentes,  les 
valeurs  de  6  et  B'  sont  : 

e  =  LX2  +  M|jl2  +  Nv2  +  2FjjLv  +  2GvX  +  HXpi  =  (p(X,  ji,  v), 

e'  =  0. 

II.  Quand  la  conique  cp  se  réduit  à  une  couple  de  points 

(XP  +  (xQ  +  vR)  (XP'  +  jjlQ'  +  vR')  =  0, 
on  a  : 

e  =  rPP'  +  m'QQ'  +  n'RR'  +  /"'(QR'  +  Q'R)  +  ....  =  |(PS',,  +  QS'^,  +  RSV), 
4e'  =  L'(0R'-Q'R)2+M'(RP'  — R'P,2  +  ...4-2F'(RP'  — R'P)(PQ'  — P'Q)  +  .... 
Si  les  deux  points  coïncident 

e  =  /'P2  +  m'Q2  +  w'R2  +  2  /'OR  +  2  g'KP  +  2  /l'PQ  =  S  (P,  Q,  R), 

e'  =  o. 

788.  Équation  en  k.  —  Les  valeurs  de  k,  qui  annulent  le  discriminant 

de  l'équation 

F  (P,  Q,  R)  ^  ^  S  (P,  Q,  R)  =  0,  (i) 

correspondent  aux  trois  couples  de  cordes  communes  aux  coniques  qu'elle 
représente.  Ce  discriminant  égalé  à  zéro  donne 

/  —  1%     h  —  Wk,     g  —  g'k 
h—h%    m  —  mrk,    f —fk     =0 
g  —  g'ky     f  —  f%    n  —  n'k 
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on,  en  développant, 

à  —  Sk  +  e'/c»  —  A'/c»  =  0.  (2) 

L'on  voit  que  les  trois  valeurs  de  k,  correspondant  aux  couples  de 
cordes  communes,  ne  dépendent  pas  de  la  position  du  triangle  fondamental, 
ce  qui  est  bien  évident,  car  Téquation  (1),  considérée  comme  développée  par 
rapport  kxeXky,  n'est  pas  altérée^  quel  que  soit  k,  par  le  changement  du 
triangle  fondamental. 

Quand  les  deux  coniques  sont  rapportées  à  leur  triangle  conjugué  com- 
mun, les  valeurs  de  k  sont 

A      _5_      J^ 

A"        B"        C" 
A,  B,  G  et  A',  B',  G'  étant  les  coefficients  des  équations 

AP2  +  BQa  +  GR2  =  0,  A'P^  +  B'Q»  +  C'R^  =  0 

des  courbes. 

739.  —  De  même,  les  valeurs  de  k  qui  annulent  le  discriminant  de 

l'équation 

cp{X,  f/,  v)  —  kl(l,  p,  v)  =  0, 

correspondent  aux  trois  couples  d'ombilics  des  coniques  qu'elle  représente. 
On  voit  aisément  que  le  discriminant  de  cette  équation  est  égal  à 

A»  —  e'Aik  +  eA'ik2  —  A'2)k3, 

et  que  les  valeurs  de  k  qui  l'annulent  sont  invariables,  quel  que  soit  le 
triangle  fondamental. 

Lorsque  le  triangle  fondamental  est  conjugué  aux  coniques,  celles-ci 
sont  représentées  par  les  équations  tangentielles 

.   BCX2  +  CAfji2  -f  ABv2  =  0     et     B'C'A»  +  C'AV^  +  a'BV  =  0, 

et  le  discriminant 

A2B2C2  —  ABC  (AB'C  +  A'BG'  +  A'B'G)  k 
+  A'B'G'  (A'BG  +  AB'C  +  ABG')  k^  —  A'^B'^G'^  k\ 

de  l'équation  du  faisceau  qu'elles  forment,  a  pour  racines 

BG  GA  AB 

B'G"        GA"        AB'" 
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740.  —  Applications.  —  I.  Trouve?^  l'égiuiHon  du  couple  des  tangentes  à 
une  conique  menées  par  les  extrémités  d*une  corde. 

Ces  tangentes  constituent  un  couple  de  cordes  communes  aux  coniques  du 
faisceau  représenté  par 

F  (P,  U,  R)  -  A:(XP  +  jxQ  +  vR)2  =  0. 

Le  couple  de  ces  tangentes  est  donc  représenté  par  cette  équation,  où  k  est 
racine  de 

A  —  BA:  +  Wl^  -  A'A»  =  0       ou       A  —  ^(p(X,  {x,  v)  =  0, 

ou,  par  conséquent,  par 

9(X,  jjL,  v)  F(P,  Q,  R)  ~  A(XP  +  hlQ  +  vR)2  -  0, 
équation  précédemment  trouvée  (712). 

II.  Équation  du  couple  des  points  de  contact  des  tangentes  issues  d'un 
point.  Les  points  de  contact  des  deux  tangentes  constituent  un  couple  d*ombiIics 
du  faisceau  tangentiel  . 

cp  (X,  fjL,  v)  -  /r  (XP'  +  ii.Q'  +  vR02  =  0. 
Ils  sont  donc  représentés  par  cette  équation  où  k  est  racine  de 

A2  -  0'AA:  +  0A'A;2  -  A'2A:8  =  q        ou        A  -  A:F(P',  Q',  R')  =  0. 
L'équation  demandée  est  donc, 

F(P',  Q',  R')  cp(X,  fi,  v)  -  A(XF  +  jxQ'  +  vR')2=0; 
elle  est  identique  à  celle  du  n^  711. 

741.  ~  Rapporter  deux  coniques  à  leur  triangle  conjugué  commun.  —  Désignons 
par  a,  p,  y  les  trois  racines  de  Téquation  du  troisième  degré  {%,  Il  faut  remarquer 
que,  dans  la  pratique,  cette  équation  est  souvent  très  facile  à  résoudre  ;  s'il  n'en 
était  pas  ainsi,  les  calculs  seraient  peu  élégants,  et  presque  toujours  la  question  ne 
serait  pas  intéressante. 

D'après  le  n°  738,  on  a  : 

A  =  aA',        B  =  pB'.        C  =  yC  ; 

les  équations  des  coniques  F  et  S  rapportées  à  leur  triangle  conjugué  commun 
sont,  par  conséquent, 

aA'P2,  +  pB'Q2,  -h  yC'R»,  =  0,      A'P2,  +  B'Q2,  +  C'R2,  -  0, 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

aP'2  +  (3Q'2  +  yR'2  =  0,  P'2  +  Q'2  +  R'2  ^  Q, 

en  posant  

P'===P,  l/A',  Q'  =  Q,  kl7         R'  =  R,  l/C. 

742.  —  Chercher  les  équations  des  côtés  du  triangle  conjugué  commun  à  deux 
coniques.  —  Remarquons  d'abord  que  la  polaire  réciproque  de  l'une  des  coniques. 
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par  rapport  à  l'autre,  a  une  équation  parfaitement  déterminée  en  x  et  y.  Cette 
équation  ne  peut  donc  pas  être  modifiée  quand  on  change  le  triangle  fondamental, 
et  qu'on  rapporte  les  coniques  à  leur  triangle  conjugue  commun. 

Lorsque  ces  courbes  sont  rapportées  à  leur  triangle  conjugué  commun,  la 
conique  polaire  réciproque  de  S  par  rapport  à  F  a  pour  équation 

4(aîip'2  ^  J32Q/2  +  y2R'2)  =,  0. 

On  a  donc  les  identités  : 

P'2  +  Q'^  +  R'2  =  S(P,Q,R), 

a2p'2  +  |32Q'a  +  ,^2R.2  «  A: 2  (Fp,  F^,  F',,), 

qui  suffisent  généralement  par  déterminer  la  forme  des  polynômes  P\  Q\  R'  en 
P,  ft,  R.  Il  reste  à  déterminer  le  paramètre  k. 
Si  A  et  A'  sont  les  discriminants  de  F  et  de  S,  celui  de 

1  (F'p,  Fq,  F'„)  est  (654)  64  à^A^'K 

En  appelant  maintenant  D  le  déterminant  inconnu  de  la  transformation  relative 
au  changement  du  triangle  fondamental,  on  a  (654)  : 

ajSy  =  AD2,       1  =  A'D«,       a^pV  «  6A/fiA^A'^h^. 
Éliminant  a^y  et  D^  entre  ces  égalités,  il  vient 

6M3A'3  =  1       ou       ^  =  ^l?' 
Les  trois  identités  précédentes  sont  donc  : 

aP'2  +  PQ'2  +  7R'^  =  F(P,Q,R), 
P'2  +  Q'2  +  R'^  =  S(P,Q,R), 
4A'(a2p'2  +  (32Q'2  +  y2R/2)  ^  s  (F',,  F'q,  F\\ 

ou  encore, 

aP'2  +  pQ'2  +  yR'2  =  A'F(P,  Q,  R), 

p'2  +  Q'2  +  R'2  ==  A'S(P,  Q,  R),  (3) 

743.  —  Applications.  —  L  Chercher  les  côtés  du  triangle  conjugué  aux  deux 

courbes 

2V2;sinA  +2M:sinB  +  2a:î/ sin  C  =  0, 

^yz  +  ^zx  +  ^y  =  0. 

Les  coefficients  des  équations  tangentielles  sont  : 

L  =  -  sin2 A,       M  =  —  sin^  B,       N  =  -  sin2 C, 

F=»sinBsinC,       G^sinCsinA,       H  =  sinA8inB; 

L'  =  M'=N'  =  — 4,       F'  =  G'=H'  =  1-, 

e'  =  2(sinA  +  sinB  +  sinC);       B  «  2(sinBsinC  +  sinCsinA  +  sinAsinB); 

A' =  2;       A»2sinAsinBsinC. 


1 
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L'équation  du  troisième  degré  en  k  est  donc 

}fi  —  (sin  A  +  sinB  +  sinOA:^  +  (sinBsinC  +  sinCsinA  +  sinAsmB)^: 

—  sin  A  sin  B  sinC  =  0, 
ou,  visiblement, 

{k  —  sinA)(A:  —  sinB)(A:  —  sinC)  =  0. 

Ses  racines  sont  donc  sin  A,  sinB,  sinC,  et  les  identités  du  numéro  précédent 
deviennent 

P2sinA  +  Q2sinB  +  R^^sinC  =  4y2sin  A  +  4m:  sinB  +  4ry  sinC, 

P2  4.  Q2  +  R2  _  4y;5  +  4^  +  4cy, 

P2sin2A  +  Q2sin2B  +  R^sin^C  « 

—  (SinB  —  sinC)2a;2  -f  îCsin^A  +  sinAsinB  +  sinAsinC  —  sinBsinQyx 

—  (sinC  —  8inA)2y2  +  2(sin2B  +  sinBsinC  +  sinBsinA  —  sinCsinA)^» 

—  (sinA  —  8inB)22i2  +  ^(sin^C  +  sin  C  sin  A  +  sinCsinB  —  2sinA8inB)«y. 

La  résolution  de  ces  équations  donne 

pa  ^  [—  (SinB  ~  sinOa:  +  (sinC  —  sinA)y  +  (sin A  —  sinB)g]2 

(sin  C  —  sin  A)  (sin  A  -  sin  B) 

Ag  ^  Ks^P  B  —  sin  C)a;  —  (sin  C  —  sin  k)y  +  (sin  A  —  sin  %)%? 
"  (SinA  — sinB)(sinB  — sin(3 

fi9.  ^  [(sinB  —  sinOrc  +  (sinC  —  sinA)y  —  (sin  A  —  sinB)^;? 

(si  n  B  —  sin  C)  (sin  C  —  sin  A) 

En  égalant  à  zéro  les  racines  carrées  des  numérateurs  de  ces  expressions,  on 
obtient  les  équations  des  côtés  du  triangle  conjugué  commun  aux  deux  courbes. 
II.  Trouver  les  côtés  du  triangle  conjugué  aux  coniques 

Y(x,  y)  =  2a:2  +  iCtey  —  4y2  -.  ar  +  4^  —  4  =  0, 
S(ic,  y)  =  3x2  +  lOxy  —  6y2  —  ftr  +  4y        =«0. 

On  a  pour  ces  équations  : 

L  =  0,         M  «  —  48,     N  =  — 33,     F  =  —  24,     G  =  —  6,     H  =  —  3; 
L'  =  — 4,    M'  =  — 9,      N'  =  — 43,    F'—  — 21,    G'=  — 8,    H'  =  — 6; 

A  =  9,     A'  =  -18,     e  =  i8,     e'  =  9. 

L'équation  du  troisième  degré  en  k  est  donc 

9  — i8A:-9A:a  +  48A«  =  0       ou       2A«- /t«  — 2A:  +  4  =0, 

ou  encore, 

(i  —  2Â:)(i-A2)  =  0; 

elle  a  pour  racines  1,  —  1,  {. 
On  a  aussi 

S(r,,  F'y,  ^x  +  2/2/  +  2n)  =  -  4  X  9(9^2  +  8a:y  -  &r  -  4i/  +  3). 
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Les  équations  des  côtés  du  triangle  conjugué  aux  deux  coniques  sont  donc  déter- 
minées par 

P*  -  Q^  +  ïR2  =  -  iSa^  +  iOxy  —  iy^  —  Sx-\-4y  —  {l 
P2  +  Q2+    R2  =  —  18(3a:2  +  iOcy  —  6y2  —  6a;  +  4y), 
P2  +  Q2  +  iR2  =  -  9(9a«+   8a:y-ac  —  4y  +  3). 

On  tire  de  ces  équations 

—  P»  =-  ^atc  +  y  —  i)2,       Q2  =  2(0:  —  y  +  4)2,       R2  =  4(.t  -  2y  + 1)2. 

Les  équations  des  deux  coniques  rapportées  au  triangle  dont  les  côtés  sont 
représentés  par 

2a:  +  y--i=0,       x  —  y  +  i^O.       a;  —  2y  +  i=0, 

sont  donc  : 

-(2a:  +  y-4)2  +  (x-2^  +  l)2+    (a:  -  2y  +  4)2  =  0, 
-(2a:  +  y-l)2-(a:-y  +  l)2  +  2(ic-2y  +  4)2  =  0. 

Les  couples  de  cordes  communes  ont  donc  pour  équations  : 

2a; +  y  -  4  =  ±  U^U- 2y  +  4), 
\^(x  -  y  +  4)  =  ±  (a;  -  21/  +  4), 
2a;  4-  j^  —  1  =  ±  [/^{x  —  y  +  i). 

744.  —  Remarque.  —  Dans  le  cas  où  deux  des  racines  de  Téquation  du  troisième 
degré  en  k  sont  égales,  le  problème  est  indéterminé;  les  trois  équations  (3) 
deviennent,  en  effet, 

aP'2  +  aQ'2  +  ^R'2  ^  A'F(P,  Q,  R), 

p/2  +  Q'2  +  R'2  =  A'S(P,  Q,  R), 
4(a2F2  +  a2Q'2  +  ^2R'2)  =  2(F'p,  F'q,  F'r), 

système  indéterminé  par  rapport  aux  inconnues  P'2,  Q'2^  r'2.  Toutefois,  on  remar- 
quera que  Fun  des  côtés  R'  et,  par  suite,  le  sommet  opposé  C  du  triangle  conjugué 
commun,  sont  parfaitement  déterminés.  On  a,  en  effet, 

(a  -  7)R2  =  A'[aS(P,  Q,  R)  -  F(P,  Q,  R)], 

égalité  qui  montre  aussi  que  les  coniques  F  et  S  sont  bitangentes  suivant  le  côté  R', 

ce  qui  explique  suffisamment  Tindéterroination  précédente.  On  sait,  en  effet,  que 

deux  coniques  doublement  tangentes  ont  une  infinité  de  triangles  conjugués 

communs  formés  par  la  droite  des  contacts  et  par  deux  droites  conjuguées  passant 

par  le  pôle  de  cette  ligne  (437). 

Dans  le  cas  où 

«  +  7  =  0, 

la  polaire  réciproque  de  S,  par  rapport  à  F,  se  confond  avec  S,  et  réciproquement, 
car  les  deux  dernières  équations  deviennent 

p'2  +  Q'2  +  R/2  «  A'S  (P,  Q,  R), 
4a2(P'2  +  Q'2  +  R'2)  =  2(F'p,  F'q  F'„), 
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et,  par  suite, 

4a2A'S(P,Q,R)  =  2(Fp,F'Q,Fg. 

Dans  le  premier  cas,  quand  a  =  ^,  l'équation  du  troisième  degré  en  k^  a  la 
forme 

(A  —  a)2  (A  -  y)  =  A3  —  A;2(2a  +  7)  +  A:(a2  +  îoy)  -  a»-/  =  0. 

On  a  donc  : 

1  _  2«  +y  _  g^  +2«y  _  «^7 

A'  ""    e'    ■"     e     ~  X' 

En  éliminant  a  et  7  entre  ces  trois  équations,  on  obtient  la  relation 
(9AA'  -  ee')2  —  4(^2  —  3Ae')(B'2  -  3A'e)  =-  0, 

laquelle  exprime  donc  que  les  coniques  F  et  S  sont  bitangentes. 

Dans  le  second  cas 

a  =  g,       a  +  7  =  0, 

les  égalités  ci-dessus  deviennent 

J g    _         gg  _  -  gS 

A'  "■  8'  e         A    ' 

ou,  en  éliminant  g, 

8'2  +  0A'  =  0,       ee'  -  AA'  =  0, 

relations  qui  expriment  que,  par  rapport  à  Tune  des  coniques,  la  polaire  réci- 
proque de  l'autre  est  identique  à  elle-même  (707). 

Enfin,  lorsque  les  trois  racines  de  l'équation  en  k  sont  égales  à  g,  tous  les  c6tés 
du  triangle  conjugué  commun  sont  indéterminés  et  l'on  a  les  relations 

A'       e'  "  e  ~  A  ' 
ou  encore,  en  éliminant  g, 

9AA'  -  k^W  =  0,       «2  _  3^^'  =  0,       e'2  -  3A'e  =  0. 
Les  deux  courbes  sont  alors  osculatrices. 

§  4*  —  Conlciues  harmoiiiq[uenieiit  aasociéea. 

746.  —  Théorème.  —  Si  un  triangle  ABC  inscrit  dans  une  conique  S 
est  conjugué  à  la  conique  F,  l'invariant  S  des  deux  courbes  est  nul. 

En  effet,  en  rapportant  les  deux  courbes  au  triangle  ABC,  on  a  les 
égalités  suivantes 

r  =  m'  =  n'  =  0,       F  =  G  =  H  =  0, 
et,  par  suite, 

e  =  /'L  +  m'M  +  n'N  +  2/"F  +  VG  +  2/i'H  =  0. 

Cette  fonction,  comme  on  sait,  est  multipliée  par  le  facteur  D*  quand 
on  change  de  triangle  fondamental;  quel  que  soit  celui-ci,  elle  est  donc 
toujours  nulle  dans  le  cas  qui  nous  occupe. 
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Réciproquement,  quand  B  est  nul,  il  existe  une  infinité  de  triangles 
inscrits  dans  S  et  conjugués  à  F. 

En  effet,  menons  une  droite  AB  tangente  à  la  conique  W  relative  aux 
deux  courbes  F  et  S,  et  coupant  cette  dernière  aux 
points  A  et  B  ;  puis,  une  droite  AG  conjuguée  à  cette 
tangente  par  rapport  à  F.  Par  le  point  B  de  section 
de  AB  avec  S,  traçons  la  droite  BG  conjuguée  à  BA 
par  rapport  à  la  même  courbe.  Le  triangle  ABG 
ainsi  obtenu  est  conjugué  à  la  conique  F,  et  si  nous  p. 

le  prenons  comme  triangle  fondamental,  nous  avons 

F  =  G  ==  H  =  0        et        /'  =  m'  =  0. 

La  fonction  nulle  0  se  réduit  donc  à  w'N,  et,  par  conséquent, 

n'N  =  0      ou      n'  =  0, 

ce  qui  prouve  que  le  triangle  ABG  est  inscrit  dans  la  conique  S. 

La  manière  même  d'obtenir  le  triangle  ABG  montre  qu'il  y  en  a  une 
infinité  qui  jouissent  des  mêmes  propriétés.  Tous  ces  triangles  sont  cir- 
conscrits à  la  conique  W  relative  aux  courbes  du  second  degré  F  et  S  (716). 

GoROLLAiRE.  —  S*il  cxiste  un  triangle  circonscrit  à  une  conique  W 
et  inscrit  dans  une  conique  S,  ou  conjugué  à  une  conique  F,  il  y  en  a  une 
infinité  qui  jouissent  des  mêmes  propriétés;  ils  sont  conjugués  à  une 
troisième  conique  ou  inscrits  dans  une  troisième  conique, 

746.  —  La  valeur  de  %  s'annule  encore,  quand  on  a  les  égalités 
L  =  M  =  N  =  0,      f  =  g'  =  h'  =  0, 

c'est-à-dire,  lorsqu'il  existe  un  t7nangle  circonscrit  à  F  (640)  ^t  conjugué  à  S. 

Réciproquement,  quand  B  est  nul,  il  y  a  une  infinité  de  triangles 
circonscrits  à  Y  et  conjugués  à  S. 

En  effet,  menons  une  droite  AB  tangente  à  la  conique  F  et  rencontrant 
la  conique  U  (724)  relative  aux  coniques  F  et  S  en  un  point  A.  Par 
ce  point,  menons  la  seconde  tangente  AG  à  la  courbe  F  et  prenons  la 
polaire  de  A  par  rapport  à  la  conique  S.  Le 
triangle  ABG  ainsi  formé  est  évidemment  con- 
jugué à  S  et,  en  le  prenant  comme  triangle 
fondamental,  on  a  les  égalités 

M  =  N  =  0,       f  =  g'  =  II'  =  0, 

et,  par  suite, 

0  =  e  =  rL    >ou      L  =  0.  Pig.  leo. 

Le  triangle  ABG  est  donc  circonscrit  à  la  conique  F. 
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De  plus,  il  ressort  clairement  de  la  démonstration  qu'il  y  a  une  infinité 
de  triangles  jouissant  des  mêmes  propriétés  que  ABC.  Tous  ces  triangles 
sont  inscrits  dans  la  conique  U  relative  aux  deux  courbes  F  et  S.  * 

Quand  Tinvariant  B  est  nul,  on  dit  que  la  catiique  S  est  harmoniquement 
circonscrite  à  la  conique  F,  et  celle-ci  est  dite  harmoniquement  inscrite  à  S. 

Corollaire,  —  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  si  une  conique  S  est 
harmoniquement  circonscrite  à  une  conique  F,  la  conique  W  relative  à 
ces  deux  courbes  est  harmoniquement  inscrite  à  F,  et  la  conique  U  harmo- 
niquement circonscrite  à  S. 

747.  —  Applications.  —  I.  La  directrice  d'une  parabole  tangente  à  deux  dia- 
mètres rectangulaires  d*un  cercle  S  passe  par  le  centre  du  cercle.  La  parabole,  que 
nous  désignons  par  F,  est  inscrite,  dans  ce  cas,  dans  le  triangle  formé  par  les 
deux  diamètres  et  la  droite  de  l'infini  ;  le  cercle  S  est  conjugué  au  même  triangle. 
L'invariant  0  de  ces  deux  courbes  est  donc  nul;  et  il  existe,  par  conséquent, 
une  infinité  de  triangles  circonscrits  à  Y  et  conjugués  à  S,  ainsi  qu'une 
infinité  de  triangles  inscrits  dans  S  et  conjugués  à  F. 

On  en  conclut  les  théorèmes  suivants  : 

1.  Les  directrices  des  paraboles  inscrites  dans  un  triangle  passent  par 
le  centre  du  cercle  conjugué  fortkocentre);  ou  encore. 

Les  orthocenti^es  des  triangles  circonscrits  à  une  parabole  décrivent  la 
directrice, 

2.  La  directrice  d*une  parabole  conjuguée  à  un  triangle  passe  par  le 
centre  du  cercle  circonscrit  ;  ou  encore, 

Les  centres  des  cercles  circonscrits  aux  triangles  conjugués  à  une  parabole 
décrivent  la  directrice  de  la  courbe, 

IL  Les  points  cycliques  sont  conjugués  par  rapport  à  une  hyperbole  équi- 
latère  S  (671);  une  telle  conique  est  donc  conjuguée  au  triangle  ayant  pour 
sommets  le  centre  et  les  deux  points  cycliques.  On  sait  qu'on  peut  inscrire,  dans  le 
même  triangle,  une  parabole  ayant  pour  foyer  le  centre  de  l'hyperbole  (527, 1). 
Cette  dernière  courbe  étant,  par  conséquent,  harmoniquement  circonscrite  à  la 
parabole,  on  en  conclut  les  théorèmes  suivants  : 

1 .  Le  foyer  d'une  parabole  inscrite  dans  un  triangle  coïncide  avec  le  centre 
d'une  hyperbole  équilatère  conjuguée,  ou  bien, 

Le  lieu  géométrique  des  foyers  des  paraboles  inscrites  dans  un  triangle 
(cercle  circonscrit),  est  le  même  que  celui  des  centres  des  hyperboles  équi- 
latères  conjuguées  au  même  triangle. 

2.  Le  foyer  d'une  parabole  conjuguée  à  un  triangle  coïncide  avec  le  centre 
d'une  hyperbole  équilatère  circonscrite  au  même  triangle,  ou  bien. 

Le  lieu  géométrique  des  foyers  des  paraboles,  conjuguées  à  un  triangle, 
est  le  même  que  celui  des  centres  des  hyperboles  équilatères  circonscrites 
(cercle  des  neuf  points), 

748.  —  Quand  l'invariant  %  est  nul,  l'équation 

4e(p(X,f/,v)-S(9'^,  9'^,  cp'v)  =  0 
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de  la  conique  4',  relative  à  F  et  à  S,  se  réduit  à 

Cette  courbe  se  confond  donc  avec  la  polaire  réciproque  de  S  par 
rapport  à  F  (708).  Par  conséquent,  dans  ce  cas, 

Le  pôle  d'une  tangente  à  S,  par  rapport  à  F,  décrit  la  conique  '|, 
ou  bien  : 

La  polaire  d'un  point  de  S,  par  rapport  à  F,  est  divisée  harmoniquement 
par  les  deux  courbes, 

749.  —  Application.  —  D'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  les  quatre  points 
H,  N,  H,  G  sont  en  proportion  harmonique,  lorsque  la 
conique  S  est  harmoniquement  circonscrite  à  F. 

Lorsque  F  est  un  cercle  0,  la  polaire  MN  du  point  P 
est  perpendiculaire  à  PO;  de  plus,  elle  passe  par  0  si  P 
est  à  l'infini. 

Si  donc  P  est  à  l'infini  sur  une  hyperbole  équilatère, 
le  diamètre  MN  du  cercle  F  est  parallèle  à  une  asymptote, 
et  rencontre  la  courbe  en  deux  points,  dont  l'un  est 
situé  à  l'infini,  et  dont  l'autre  se  trouve  par  consé- 
quent, au  milieu  de  MN  ou  au  centre  du  cercle  F.  Donc  : 

1.  Les  hyperboles  équilatères  circonscrites  à  un  triangle  passent  par  le 
centre  du  cercle  conjugué  (point  de  concours  des  hauteurs). 

î.  Le  centre  d'un  cercle  inscrit  dans  un  triangle  conjugué  à  une  hyperbole 
équilatère  se  trouve  sur  la  courbe,  ou  bien, 

Les  hyperboles  équilatères,  conjuguées  à  un  triangle,  passent  par  les 
centres  des  cercles  insant  et  ex-inscrits, 

760.  —  L'équation 

4eS(P,Q,  R)-9(S;,  S'^,  S'J  =  0 

de  la  conique  U,  relative  aux  deux  courbes  F  et  S,  se  réduit  à 

9(8;,  s;.  S'.)  =  0 

quand  6  est  nul,  c'est-à-dire,  quand  la  conique  S  est  harmoniquement 
circonscrite  à  la  conique  F. 

La  conique  U  se  confond  donc,  dans  ce  cas, 
avec  la  polaire   réciproque    de    F    par   rapport      ^ 
à  S  (704). 

Par  conséquent, 

La  polaire  d*un  point  de  F,  par  rapport  à  S, 
enveloppe  la  conique  U,  ou  bien  :  A 

Si  par  le  pôle  d'une  tangente  à  F,  par  rapport  Fig.  i62. 

34 
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à  S,  on  mène  des  tangentes  à  Vune  des  courbes,  elles  sont  conjuguées 
par  rapport  à  l'autre, 

761.  —  Applications.  —  I.  Lorsque  S  est  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC, 
et  F  une  parabole  conjuguée  au  même  triangle,  la  conique  U  passe  par  le  centre  0 
du  cercle  S,  car  une  des  tangentes  à  la  parabole  est  la  droite  de  Tinfini.  Donc  : 

Les  tangentes  menées  du  centre  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle,  à  une 
parabole  qui  lui  est  conjuguée,  smit  conjuguées  par  rapport  au  cercle 
(perpendiculaires).  Le  centre  du  cercle  est  donc  un  point  de  la  directrice,  et  Ton 
a  le  théorème  : 

4.  La  directrice  d'une  parabole,  conjuguée  à  un  triangle,  pivote  autour  du 
centre  du  cercle  circonscrit  (747). 

Lorsque  F  est  une  parabole  inscrite  dans  le  triangle,  et  S  le  cercle  conjugué, 
la  conique  U  passe  encore  par  le  centre  de  S  et  Ton  a  le  théorème  : 

2.  Les  tangentes,  menées  de  Vorthocentre  à  une  parabole  inscrite  dan^  un 
triangle ,  son  t  rectangulaires  (747) . 
n.  Soient  S  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  et  F  une  conique  ayant  pour 

centre  0  conjuguée  au  même  triangle. 

Par  le  point  0,  menons  la  tangente  OP 
au  cercle  S,  et,  par  le  point  de  contact  P, 
menons  une  tangente  PD  à  la  conique  F. 

Soit  H  le  pôle  de  cette  tangente  par 
rapport  au  cerle  S.  Ce  point,  faisant  partie 
de  la  conique  U,  les  tangentes  HD,  HP  à  S 
sont  conjuguées  par  rapport  à  F,  de  sorte 
que  HD  est  parallèle  à  la  corde  des  contacts 
QR  des  tangentes  menées  du  point  P 
à  la  conique  F.  Le  point  D  est  donc  le 
Fig.  163.  milieu    de  l'arc  de  cercle  MDN.   On  en 

conclut  régalité  des  angles  NPD,  MPO,  et 
comme  le  faisceau  (P,  QRMN)  est  harmonique  (748)  les  rayons  PQ,  PR  sont 
rectangulaires. 

Le  point  P  appartient  donc  au  cercle  de  Monge  de  la  conique  F,  et  la  tangente  OP 
a  pour  longueur  l^a^  +  b^,  a  et  b  désignant  les  demi-longueurs  des  axes  de 
symétrie  de  la  courbe  F.  Donc  : 

d.  Les  cercles  de  Monge  des  coniques  conjuguées  à  un  triangle  coupent 
orthogonalement  le  cercle  circonscrit,  ou  bien  : 

Les  cercles  circonscrits  aux  triangles  conjugués  à  une  conique,  coupent 
orthogonalement  le  cercle  de  Monge  de  la  courbe  (Faure). 

Ces  cercles  circonscrits  forment  donc  un  réseau  ponctuel  dont  le  cercle  de 
Monge  de  la  courbe  est  le  cercle  orthogonal;  donc  : 

2.  Les  cercles  harmoniquement  circonscrits  à  une  conique  formait  un 
réseau  ayant  pour  cercle  orthogonal  le  cercle  de  Monge  de  la  courbe. 

3.  Les  cercles  harmoniquement  circonscrits  à  une  hyperbole  équilatère 
passent  par  le  centre  de  la  courbe  (747). 

4.  Les  centres  des  cercles  harmoniquement  circonscrits  à  une  parabole 
déaHvent  la  directrice  de  la  courbe. 
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De  la  figure  ci-dessus  on  déduit  encore  le  théorème  : 

o.  Les  centres  des  coniques,  conjuguées  à  un  triangle  et  dont  la  somme  des 
carrés  des  axes  de  symétrie  est  une  constante  4  k*,  décrivent  un  cercle  con- 
centrique au  cercle  circonscnt  et  dont  le  rayon  R'  est  donné  par  la  relation 

R'2  =  R2  +  ffi^ 

R  étant  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle. 

Dans  le  cas  d'une  hyperbole  équilatère,  1^  est  nul  et  le  théorème  ci-dessus 
devient  : 

6.  Le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  conjuguées  à  un  triangle 
est  le  cercle  circonscrit  (747). 

Lorsqu'il  s'agit  d'hyperboles  dont  l'axe  non  transverse  est  plus  grand  que  l'autre, 
le  cercle  du  n°  5  est  intérieur  au  cercle  circonscrit. 

Ce  cercle  se  réduit  au  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  quand  les  hyper- 
boles sont  telles  que 

^2  ==  R2  _|.  ^2^ 

aei  b  étant  leurs  demi-axes  de  symétrie. 
Enfin,  le  cercle  n'existe  plus  quand 

b^>a^  +  K\ 

Par  conséquent, 

7.  La  longueur  maximum  de  Vaxe  non  transverse  d'une  hyperbole  con- 
juguée à  un  triangle  est  égale  à  l^à'^  +  R^,  a  désignant  le  demi-axe  trans- 
verse et  R  le  rayon  du  cercle  circonscnt  au  triangle. 

Puisque  l'invariant  B  des  deux  coniques  F  et  S  est  nul,  il  existe  une  infinité  de 
triangles  A'B'C  circonscrits  à  F  et  conjugués  à  S.  On  en  conclut  les  théorèmes  : 

8.  Le  cercle  conjugué  à  un  triangle  coupe  œ^ttwgonalement  les  cercles  de 
Monge  des  coniques  inscrites, 

9.  Les  centres  des  coniques,  inscrites  dans  un  triangle  et  dont  la  somme 
des  carrés  des  axes  de  symétrie  est  une  constante  4  k^,  est  un  cercle  concen- 
trique au  cercle  conjugué  et  dent  le  rayon  est  l^k^  -\-  R'=^,  R'  étant  le  rayon 
du  cercle  conjugué  (Steiner). 

10.  Les  centres  des  hyperboles  équilatères  inscrites  dans  un  triangle 
décrivent  le  cercle  conjugué. 

Si  le  triangle  est  acutangle,  ces  courbes  sont  imaginaires  ;  donc  : 
H.  Tout  triangle  circonscrit  à  une  hyperbole  équilatère  a  un  angle  obtus, 
excepté,  quand  deux  des  côtés  sont  les  asymptotes, 

12.  La  longueur  maximum  de  Vaxe  non  transverse  d'une  hyperbole  insante 
dans  un  triangle  est  égale  à  l^a*  +  K'2,  a  désignant  le  demi-axe  transverse 
et  R'  le  rayon  du  cercle  conjugué  au  triangle. 

En  supposant  que  F  soit  une  parabole,  on  obtient  le  théorème  suivant  déjà 
rencontré  plusieurs  fois  : 

13.  La  directrice  d*une  parabole  inscrite  dans  un  triangle  passe  par  le 
centre  du  cercle  conjugué  (ârthocentre). 
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762.  —  Lorsque  la  conique  S  se  réduit  à  deux  droites,  la  relation  (737i 

exprime  que  ces  droites  sont  conjuguées  par  rapport  à  F.  Si  les  deux 
droites  coïncident,  elles  sont  tangentes  à  la  courbe. 
Lorsque  cp  se  réduit  à  deux  points,  la  relation 

2e  =  psv  +  Qsv  +  Rs;,  =  0 

exprime  que  ces  points  sont  conjugués  par  rapport  à  S,  ou  sont  situés  sur 
la  courbe,  s'ils  coïncident. 

En  particulier,  si  la  conique  cp  se  réduit  aux  points  cycliques,  la  relation  pré- 
cédente devient 

/'(a«  +  à^)  +  w'(fl/2  4-  ^'2)  +  ...  +  2/-'(a'fl"  +  b'b'')  +  ^\a''a  +b"b)  +  ,..  =  a 

et  exprime  que  la  conique  S  est  une  hyperbole  équilatère. 

Les  points  cycliques  sont  donc  conjugués  par  rapport  à  une  hyperbole 
équilatère  (671). 

763.  —  Théorème.  —  Une  conique  S  harmoniquement  circonscrite 
à  deux  coniques  (p^  et  cp,  est  harmoniquement  circonscrite  à  toutes  les 
coniques  du  faisceau  tangentiel  qu* elles  déterminent. 

Car,  les  conditions 

/L'  +  mW  +  nW  -f  2/^'  H-  2^G'  +  2/iH'  =  0, 
/L"  +  mM"  +  nN"  4-  2/-F"  +  2^G"  +  2/iH"  =  0, 

entraînent  la  suivante 

l(V—kL")  +  m(W—m")  -h  ...  +  2/'(F'  — /cF")  +  2p(G'— *G")  -h ...  =0 

quelle  que  soit  la  valeur  de  k. 

764.  —  Appijcations.  —  1.  Lorsque  la  conique  S  est  un  cercle,  il  est  coupé 
orthogonalement  par  les  cercles  de  Monge  des  coniques  cpi  et(ps;  l'axe  radical 
de  ces  deux  cercles,  directrice  de  la  parabole  du  faisceau 

9i(^»  jx,  v)  —  Arcpt(X,  [X,  v)  =  0 

passe  donc  par  le  centre  de  S.  On  retrouve  ainsi  deux  théorèmes  précédemment 
rencontrés. 

II.  Lorsque  les  coniques  (pi  et  (pt  représentent  deux  couples  de  points,  on  sait 
qu'ils  sont  conjugués  par  rapport  à  la  conique  S.  On  sait  aussi  que  le  troisième 
couple  de  sommets  du  quadrangle  formé  par  ces  quatre  points,  est  une  conique 
(lu  faisceau  tangentiel  qu'ils  déterminent.  Donc, 

Si  deux  couples  de  sommets  opposés  d*un  quadrilatère  complet  sont  formés 
de  points  conjugués  par  rapport  à  une  conique,  les  deux  autres  sommets  sont 
aussi  conjugués  par  rapport  à  la  même  courbe. 
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III.  Si  la  conique  91  représente  les  points  cycliques,  la  conique  S  représente 
une  hyperbole  équilatère  ;  donc, 

1 .  TotUe  hyperbole  équilatère  harmoniqmment  circonscrite  à  une  conique  9, 
est  harmoniquement  circonscrite  à  toutes  les  coniques  homofocales  à  9. 

ai  Ton  prend,  pour  conique  homofocale  à  9,  un  couple  de  ses  foyers,  on  a  les 
théorèmes  suivants  : 

2.  Les  foyers  d'une  conique  sont  conjugués  par  rapport  à  une  hyperbole 
équilatère  qui  lui  est  hajmoniquenient  circonscrite  i  c'est-à-dire, 

Les  hyperboles  équilatères  circonscrites  à  un  triangle  marquent,  sur  un 
axe  de  symétrie  d'une  conique  conjuguée,  une  involution  de  points  dont  les 
foyers  coïncident  avec  ceux  de  la  conique. 

3.  Les  hyperboles  équilatères  conjuguées  à  un  triangle  marquent,  sur  un 
axe  de  symétrie  d'une  conique  insanité,  une  involution  de  points  dont  les  foyers 
coïncident  avec  ceux  de  la  courbe, 

4.  L  hyperbole  équilatère,  circonscrite  à  un  triangle  et  passant  par  l'un  des 
foyers  d'une  conique  conjuguée,  est  tangente  en  ce  point  à  l'axe  de  symétrie 
de  la  conique, 

5.  L'hyperbole  équilatère,  conjuguée  à  un  triangle  et  passant  par  l'un  des 
foyers  d'une  conique  inscrite,  est  tangente  en  ce  point  à  l'axe  de  symétrie  de 
la  conique. 

Lorsque  9  est  un  cercle,  toutes  les  coniques  homofocales  sont  des  cercles  con- 
centriques ;  donc, 

6.  Toute  hyperbole  équilatère  harmoniquement  circonscrite  à  un  cercle  est 
harmoniquement  circonscrite  à  tous  les  cercles  concentriques,  et  le  centre 
commun  des  cercles  est  un  point  de  la  courbe  (749). 

766. — On  démontre  aussi,  avec  la  plus  grande  facilité,  que  toute  conique 
9,  harmoniquement  inscrite  à  deux  coniques  S,  et  S,,  est  harmoniquement 
inscrite  à  toutes  les  coniques  du  faisceau  ponctuel  que  ces  dernières 
déterminent. 

766,  —  Appucations.  —  I.  Si  les  coniques  Sj  et  S^  se  réduisent  à  deux  couples 
de  droites,  les  diagonales  du  quadrilatère  qu'elles  forment  constituent  une  conique 
particulière  du  faisceau 

Si(P,U,R)~^Sg(P,Q,R)  =  0. 
Donc, 

Deux  couples  de  droites  conjuguées  par  rappœ^t  à  une  conique  détei^minent 

un  quadHlatère  dont  les  diagonales  sont  aussi  conjuguées  par  rapport  à  la 

même  courbe, 

II.  Si  les  coniques  S,  et  S,  sont  bitangenles,  la  droite  des  contacts,  considérée 
comme  droite  double,  fait  partie  du  faisceau  des  deux  courbes  -,  comme  ces  droites 
coïncidentes  sont  conjuguées  par  rapport  à  9,  elles  lui  sont  tangentes.  Donc,  lors- 
que cette  droite  est  à  l'infini,  on  a  : 

Toute  parabole  harmoniquement  inscrite  à  une  conique  S,  l'est  également 
à  toutes  les  coniques  qui  ont  mêmes  asymptotes. 

III.  Lorsque  les  coniques  S^  et  Sj  sont  des  cercles,  leur  axe  radical  et  la  droite 
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de  IMDfini  sont  conjugués  par  rapport  à  la  conique  9  ;  la  première  de  ces  deux 
droites  passe  donc  par  le  centre  de  la  conique,  ou  est  parallèle  à  son  axe  de  symé- 
trie, si  celle-ci  est  une  parabole.  Par  conséquent, 

Uaxe  radical  de  deux  cercles  harmoniquement  circonscrits  à  une  conique 
passe  par  le  centre  de  la  courbe  (751,  II,  2). 

757.  —  Théorèmes.  —  I.  Il  n'existe  généi*alement  qu'un  cercle  donné 
harmoniquement  inscrit  à  une  conique  donnée. 
En  représentant  le  cercle  F  par  l'équation 

{XV  -f  fzQ'  +  vR?  —  rm  (X,  fi,  V)  =  0, 

on  a,  pour  déterminer  r^,  la  relation  suivante  : 

e  =  /'[P'2  —  r^{a^  +  b-^)]  +  m'[Q'2  —  r^a'^  -h  b'^)]  +  ... 

-h  2r [Q'R'  —  r2(a'a"  -f  ^'^1  +  Se^' [RT' —  r^ (fl"a  +  b''b)]  +  ....  =0. 

On  en  tire 


r2  = 


S(P',  Q',  R')       A'S(P',  Q',  R') 


en  désignant  par  ë,  la  quantité 

/'(a2  +  b^)  +  m'(a'2  +^2)  +  ...  +  âf  (aV  +^^0  +ig'ia"a+b"b)  -f  .... 

Le  rayon  du  cercle  cherché  est  réel  ou  imaginaire  suivant  la  position  du 
point  donné. 

Le  rayon  du  cercle  est  nul,  si  le  centre  donné  se  trouve  sur  la  conique 
donnée. 

Tout  point  d'une  conique  peut  donc  être  considéré  comme  un  cercle  de 
rayon  nul  harmoniquement  inscrit  à  la  courbe. 

Si  la  conique  donnée  est  une  hyperbole  équilatère,  le  dénominateur  de 
l'expression  de  r^  est  nul;  le  cercle  n'existe  donc  pas,  à  moins  que  le 
centre  donné  ne  soit  situé  sur  la  conique,  auquel  cas  il  y  a  une  infinité  de 
solutions,  ce  qui  est  conforme  à  ce  que  nous  avons  trouvé  précédemment 
(754,  III,  6). 

768.  —  II.  //  n'existe  qu'un  cercle  de  centre  donné  harmoniquement 
circonscrit  à  une  conique  donnée. 

En  représentant  par  P',  Q',  R'  les  coordonnées  du  centre  donné,  par  r^ 
le  carré  du  rayon  inconnu  du  cercle,  on  doit  avoir  (645) 

e  =  L[(a'2  -h  b'^) R'2  +  (a"2  -h  b''^) Q'2—  2 (a  a"  +  b'b'') Q'R'—  r^?!  +  ... 

-2F  [{a'a''+  b'b")  P'2+  (a^+b^)  Q'R'-  {aa'+  bb')  R'P'-  (a"a+b"b)  P'Q'+r^r] 

+  ...  =0; 
ce  qui  donne 

„      L  [(a^2+^^2)R^!H-(a^^^^^^^)Q^i^-...l+...+2F[(a^a^^+^^^^0P^^(fl2+^g)C)^R^-.-.]-r.., 

r^ -y  — - 
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D'ailleurs  les  cercles  harrnoniquement  circonscrits  à  une  conique  forment 
un  réseau,  et  Ton  sait  que,  dans  un  pareil  système,  il  existe  toujours  un 
cercle  réel  ou  imaginaire  de  centre  donné  (156). 

Le  rayon  du  cercle  est  nul,  quand  le  point  donné  se  trouve  sur  le  cercle 
orthogonal  du  réseau  ou  sur  le  cercle  de  Monge  de  la  conique.  Ce  cercle 
est  donc  représenté  par  Téquation 

+2F[(a'a"+^'*")P2+(a2+^)QR— (fla'+^^ORP— (a"a+^"^)PQ]+2G[...=0 

obtenue  en  égalant  à  zéro  le  numérateur  de  l'expression  de  r^.  Cette  équa- 
tion a  été  obtenue  d'une  autre  manière  au  n*  741 . 

Si  la  conique  est  une  parabole,  le  cercle  décentre  donné,  harmoniquement 
circonscrit  à  la  courbe,  n'existe  pas,  à  moins  que  le  centre  donné  ne  soit  un 
point  de  la  directrice,  auquel  cas  le  rayon  est  quelconque. 

Remarquons  aussi  que  la  valeur  de  r^  est  la  puissance  du  centre  donné 
par  rapport  au  cercle  de  Monge  de  la  conique  (648,  731)  et  que,  par  consé- 
quent, le  cercle  harmoniquement  circonscrit  à  une  conique  coupe  orthogo- 
nalelnent  le  cercle  de  Monge  de  la  courbe  (751,  II). 

La  valeur  de  r*  est  évidemment  négative,  quand  le  point  donné  est  à 
l'intérieur  du  cercle  de  Monge  de  la  conique. 

769.  —  Cercles  harmoniquement  inscrits  et  circonscrits  à  une 
conique  donnée.  —  Si  les  valeurs  de  r^  trouvées  aux  n°»  757  et  758  sont 
identiques,  le  cercle  correspondant  est  harmoniquement  inscrit  et  cir- 
conscrit à  la  conique. 

Il  en  résulte  donc  que  les  coordonnées  du  centre  d'un  cercle  harmoni- 
quement inscrit  et  circonscrit  à  une  conique  vérifient  l'équation 

F(P,  Q,  R)_I(P  Q,  R) 

dans  laquelle  I  (P,  Q,  R)  représente  le  premier  membre  de  l'équation  du 
cercle  de  Monge  de  la  conique. 
Celte  équation  peut  s'écrire 

9(Ê,  Ti,  Ç)F(P,  Q,  R)  -  e\I(P,  Q,  R)  =  0 

et  représente  une  conique  concentrique  à  la  proposée.  Cette  conique  se 
confond  avec  celle-ci,  quand  cette  dernière  est  une  hyperbole  équilatère  et 
se  réduit  à  la  directrice  dans  le  cas  d'une  parabole. 

760.  —  Théorèmes.  —  I.  Dans  un  faisceau  ponctuel  de  coniques,  il 
y  en  a  généralement  deux,  réelles  ou  imaginaires,  harmoniquement 
inscrites  à  une  conique  du  même  faisceau. 
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En  effet,  en  désignant  par 

/P2  +  mQ2  -I-  nRa  =  0,         TP*  +  m'Q»  -h  «'R»  =  0, 

les  équations  de  deux  coniques  du  système  rapportées  à  leur  triangle 
conjugué  commun,  la  conique  F  —  /fS  est  harmoniquement  circonscrite 
à  la  conique  F  —  /c'S,  quand  on  a  la  relation  (745) 

(m  —  km')(n  —  kn'}  (l  —  kU')  +  [n  —  kn')(l  —  kV)  (m  —  k'm') 
■+-(/  —  kl')  (m  —  km')  (n  —  k'n')  =  0. 

ou  encore,  en  développant, 

(/mV  +  mii'l'  +  w/'m'  —  3l'm'nT)k^ 
—  2[/'mM  +  m'nl  +  nlm  —  k'itm'n'  +  mw7'  +  nrm')]k 
+  3lmn  —  (l'mn  +  m'nl  +  w'/m)/c'  =  0. 

Si  Ton  remarque  que 

L'mn  -f  m'nl  +  n'im  :  B  =  Im'n'  4-  mnU'  +  fil'm'  :  S' 

==  /mw  :  A  =  l'm'n  :  A', 

l'équation  précédente  s'écrit 

(B'  —  3AT)A:2  —  2(e  —  e'A;>  +  3A  —  B^'  =  0,        (1) 

et  donne  généralement  pour  k  deux  valeurs  qui  déterminent  deux 
coniques  harmoniquement  inscrites  à  la  conique  F  —  ^'S. 

Dans  le  cas  où  la  différence  B'  —  SA'/c'  est  nulle,  l'équation  ci-dessus 
n'a  plus  qu'une  racine  et  ne  détermine  plus  qu'une  conique  harmoni- 
quement inscrite  à  F  —  k'S;  mais  de  ce  que  l'on  a  identiquement,  quand 
A'^0, 

^  ~  ^  ^')  '^'"'  "^  ('^  ""  M^  '^l  "'^'  ^  (''  ~  ^  '*')  ^'"''  =  ^' 

il  s'ensuit  que  la  conique  S  est  aussi  harmoniquement  inscrite  à  la  conique 
F  —  /c'S.  Ceci  est  encore  vrai  si  A'  est  nul,  car  alors  B'  est  aussi  nul. 

761.  —  L'une  des  racines  de  l'équation  (1)  est  k',  lorsqu'on  a  la  relation 
(B'  —  3AT)ik'2  _  2(B  —  ST)k'  4-  3A  —  Sk:  =  0, 
ou  encore,  en  réduisant, 

\  —  Sk'  +  B'A;'2  —  ^k'^  =  0, 

ce  qui  montre  qu'alors  la  conique  F  —  /c'S  est  un  couple  de  cordes 
communes  aux  courbes  du  faisceau.  Ces  deux  droites  sont  conjuguées  à 
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la  conique  du  faisceau  correspondant  à  la  seconde  racine  de  Téquation  (1) 
ci-dessus  (762).  Donc, 

Dans  un  faisceau  ponctuel  de  coniques,  deux  cordes  communes  opposées 
sont  conjuguées  par  rapport  à  une  conique  du  système. 

Si  Ton  considère  les  cordes  communes  AC  et  BD  se  coupant  en 
H  (fig.  127),  leurs  pôles,  par  rapport  à  cette  courbe,  sont  les  conjugués 
harmoniques  T  et  V  de  H  par  rapport  aux  couples  de  points  B  et  D, 
A  et  C  ;  d'où  il  suit  que  les  droites  TA,  TC,  VB,  VD  sont  tangentes  à  la 
conique  aux  points  A,  C,  B,  D  (400). 

Lorsque  k'  a  pour  valeur  le  rapport  0  :  B',  Téquation  (1)  donne  pour  k 
deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires.  Les  deux  courbes  correspon- 
dantes déterminent  un  faisceau  tangentiel  dont  toutes  les  courbes  sont 
harmoniquemenl  inscrites  à  BT  —  ëS  (753).  Gomme  ce  faisceau  contient 
^  (714),  on  en  conclut  que  la  conique  B'F  —  ëS  est  harmoniquemenl 
circonscrite  à  la  conique  W  relative  à  F  et  à  S. 

762.  —  IL  Dans  un  faisceau  ponctuel  de  coniques,  il  y  a  deux  coniques 
telles  que  l'une  soit  harmoniquemenl  inscrite  à  l'autre. 

Les  deux  coniques  F  —  /cS,  harmoniquemenl  inscrites  à  F  —  /c'S, 
coïncident  quand  les  racines  de  l'équation  (d)  sont  identiques,  c'est-à-dire 
quand  on  a 

(B  —  e'A;')2  —  (e'  —  3A'A:')  (3A  —  Sk')  =  0, 
ou  encore, 

(e'2  —  3eA')fe'3  4-  (9  A  A'  —  SS')k'  +  02  —  3e' A  =  0.    (2i 

La  valeur  de  k  est  alors 

B  —  S'k'         3A  —  Sk' 


k  = 


B'  —  3A'A:'  ~  %  —  Wk 


TJJ* 


et  la  relation  (l)  en  k  et  k'  devient 

ou  encore, 

[3A'^A:'  —  S\k  +  k')-\-^][S'kk'  —  S(k  +  k')  +  3A]  =  0; 

et  l'on  voit,  qu'étant  symétrique  par  rapport  à  A;  et  k',  on  aurait  aussi 
l'égalité 

(B'  —  3l'k)k'^  —  2(B  —  S'k)k'  +  3A  —  B/c  =  0, 

établissant  que  la  conique  double  k  est  harmoniquemenl  circonscrite  aux 
coniques  /c'  également  coïncidentes. 
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Les  coniques  du  faisceau  telles  que  l'une  soit  harmoniquement  inscrite 
à  Tautre  ont  donc  pour  paramètres  les  racines  de  Téquation  (2).  Ces 
coniques  coïncident  si 

(9  A  A'  —  ee')2  —  4(6»  —  3e'A)(e'2  —  3bA')  =  o, 

c'est-à-dire,  si  le  faisceau  ne  contient  que  des  coniques  bitangentes  (744). 

763.  —  Applications.  —  I.  Par  un  point  A  d*une  conique  S  harmoniquement 
circonscrite  à  une  conique  F,  on  mène  deux  droites  tangentes  à  celle-ci  aux 
points  B  et  Cet  rencontrant  S  aux  points  B'  et  C;  démontrer  que  BC  passe  par 

par  le  pôle  de  B'C  par  rapport  S. 

Désignons  par  M,  N,  F  les  points  de 
rencontre  des  tangentes  à  S  aux  points 
B'  et  C,  r/  et  A,  A  et  B'  ;  N  et  P  sont 
des  points  de  la  conique  U  (752).  Par 
suite,  les  droites  JÏP  et  PN,  PN  et  MN 
sont  conjuguées  par  rapport  à  F  et  le 
point  M  est  le  pôle  de  NP  par  rapport  à 
cette  courbe. 

De  ce  que  les  droites  NP  et  BC  sont 

conjuguées  par   rapport  à   F,   on  en 

pj     jg^  conclut  que  M  est  un  point  de  cette 

dernière  droite;   par  conséquent,  les 
droites  BC  et  B'C  sont  conjuguées  par  rapport  à  S. 

Corollaire.  —  On  joint  un  point  A  d*une  conique  à  deux  points  h  et  C 
conjugués  par  rapport  à  la  courbe  ;  les  droites  ainsi  obtenues  coupent  celle-ci 
aux  points  B'  et  C  Démontrer  que  B'C  passe  par  un  point  fixe. 

II.  A  une  conique  F  harmoniquement  inscrite  à  une  conique  S,  on  mène 
une  tangente  CAC  rencontrant  cette  dernière  courbe  aux  points  A  et  C\  par 
lesquels  on  mène  des  tangentes  à  la  conique  F.  Les  deux  points  de  contact  et 
le  pôle  de  la  tangente  CAC  par  rapport  à  S  sont  en  ligne  droite. 

Désignons  par  D  (flg.  précédente)  le  point  de  section  avec  S  de  la  tangente  à  F 
issue  du  point  C\  par  Q  le  point  de  rencontre  de  NP  avec  la  tangente  en  D  à  la 
conique  S  et  par  0  le  point  dMntersection  des  tangentes  AB\  CD. 

Nous  avons  montré,  ci-dessus,  que  le  point  M  est  le  pôle,  par  rapport  à  F,  de  la 
droite  NP;  on  prouverait  de  la  même  manière  que  Q  est  le  pôle,  par  rapport  à  la 
même  courbe,  de  la  droite  MN.  De  sorte  que  N  est  le  pôle  de  MQ.  D*un  autre  côté, 
MQ  passe  par  le  point  0  (400)  ;  par  conséquent,  0  et  N  sont  conjugués  par  rapport 
à  la  conique  F. 

Corollaire.  —  Un  tnangle  ABC  circonscrit  à  une  conique  se  meut  de  façon 
à  ce  que  deux  sommets  B  ^^  C  glissent  sur  deux  droites  conjuguées  par 
rapport  à  la  courbe.  Le  troisième  sommet  décrit  la  polaire  du  point  de  ren- 
contre des  deux  droites  conjuguées. 

Exercices.  —  1.  La  conique  U  relative  à  un  cercle  et  à  une  parabole  tangente  à 
deux  diamètres  rectangulaires  du  cercle  est  une  hyperbole  équilatère  passant  par 
le  centre  et  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux  tangentes  à  la  parabole  issues 
de  ce  point. 
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2.  La  conique  U,  relative  à  une  hyperbole  équilatère  et  à  une  parabole,  dont  le 
foyer  coïncide  avec  le  centre  de  la  courbe,  est  un  cercle  passant  par  le  centre  de 
rhyperbole. 

3.  Les  coniques,  conjuguées  à  un  triangle  donné  et  passant  par  un  point,  déter- 
minent sur  une  droite  fixe  un  système  de  points  en  involution. 

4.  Les  points  de  contact  de  deux  hyperboles  équilatères,  circonscrites  ou  con- 
juguées à  un  triangle,  avec  une  droite  donnée  sont  les  foyers  communs  d'un 
système  de  coniques  homofocales  conjuguées  ou  inscrites  au  triangle. 

5.  Trouver  le  lieu  des  milieux  des  cordes  déterminées  sur  les  axes  de  symétrie 
des  paraboles  conjuguées  ou  incrites  à  un  triangle  par  une  hyperbole  équilatère 
circonscrite  ou  conjuguée  au  même  triangle. 

6.  Par  l'un  des  points  M  de  rencontre  du  cercle  des  neuf  points  d'un  triangle 
avec  une  hyperbole  équilatère  circonscrite,  on  mène  une  tangente  à  la  conique  ; 
cette  droite  rencontre  un  côté  et  la  hauteur  correspondante  aux  points  P  et  Q. 
Démontrer  que  MP  =  MQ. 


CHAPITRE  VII. 

RÉSEAUX  DE  CONIQUES. 


§  1«  —  RéseauiL  ponctuels. 

764.  — .On  appelle  réseau  ponctuel  de  coniquesy   Tensenïble  des 
courbes  représentées  par  l'équation 

k  F(P,  Q,  R)  -f  k'  S(P,  Q,  R)  +  r  G{P,  Q,  R)  =  0,        (i) 

dans  laquelle  les  coefficients  sont  des  fonctions  linéaires  homogènes  de 
trois  paramètres  arbitraires  k,  k\  k"  et  F,  S,  G  trois  coniques  n'appar- 
tenant pas  à  un  même  faisceau. 
Si  Ton  a  une  relation  linéaire  homogène 

pk  +  qk'  4-  rk"  =  0 

entre  ky  k',  k",  les  coefficients  de  Téquation  (1)  sont  des  fonctions  linéaires 
homogènes  de  deux  paramètres  arbitraires  ;  dans  ce  cas,  elle  représente,  par 
conséquent,  un  faisceau. 

On  dit  que  le  faisceau  appartient  au  réseau,  lequel  en  contient  évidem- 
ment une  infinité. 

Si  la  conique 

p¥  +  p'S  4-  p"G  =  0 
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appartient  au  faisceau  déterminé  par  les  deux  autres 

^F  +  ^'S  +  ^"G  =  0,        r¥  +  r'S  +  r"G  =  0, 

son  équation  est  de  la  forme 

^F  +  ^'S  +  q"G  —  /c(rF  +  r'S  +  r"G)  =  0, 
et  Ton  a 

q^kr   _   q'  —  kr'   _   q"—kr"   ^ 


p               p 

f 

ou  encore,  en  éliminant  k  et  6, 

P. 

<?.      »• 

D  — 

P', 
P", 

q,      r 
q  ,     r 

— 

Par  suite,  D    :  0  exprime  que  les  trois  coniques  ci-dessus  n'appar- 
tiennent pas  à  un  même  faisceau. 
Il  en  résulte  donc  que,  si 

pY  +  p'S  -h  p"G  =  0,     ^F  +  (/'S  +  g"G  =  0,     rF  -f  r'S  +  r"G  =  0 

sont  les  équations  de  trois  coniques  n'appartenant  pas  à  un  même  faisceau, 
l'équation 

A'(pF  +  jE?'S  -h  //'G)  +  k\qY  +  ^'S  +  ^"G)  +  ^"(rF  4-  r'S  +  r"G)  =  0, 

ou  encore, 

(pk  +  qk'  +  rA:")F  +  [p'k  +  q'k'  ■¥  r'ik")S  +  {p"k  +  q"k'  +  r"r)G  =  0 

est  équivalente  à  l'équation  (1),  car  D  n'étant  pas  nul,  les  paramètres 

pk  -h  qk'  -f  r/t",      pk  +  qk'  +  r'k'\      fk  +  q"k'  +  r"/c", 

ne  sont  liés  par  aucune  relation. 

Un  réseau  est  donc  défini  par  trois  quelconques  de  ses  coniques  n'appar- 
tenant pas  à  un  même  faisceau. 

766.  — Par  deux  points  donnés^  on  ne  peut  généralement  faire  passer 
qu'une  conique  du  réseau.  En  effet,  en  écrivant  que  l'équation 

A'F  -f  /c'S  -h  k"G  =  0 

est  vérifiée  par  les  coordonnées  des  deux  points,  on  obtient  deux  relations 
homogènes  du  premier  degré  en  A:,  k'\  /c",  qui  déterminent  généralement 
un  système  de  valeurs  pour  ces  paramètres. 

CorùUaire.  —  Le  réseau  contient  généralement  un  cercle  (643),  par 
conséquent  une  infinité  de  faisceaux  cycliques. 
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Il  contient  aussi  un  faisceau  d'hyperboles  équilatères,  puisque  ces 
courbes  sont  déterminées  par  la  relation 

(a»  -f  b^) {Ik  +  /'fc'-f  rk")  + .. . -h  2(a'a"-f  6'/?")  {kf+  k'f-\-  k"f')  + . . . =0. 

Le  réseau  contient  aussi  une  infinité  de  coniques  se  réduisant  à  un 
couple  de  droites,  puisque  chaque  faisceau  en  contient  généralement  trois. 
Le  point  de  rencontre  des  droites  de  chacun  de  ces  couples  s'appelle 
point  double  du  réseau. 

766.  —  Jacobienne.  —  Les  points  doubles  d'un  réseau  sont  situés 
sur  une  courbe  du  troisième  degré  appelée  Jacobienne  du  réseau  et  dont 
l'équation  s'exprime  assez  simplement. 

Équation  de  la  courbe.  —  Si  une  conique  quelconque 

fcF  +  ifc'S  +  k"G  =  0 

du  réseau  se  réduit  à  deux  droites  se  coupant  en  un  point  H,  la  polaire 
d'un  point  quelconque,  par  rapport  à  cette  conique  dégénérée,  passe  par  H 

(385,  III). 

Le  point  H  est  donc  le  point  de  concours  des  polaires 

^F;  -f  k'^\  -f  k"G\  =  0, 
A:F'^  +  k'&\  +  k"G\  =  0, 
kY\  +  k'%\  +  ^"G',  =  0, 

des  sommets  du  triangle  fondamental  par  rapport  au  couple  de  droites 

considéré. 
Le  point  H  décrit  donc  la  courbe  représentée  par  l'équation  du  troisième 

degré 

F'p.    s;,    g; 

FV    SV    G', 

f;,  s;,  g; 

767.  —  On  obtient  la  même  équation  en  exprimant  qae  les  polaires 

PF;,  +  QF',,  +  RF',,  =  0, 

PS',,  +  QS',,  +  RS',,  =  0.  (2) 

PG',,  +  QGV  +  RG',,  =  0, 

d'un  même  point  H'(P',  Q',  R')  par  rapport  aux  coniques  fondamentales 

F  ==  0,      S  =  0,      G  =  0, 

du  réseau  sont  concourantes  (577).  Donc, 

Si  H'  décrit  la  Jacobienne  du  réseau,  ces  trois  polaires  passent  par 
un  même  point  H. 


=  0. 
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768.  —  Si  H'  est  un  point  de  la  Jacobienne,  la  polaire  de  ce  point 
par  rapport  à  une  courbe  quelconque 

A;F  +  k'S  +  k"G  =  0 

du  réseau  passe  par  le  point  H,  car,  Téquation 

-f  R(feFV  -h  /c'SV  +  ik"GV)  =  0, 
ou  encore, 

fe(PFV  +  QF',,  +  RFV)  +  ^'(PS;,  +  QSV  +  RS',,) 

+  ^"(PGV  +  QG'^;  +  RG;,)  =  0, 

de  cette  polaire  est  satisfaite  par  les  coordonnées  du  point  H,  lesquelles 
annulent  les  premiers  membres  des  équations  (2). 

La  Jacobienne  d'un  réseau  est  donc  aussi  le  Lieu  des  points  W  dont  les 
polaires  par  rapport  à  toutes  les  coniques  du  système  passent  par  un 
même  point  H. 

769.  —  Le  point  H  fait  évidemment  partie  de  la  Jacobienne,  car,  si  la 
polaire  de  H'  par  rapport  à  une  conique  quelconque  du  réseau  passe  par  H, 
réciproquement,  la  polaire  de  H,  par  rapport  à  la  même  courbe,  passe  par  H'. 

Les  polaires  de  H,  par  rapport  à  toutes  les  coniques  du  réseau,  passent  donc 
par  un  même  point  H',  ce  qui  prouve  que  H  appartient  à  la  Jacobienne. 

770.  —  Les  points  H  et  H' sont,  par  conséquent,  deux  points  conjugués 
par  rapport  à  toutes  les  coniques  du  réseau.  Ces  courbes  déterminent  donc 
sur  la  droite  HH'  un  système  de  points  en  involution,  dont  H  et  H'  sont 
les  foyers.  Par  suite. 

Si  Vune  des  coniques  du  réseau  est  tangente  à  la  droite  HH',  le  point 
de  contact  est  H  ou  H'; 

Si  Vune  des  courbes  se  réduit  à  deux  droites,  leur  point  de  rencontre 
coïncide  avec  Vun  ou  Vautre  des  points  de  contact  H  ou  W  (ce  que  tious 
avons  déjà  démontré),  à  moins  que  Vune  des  droites  ne  coïncide  avec  HH'. 

D'où  il  résulte  que  le  point  de  section  de  HH'  avec  la  Jacobienne  est  le 
centre  d'un  couple  de  droites  du  réseau  dont  Tune  d'elles  est  HH'. 

771.  —  Enveloppe  de  la  droite  HH'.  —  Désignons  par  P,  Q,  R  et 
P',  Q',  R',  les  coordonnées  des  points  H  et  H'.  Ces  points  étant  conjugués 
par  rapport  à  trois  coniques  quelconques  du  réseau,  on  a  les  relations  : 

2/PP'  +  2mQQ'  -f  2nRR'  +  2AQR'+  Q'R)  +  2^(RP'  +  R'P)  +  2/fc(PQ'  +  P'Q)=0, 
2/'PP'  +  Sm'QQ'  +  2n'RR'  +  2/*'(QR'+ Q'R) + 2^'(RP' + R'P)  +  2A'(PQ' + P'Q) = 0, 
2/"PP'+2m"Û0'+ 2w"RR'+ 2/'"(QR'-Hi'R) + 2^"(RP'+ R'P) + 2/i"(PQ'+ P'Q) = 0. 
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Si  nous  représentons  par  l,  fz,  v  les  coordonnées  tangentielles  de  la 
droite  HH\  on  a  les  deux  relations 

XP  +  fxQ  -h  vR  =  0,       XF  +  fzQ'  -h  vR'  =  0. 

Multipliant  la  première  de  ces  deux  égalités  par  Q',  la  seconde  par  P 
et  ajoutant,  on  a  : 

2XPP'  +  fz(PQ'  +  P'Q)  +  v(RP'  +  RT)  =  0. 

On  a  de  même  : 

X(PQ'  +  P'Q)  +  2^QQ'  +  MQR'  +  Q'R)  =  0, 
X(RP'  -f  RT)  +  f/(QR'  +  Q'R)  +  2yRR'=  0. 

Ces  trois  équations,  jointes  aux  premières,  nous  permettent  d'éliminer 
2PP',     2QQ',    2RR',    QR'  H-  Q'R,     RP'  +  RT,     PQ'  +  P'Q. 


Le  résultat 

/, 

m, 

». 

% 

2ff, 

2/t 

l'. 

m'. 

n', 

2r, 

2f/', 

2/i' 

l'\ 

m". 

«", 

2r', 

2?". 

2/i" 

\ 

0, 

0, 

0, 

V, 

K 

0, 

f. 

0, 

V, 

0, 

X 

0, 

0, 

V, 

f^. 

X, 

0 

=  0, 


de  cette  élimination  est  l'équation  tangentielle  de  l'enveloppe  de  HH'.  C'est 

une  courbe  de  troisième  classe  qui  se  réduit  à  une  conique  et  à  un  point  C, 

quand 

n=n'  =  n"  =  0, 

c'est-à-dire,  quand  les  coniques  du  réseau  ont  un  point  commun  G. 

Elle  se  réduit  à  trois  points  C,  B,  P  quand,  outre  la  condition  pré- 
cédente, on  a  : 

m  =  m'  =  m"  =  0. 

Les  coniques  du  réseau  ont  alors  deux  points  communs  C  et  B. 

772.  —  On  peut  encore  trouver  l'équation  de  l'enveloppe  de  HH'  sous  plusieurs 
autres  formes  remarquables. 
Imaginons  une  conique 

T(P,  Q,  R)  -  /.P2  +  w,Q2  +  w,  R2  +  s/'^QR  +  2^,Rp  +  2/i.PQ  -  0       (3) 
passant  par  les  deux  points  H  et   H'.  La  droite  HH'  étant  divisée  harmoni- 
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quement  par  cette  courbe  et  la  conique  F,  ses  coordonnées  X,  p.,  v  satisfont  à 
l'équation  ^  (716) 

+  (w/|    +  n,/  —  %,)  [x2  +  2(/^^  +  htf—  mg^  —  m,^)vX 

+  {lmx  +/,w— 2/i/ii)v2  +2(/^,  +ft9  —  nht  -n,/i)Xp.  =  0. 

On  a  aussi  deux  équations  analogues  correspondant  aux  coniques  S  et  G. 
Ses  trois  équations  se  réduisent  à 

/,(mv2  — 2/jj.v  +nfjL2)  +w,(r?X2  — 2^X  +/v2)  +n,(/[x2  — S/iXfx  +mX2)  =0, 
/,  (m'v2— 2/-Vv  +wV2)  +m,  (n'X2  — 9^'vX  +/'v2)  +n,  (/V2  — ^^'Xjx  +m'X2)  =0, 
/,  (m"v2-.2/'"jj,v+n'V2)-HWi  r«"X2-^"vX+/"v2)+w,  {/"|x2-2/j"Xhl+»»"X2)=0, 

lorsque  la  conique  auxiliaire  passant  par  H  et  H\  est  en  même  temps  conjuguée 
au  triangle.  En  éliminant  /i,  mi,  n,,  entre  ces  trois  équations,  on  obtient 


mv2  —  SAjAv  +W[ji2  ,  nX2  — 2^X  +/v2  ,  ;(jl2  — 2/tXjj.  +mX2 
m'v2  -  2rp.v  +  n'|x2 ,  n'X2  — V^X  +  /V  ^  /'jj^s  _  g/^'x^j,  +  m'X2 
m"v2-.  s/'Vv-h  n'V2,    n"X2-2^"vX+  r'v2,    /"jj,2_  2/i"Xîjl+  m"X2 


=  0, 


pour  l'équation  de  l'enveloppe  de  HH'. 
Si  nous  avions  écrit  l'équation  de  la  conique  ^  relative  à  F  et  à  T  sous  la  forme 

4e(p(X,  HL,  v)  -  T(cp'^.  cp'^,  cp^)  =  0, 
nous  aurions  obtenu,  dans  le  cas  où  la  conique  T  est  conjuguée  au  triangle, 


/,(4L(p    —  (p'2^)  +  m,(4M(p 
/,  (4L'2  —  2'«j^)  +  m,(4M'(p 
/,(4L'T-r2^)  +  m,(4M'T 

et,  en  éliminant  Zi,  mi,  f?i. 


S'y  +  «i(4N'2; 
Pa  )  +  n,(4N"r 


9\) 


0. 
0, 
0, 


f'\ 


ihp    —(p\  ^M(p    —  <p'2  ,  4N(p 

4L'S  —^\  4M'S  —  S'2  ,  4N'S  —1'^ 

4L'T  — r2..  4M'T  — r2  ,  4N'T— r2v 

A  JX 


«0. 


Cette  méthode  nous  montre  que  l'équation,  dont  il  s'agit,  est  susceptible  de 
prendre  d'autres  formes  symétriques,  qui  dépendent  du  choix  de  la  conique  auxi- 
liaire T.  Celle-ci  peut  toujours  être  représentée  par  l'équation  obtenue  en  égalant 
à  zéro  l'ensemble  de  trois  termes  quelconques  de  l'équation  (8).  A  chacune 
de  ses  équations  à  trois  termes  correspondent  deux  formes  particulières  de 
l'équation  de  la  courbe  enveloppe  de  la  droite  HH'. 
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778.  —  Si  deux  coniques  du  réseau  sont  tangentes,  la  Jacohienne 
fasse  par  leur  point  de  contact  H  ;  car  les  polaires  de  ce  point,  par  rapport 
à  ces  deux  coniques  et  à  une  troisième  quelconque  du  réseau,  se  coupent 
en  un  autre  point  H'. 

774.  —  Dans  un  faisceau  ponctuel  de  coniques,  il  y  en  a  généralement 
six  qui  sont  tangentes  à  une  conique  donnée. 

En  effet,  soient  F  et  S  deux  coniques  du  faisceau,  6  la  conique  donnée, 
et  considérons  le  réseau  défini  par  ces  trois  courbes.  D'après  ce  que  nous 
venons  de  dire,  le  point  de  contact  de  toute  conique  du  faisceau  donné, 
avec  la  conique  G,  est  situé  sur  la  Jacobienne  du  réseau.  Comme  cette 
cubique  coupe  la  conique  G  en  six  points  f  ),  on  en  conclut  qu'il  y  a  six 
points  de  contact  et,  par  suite,  six  coniques  qui  répondent  à  la  question. 

776.  —  Point  double.  —  Tout  point  H  commun  aux  coniques  d'un 
réseau  fait  partie  de  la  Jacobienne,  et  comme  il  coïncide  avec  son 
conjugué  H',  on  en  conclut  que  lorsque  les  coniques  du  système  passent 
par  un  point  fixe,  ce  point  est  un  point  double  de  la  Jacohienne, 

776.  —  Si  les  coniques  du  réseau  ont  deux  points  communs,  la 
Jacobienne  a  deux  points  doubles;  elle  se  décompose  alors  en  une  droite 
et  une  conique  passant  toutes  deux  par  les  points  communs  aux  courbes. 

Si  nous  prenons,  en  effet,  comme  sommets  du  triangle  fondamental,  un 
point  A  quelconque  et  les  deux  points  B  et  G  communs  aux  coniques,  une 
de  ces  courbes  a  pour  équation 

/P2  +  2/QR  +  2gfRP  +  2/iPQ  =  0. 

Deux  autres  coniques  du  réseau  sont  constituées  par  des  couples  de 
droites,  parmi  lesquelles  se  trouve  le  côté  BC  du  triangle  joignant  les 
deux  points  donnés  ;  ces  couples  de  droites  ayant  pour  équations 

rP2  +  2^'RP  +  •2/i'PQ  =  0, 
/"P»  -h  2</"RP  +  2/ï"PQ  ==  0, 

la  Jacobienne  du  système  est  représentée  par 

^P    +hQ,    -¥gK,      hV  +  fK,      gV -^  fQ 
/'P  +  VQ  +  ^'R,         AT,  g'P 

l'V  +  /i"Q  +  ^"R,        /l'T,  g'V 


=  0, 


(*)  Une  courbe  du  degré  m  rencontre  généralement  une  courbe  de  degré  n  en  mn  points  ; 
car,  en  éliminant  y  entre  les  équations  des  deux  courbes,  on  obtient  généralement  une 
équation  du  degré  mn  en  x, 

35 


S46 

ou,  après  quelques  transformations, 

—  2QR,    P*,    PQ, 

PF 

p 

h         f,       9, 

h 

A 

l',        0,       g', 

h' 

l",       0,       g". 

h" 

=  0, 


équation  qui  représente  le  côté  BC  du  triangle  fondamental  et  une  conique 
passant  par  les  sommets  B  et  G  du  même  triangle. 
Cette  conique  se  réduit  elle-même  à  un  couple  de  droites,  quand 


^'  =  /i'  =  0 


ou 


g"  =  k"  =  0, 


c'est-à-dire,  quand  le  côté  BC  est  une  droite  double  du  réseau  ;  les  coniques 
du  système  sont  alors  doublement  tangentes  en  B  et  C. 
La  Jacobienne,  dans  ce  cas,  a  pour  équation 


P2 


P,    Q,    R 

0,     9\    W 


=  0. 


777. —Applications.  —  I.  Si  les  deux  points  communs  sont  les  points  cycliques, 
les  coniques  sont  des  cercles  et  la  Jacobienne  du  réseau  se  compose  de  la  droite 
de  rinfini  et  d'un  cercle  qui  n*est  autre  que  le  cercle  orthogonal  (155). 

Donc,  par  deux  points  on  peut  mener  deux  cercles  tangents  à  un  cercle 
donné  S;  les  points  de  contact  sont  à  Tintersection  du  cercle  S  avec  le  cercle 
orthogonal  du  réseau  défini  par  S  et  les  deux  points  (solution  élémentaire). 

II.  Lorsque  le  réseau  se  compose  d'hyperboles  équilatères,  la  Jacobienne  se 
réduit  à  la  droite  qui  joint  les  deux  points  communs  B  et  C  et  au  cercle  décrit  sur 
BC  comme  diamètre.  Car,  ce  cercle  est  le  lieu  des  points  de  rencontre  des  couples 
de  droites  rectangulaires  passant  par  les  points  B  et  G,  et  ces  couples  de  droites 
sont  des  coniques  dégénérées  du  réseau. 

Ces  couples  de  droites  rectangulaires  déterminent,  sur  une  perpendiculaire  à  BC, 
un  système  de  points  en  involution  Syant  pour  foyers  les  points  de  section  H  et  H' 
de  la  circonférence  avec  cette  perpendiculaire.  Donc  : 

Les  hyperboles  équilatères  passant  par  deux  points  déterminent,  sur  une 
perpendiculaire  à  la  droite  gui  les  joint,  un  système  de  points  en  involution, 
ayant  pour  foyers  les  points  d'intersection  de  cette  perpendiculaire  avec  la 
circonférence  décrite  sur  la  distance  des  points  communs  comme  diamètre. 

778.  —  Droite  double.  —  Généralement,  un  réseau  ne  contient  pas  de 
droite  double;  il  faut  pour  cela  que,  pour  certaines  valeurs  de  k,  k\  A", 
on  ait  une  identité  de  la  forme 

kY  +  k'&  +  k"G  =  (XP  +  fjiQ  +  vR)*. 
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Cette  identité  donne  six  équations  entre  X,  fx,  v,  k,  k',  k". 

En  éliminant  X,  yi,  y,  on  obtient  trois  relations  homogènes  entre  k,  k\  k'\ 
lesquelles  entraînent  une  équation  de  condition  entre  les  coefficients  des 
équations  des  coniques. 

Lorsque  cette  condition  est  satisfaite,  l'égalité  précédente,  ou 

kY  =  (XP  +  ^Q  4-  vR)2  —  it'S  —  rC, 

est  une  identité  pour  certaines  valeurs  de  fc,  k\  k";  donc.  Tune  des 
coniques,  F  par  exemple,  est  bitangente  à  une  certaine  conique  du  faisceau 
déterminé  par  les  deux  autres  S  et  G,  la  ligne  des  contacts  étant  la  droite 
double. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  des  coniques  F,  S,  G  s'applique  évidem- 
ment à  trois  coniques  quelconques  du  réseau  n'appartenant  pas  au  même 
faisceau,  puisque  ces  dernières  définissent  le  réseau  au  même  titre  que 
les  premières. 

779.  —  Application.  —  Considérons  un  réseau  comprenant  deux  coniques 
bitangentes  et  la  droite  double  de  Tlnfini.  Le  réseau  est  encore  défini  par  cette 
même  droite  double  et  par  les  couples  des  asymptotes  des  deux  coniques 
bitangentes. 

//  existe  donc  une  conique  passant  par  les  points  d'intersection  des 
asymptotes  des  coniques  données  et  bitangente  à  la  droite  de  IHnfini,  suivant 
la  Cùrde  des  contacts  des  coniques  bitangentes  données^ 

Or,  une  conique  bitangente  à  la  droite  double  de  Tinfini  se  compose  de  deux 
droites  parallèles  à  la  corde  des  contacts,  son  équation  étant,  en  effet,  de  la  forme 

(XP  +  (xQ  +  vR)2  -  kHl?  +  TiQ  +  ÎR)2  ==  0. 

ou,  en  décomposant, 
[XP  +  p.Q  +  vR  +  /1:«P  +  TiQ  +î  R)][XP  +  jxQ  +  vR  -  A(ÇP  +  7,Q  +  ÇR)]  =  0. 

On  en  conclut  le  théorème  : 

Les  points  d'intersection  des  asymptotes  de  deux  coniques  bitangentes  sont 
situés  sur  deux  parallèles  à  la  corde  des  contacts. 

780.  —  La  Jacobienne  d'un  réseau  qui  contient  une  droite  double 
AB  se  réduit  à  la  droite  et  à  une  conique. 
En  effet,  en  désignant  par 

(XP  +  ixQ  +  vR)2  =  0 

l'équation  de  la  droite  double,  le  réseau  peut  se  représenter  par 

k¥  +  fe'S  +  r(XP  +  uQ  +  vR)2  =  0. 
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La  Jacobienne  a  donc  pour  équation 


(XP  +  aQ  +  vR) 


F'       F'       F' 

S'p,     S'q,     S'^  ;  =  0, 
X,       II,       V 


laquelle  représente  la  droite  AB  et  une  conique  0  passant  évidemment  par 
les  pôles  de  la  droite  AB  par  rapport  aux  coniques  du  réseau  (387  et  768'. 
On  peut  s*en  assurer,  du  reste,  en  remplaçant  les  coordonnées  courantes 
P,  Q,  R  par  celles  du  pôle  de  AB  par  rapport  à  une  conique  quelconque 
F  du  réseau.  Le  résultat  de  la  substitution  est  : 


F' .  ,      F' ,  ,      F' , 


^X 


?>' 


? 


^, 


X, 


I 


Cette  conique  0  est  donc  le  lieu  des  pôles  de  la  droite  double  AB  par 
rapport  à  toutes  les  coniques  du  réseau. 

C^est  aussi  le  lieu  des  points  de  section  H'  des  polaires  d'un  point  H  de 
AB  par  rapport  aux  coniques  du  faisceau  déterminé  par  F  et  S  (768). 

781.  —  Ces  deux  théorèmes  peuvent  se  démontrer  directement. 

En  désignant  par  P',  Q\  R'  les  coordonnées  du  pôle  de  AB,  par  rapport  à  une 
conique  quelconque  du  réseau,  on  a  : 

AFV'+Ar'SV-f  2A"X(XP'+hlQ'+vR')  :  X  =  AFV+^'S'q'+2A:'V(XP'+|iQ'+vR0  :  |i 

-  kF\^  +  k'S\r  +  2A;"v(XP'  +  p-Q'  +  vRO  :  v. 

Éliminant  k,  k\  2A:"(XP'  +  [xQ'  +  vR'),  on  obtient 

F'ps      S'ps      X 
F'o'.      S'q',      |x     =0, 

équation  de  la  conique  0. 

De  même,  en  désignant  par  P\  Q',  R'  les  coordonnées  du  point  H  de  la  droite  A6, 
on  voit  qu'on  obtient  le  lieu  de  H'  en  éliminant  P',  Q',  R'  entre  les  trois  équations 

XP'  +  ixQ'+  vR'  =  0,     P'F'p  +  Q'F'q  +  R'F'h  =  0,     P'S'p  +  Q'S'q  +  R'S'«  =  0, 

ce  qui  donne  encore  Téquation  ci-dessus. 

782.  —  Appucations.— I.  Les  points  de  contact,  avec  AB,  des  coniques  du  feis- 
ceau  déterminé  par  F  et  S,  qui  sont  tangentes  à  cette  droite,  sont  évidemment 
les  points  d'intersection  de  celle-ci  avec  la  conique  0.  Donc, 

Dans  un  faisceau  ponctuel  il  y  a  deux  coniques  tangentes  à  une  droite 
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donnée,  et  réelles  ou  imaginaires  suivant  que  les  points  d'intersection  de 
cette  droite  avec  la  conique  0  sont  réels  ou  imaginaires. 

Corollaire.  >-  Les  deux  paraboles  d'un  faisceau  ponctuel  sont  réelles  ou 
imaginaires  suivant  que  la  conique 

^  p»       s  Qi      S  n   ;  =  0 

est  une  hyperbole  ou  une  ellipse.  Les  axes  de  symétrie  de  ces  paraboles  sont 
parallèles  aux  asymptotes  de  cette  conique. 

II.  L*équation  ci-dessus  représente  aussi  le  lieu  géométrique  des  centres  des 
coniques  du  faisceau  déterminé  par  F  et  S,  c'est-à-dire  la  conique  des  neuf 
points  du  faisceau,  ce  qui  rend  le  corollaire  ci-dessus  évident. 

Cette  conique  est  l'hyperbole  d'Apollonius,  si  S  représente  un  cercle  (475);  cette 
courbe  a,  par  conséquent,  pour  équation 


où  Ton  a  posé 


F'p, 

V'p. 


F'o,    F'. 


Q» 


^i, 


=  0. 


V(P,  Q,  R)  =  n(QR'  -  Q'R,  RP'  —  R'P,  PQ'  —  P'Q). 

ni.  Il  y  a  quatre  coniques  bitangentes  à  une  conique  S  suivant  une  droite 
donnée  et  tangentes  à  une  autre  conique  F  ;  les  points  de  contact  sont  situés 
sur  la  conique'  0,  lieu  des  pôles  de  la  droite  par  rapport  aux  coniques  du 
faisceau  défini  par  S  et  F. 

En  effet,  les  points  de  contact  des  coniques  bitangentes  à  S,  avec  la  conique  F, 
sont  situés  sur  la  Jacobienne  du  réseau  défini  par  les  coniques  F,  S  et  la  droite 
donnée  considérée  comme  droite  double. 
Coi'ollaires.  —  i.  Lorsque  la  droite  donnée  est  à  Tinfini,  on  a  le  théorème  : 
Il  y  a  quatre  coniques  ayant  pour  asymptotes  deux  droites  données  et  tan- 
gentes à  une  conique  donnée;  les  quatre  points  de  contact  sont  situés  sur  la 
conique  des  neuf  points  du  faisceau  défini  par  les  deux  droites  et  la  conique 
données, 
2.  Lorsque  la  droite  donnée  est  la  directrice  de  la  conique  S,  le  théorème  devient  : 
Les  quatre  points  de  contact  d'une  conique  F  avec  les  quatre  coniques  ayant 
une  directrice  et  tm  foyer  donnés,  sont  situés  sur  une  troisième  conique  pas- 
sant par  le  foyer  donné  et  par  le  pôle  de  la  directrice  par  rapport  à  F.  Elle  a 
pour  équation 


r 


F' 
'  p* 

X,  [A 


Q»      * 

V'g,      V 


R 

r 
R 


=  0. 


3.  Lorsque  la  directrice  donnée  se  trouve  à  Tinfini,  le  théorème  ci-dessus  se 
transforme  comme  suit  : 

Les  quatre  points  de  contact  d'une  conique  F  avec  les  quatre  cercles  concen- 
triques de  centre  donné,  sont  situés  sur  une  troisième  conique  passant  par 
les  centres  des  cercles  et  de  la  conique  F.  Cest  l'hyperbole  d'Apollonius. 
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783.  —  Lorsqu*il  s'agit  d'un  réseau  de  coniques  conjuguées  à  un  triangle,  la 
Jacobienne  se  réduit  aux  trois  côtés  de  ce  triangle.  En  effet,  en  choisissant 
celui-ci  comme  triangle  fondamental,  le  réseau  est  représenté  par 


AP2  +  ifc'Q»  +  A"R«  =  0, 


et  la  Jacobienne  par 


p. 

0, 

0 

0. 

Q, 

0 

=  PQR  =  0. 

0, 

0, 

R 

F',. 

FV 

F', 

S'„ 

^  Q« 

S'. 

W'„ 

W'.. 

W, 

On  tire  de  là  une  méthode  pour  trouver  les  équations  des  côtés  d*un  triangle 
conjugué  à  deux  coniques  F  et  S.  Il  suffit  d'adjoindre  à  ces  deux  courbes  la  polaire 
réciproque 

W(P,Û,R)  =  S(F'p,FQ,F'a)  =  0 

de  Tune  d'elles  par  rapport  à  l'autre,  et  de  considérer  le  réseau  déterminé  par  ces 
trois  courbes  qui  ont  un  triangle  conjugué  commun.  La  Jacobienne  de  ce  réseau 
se  compose  des  trois  côtés  du  triangle;  ceux-ci  ont  donc  pour  équation  cubique 


=  0. 


Exercices.  —  1.  Donner  l'équation  du  cercle  orthogonal  à  trois  cercles  donnés. 
2.  On  donne  deux  faisceaux  de  coniques  ;  on  demande  le  lieu  des  points  de 
contact  d'une  conique  du  premier  faisceau  avec  une  conique  de  l'autre. 
En  représentant  les  deux  faisceaux  par 

F-tô  =  0,       f'-'k!s'=-0, 

le  point  dont  on  demande  le  lieu  se  trouve  sur  les  deux  courbes 

F'p,  F'p,  F', 

^  Q«  S  Q,  Su 


=  0,        f—k's^O. 


Pour  achever  la  question ,  il  suffit  d* éliminer  V! entre  les  équations  ci-dessus  ; 
le  lieu  est  généralement  du  cinquième  degré, 

3.  Examiner  le  cas  où  les  deux  faisceaux  sont  circulaires. 

4.  Lieu  des  centres  des  coniques  passant  par  deux  points  et  touchant  une  droite 
donnée  en  un  point  donné. 

5.  Par  un  point  M,  on  mène  une  parallèle  à  sa  polaire  par  rapport  à  une  conique. 
Trouver  l'enveloppe  de  cette  droite  lorsque  M  décrit  l'hyperbole  d'Apollonius  rela- 
tive à  un  point  fixe  P. 

6.  Les  diamètres  de  deux  coniques,  conjugués  à  une  même  direction,  se  ren- 
contrent en  un  point  ;  trouver  l'enveloppe  de  la  droite  menée  de  ce  point  parallè- 
lement aux  cordes  conjuguées  aux  deux  diamètres. 

7.  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  d'un  point  donné 
aux  coniques  d'un  faisceau  ponctuel. 
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8.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  d'un  réseau  ponctuel. 
Mettre  l'équation  du  lieu  sous  forme  d'un  déterminant  à  quatre  lignes  égalé  à  zéro. 

9.  Dans  un  réseau  ponctuel,  il  y  a  généralement  six  couples  de  droites  rectan- 
gulaires. 

10.  Les  cercles  des  neuf  points  relatifs  aux  faisceaux  équilatères  d'un  réseau 
équilatère  forment  un  réseau. 

§  fS^«  —  Réseaux  tan^entiels. 

784.  —  On  appelle  réseau  tangentiel  de  coniques  l'ensemble  des 
courbes  représentées  par  l'équation  tangentielle  du  second  degré 

k(p{\,  II,  v)  +  A;'2(X,  fx,  v)  +  k'T{X,  ^,  v)  ±=  0, 

dans  laquelle  les  paramètres  k,  k\  k"  sont  des  variables,  et  où  les 

équations 

(p  =  0,      2  =  0,      r  =  0, 

représentent  des  coniques  n'appartenant  pas  à  un  même  faisceau  tangentiel. 

785.  —  Quand  on  se  donne  une  relation  linéaire  homogène 

j>k  +  qk'  4-  rk"  =  0, 

entre  les  paramètres  k,  k',  k",  l'équation  précédente  est  linéaire  et  homo- 
gène par  rapport  à  deux  paramètres  et  représente,  par  conséquent,  un 
faisceau  qui,  dit-on,  appartient  au  réseau.  Celui-ci  en  contient  évidemment 
une  infinité.  Donc, 

Les  coniques  d'un  réseau  tangentiel  tangentes  à  une  droite  donnée 
forment  un  faisceau  tangentiel. 

Un  ré>seau  tangentiel  contient  un  faisceau  de  paraboles. 

786.  —  Un  réseau  tangentiel  est  défini  par  trois  quelconques  de  ses 
coniques  qui  n'appartiennent  pas  à  un  même  faisceau  ;  la  démonstration 
est  analogue  à  celle  du  n**  764. 

787.  —  Caylayenne  d'un  réseau  tangentiel.  —  Parmi  les  coniques 
d*un  réseau  tangentiel,  il  y  en  a  une  infinité  qui  sont  réduites  à  deux  points, 
puisque  chaque  faisceau  en  contient  généralement  trois.  La  droite  qui  joint 
un  couple  de  ces  points  est  appelée  droite  double  du  réseau  tangentiel. 

Les  droites  doubles  d'un  réseau  tangentiel  enveloppent  une  courbe  de 
troisième  classe,  appelée  Caylayenne  du  réseau.  On  en  trouve  facilement 
l'équation  en  remarquant  que,  si  une  conique  quelconque 

fccp  -f  k'I  +  A-'T  =  0  (1) 
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da  réseau  se  réduit  à  deux  points,  la  polaire  d'un  point  quelconque,  par 
rapport  à  cette  conique,  est  la  droite  qui  joint  le  couple  de  points  (413). 

En  désignant  par  X,  fz,  v  les  coordonnées  tangentielles  de  cette  droite, 
et  par  P,  Q,  R  les  coordonnées  ponctuelles  de  son  pôle,  on  a  : 

P  Q  R 


nr*' 


k<p\  +  k'I\  +  k'T\      k(p'    +  k'I'    +  k'T 


'.. +k'2'.. +  fc"r'.' 


Il 


et  comme,  dans  le  cas  où  k,  k',  k"  sont  tels  que  l'équation  générale  (1) 
représente  deux  points,  ces  ^lités  ont  lieu,  quelles  que  soient  les  coor- 
données P,  Q,  R,  on  a  les  trois  relations  suivantes  : 

kip\  +  k'l\  +  k'T'j^  =  0, 

.  +  k'I'  +  k"r  =  0. 


La  droite  (X,  (t,  v)  enveloppe  donc  la  courbe 


f'X'     ^'X'     ^'x 


9V. 


v/ 


V» 


=  0. 


788.  —  On  peut  remarquer  que  Ton  obtient  le  même  résultat  en  éli- 
minant X',  fji',  v'  entre  les  équations 

X'<p'x  +  (x'<p'^  +  v'f,  =  0, 
X' v^  +  f.'2'^  +  v'i;  =  0, 

XTV  +  /r;  +  vt;  =  0, 

qui  expriment  que  la  droite  (X,  f*,  v)  est  conjuguée  à  la  droite  (X',  f/',  v') 
par  rapport  aux  coniques  9,  2  et  r  du  réseau. 

Ces  équations  expriment  encore  que  les  pôles  de  la  droite  (X,  fz,  y)  par 
rapport  à  ces  trois  coniques  sont  sur  la  droite  (X',  fz',  v').  Donc, 

Lorsqu'une  droite  enveloppe  la  Caylayenne  d'un  réseau,  ses  pâles  par 
rapport  à  trois  coniques  (p,  1  elT  du  réseuu  sont  en  ligne  droite. 

Les  trois  égalités  ci-dessus  entraînant  la  suivante 

ou  encore, 
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on  en  conclut  que  les  droites  (X,  pt,  v)  et  (X',  fx',  v')  sont  conjuguées  par 
rapport  à  toutes  les  coniques  du  réseau,  ou  : 

La  Caylaymne  d'un  réseau  est  l'enveloppe  des  droites  dont  les  pôlesy  par 
rapport  à  toutes  les  coniques  du  système,  sont  en  ligne  droite, 

789.  —  La  di*oite  (X',  fx',  v'),  contenant  les  pôles  d'une  tangente  (X,  fx,  v) 
à  la  Caylayenne,  enveloppe  aussi  la  même  courbe.  Car,  de  ce  que  ces 
droites  sont  conjuguées  par  rapport  à  une  conique  quelconque  du  réseau, 
le  pôle  de  (X',  ^\  v'),  par  rapport  à  cette  conique,  est  situé  sur  la  droite 
(X,  fz,  v).  Par  suite,  celle-ci  contient  tous  les  pôles  de  (X',  fx',  v')  par 
rapport  aux  coniques  du  réseau. 

790.  —  Lieu  du  point  de  section  0  des  droites  (X,  fx,  v)  et  (X',  /,  v'). 
—  D'après  ce  qui  précède,  les  tangentes  aux  coniques  du  réseau,  menées 
par  le  point  de  section  0  des  droites  (X,  f/,  v)  et  (X',  ^',  v'),  forment  un 
faisceau  de  droites  en  involution.  Comme  aussi  les  droites  (X,  fx,  v)  et 
(X',  u',  v')  sont  conjuguées  par  rapport  à  toutes  les  coniques  du  système, 
on  a  les  relations  suivantes  : 

2LXX'+  2M/;Lfz'+  2Nw'+  2F  (fxv'+  ^v)  +  2G(vX'+  v'X)+2H  (X^'+X»=0, 
2L'XX'+2MV/+2N  W+2F  (fjiv'+fx'v) + 2G'  (vX'+ v'X)  +2H'  (Xfji'+XV) =0, 
2L"XX'+MVfy/+2N' W+2F"(ui/+fji'v)+2G"(vX'+v'X)+  2H"(Xfji'+XV)  =  0  ; 

et,  entre  les  coordonnées  P,  Q,  R  du  point  0, 

XP  +  f/Q  +  vR  =  0,  XT  +  ix'Q  +  v'R  =  0, 

ou,  en  multipliant  la  première  de  ces  deux  dernières  équations  par  X',  la 
seconde  par  X,  et  ajoutant  membre  à  membre, 

2PXX'  +  Q(X/  +  XV)  +  R(vX'  +  v'X)  =  0. 

De  même,  on  a  les  deux  autres  relations 

P(X^'  +  XV)  +  2Qf/fx'  +  R(fxv'  +  ix'v)  =  0, 
P(vX'  +  v'X)  +  Q  Vv'  +  /v)  +  2Rw'  =  0. 

En  éliminant 

2XX',  2f/^',  2w',  fx>'  +  ix'v,  vX'  +  v'X,  Xf/'  +  X>, 

entre  ces  six  équations,  on  obtient  celle  du  lieu  du  point  0. 


S54 

Cette  équation  : 

L, 

M, 

N,      2F, 

20, 

2H 

L', 

M', 

N',      2F', 

20', 

2H' 

L", 

M", 

N",    2F", 

20", 

2H" 

P. 

0. 

0.       0, 

R. 

Q 

0, 

Q, 

0,       R, 

0, 

P 

0, 

0. 

R,     Q, 

P, 

0 

=  0 


est  du  troisième  degré  et  représente  une  cubique. 

Remarque.  —  On  peut  aussi  obtenir  cette  équation  sous  d'autres  formes  en  rai- 
sonnant comme  au  n<*  772,  et  en  prenant  comme  conique  auxiliaire  la  courbe 
représentée  par  Tensemble  de  trois  termes,  égalés  à  zéro,  de  Téquation 

LiX2  +  Mjix'-*  +  N,v2  +  2F,fi.v  +  2GivX  +  2H,X|jl  =  0. 

Le  point  0  est  sur  la  conique  U  relative  à  cette  courbe  auxiliaire  et  à  une 
courbe  du  réseau. 

Il  suffit,  du  reste,  pour  obtenir  ces  diverses  formes,  de  remplacer  dans  les 
équations  du  n«  772,  les  coefficients  des  équations  ponctuelles  par  ceux  des 
équations  tangentielles  et  de  changer  X»  t^*  v  respectivement  en  P,  Q,  R. 

La  cubique  ci-dessus  se  réduit  à  une  conique  et  à  un  côté  du  triangle 

fondamental,  quand 

N  =  N'  =  N"  =  0, 

c'est-à-dire,  quand  les  coniques  du  réseau  ont  ce  côté  pour  tangente  commune. 

Corollaire.  —  Lorsqu'il  s'agit  d'un  réseau  de  paraboles,  la  cubique  se 
réduit  à  une  conique  et  à  la  droite  de  l'infini.  Donc, 

Les  points,  tels  que  les  tangentes  menées  aux  paraboles  (Tun  réseau 
parabolique  soient  conjuguées  deux  à  deux  dans  un  système  en  involutioUy 
décrivent  une  conique, 

791.  —  Si  deux  coniques  du  réseau  sont  tangentes,  la  Caylayenne  est 
tangente  à  leur  tangente  commune  (788). 

Si  les  coniques  du  réseau  ont  une  tangente  commune,  cette  droite  est 
une  tangente  double  de  la  Caylayenne,  puisqu'elle  contient  ses  pôles  par 
rapport  à  toutes  les  coniques  du  système. 

La  droite  de  Vinfini  est  une  tangente  double  de  la  Caylayenne  d'un 
réseau  tangentiel  de  paraboles. 

Si  les  coniques  du  réseau  ont  deux  tangentes  communes,  la  Caylayenne  a 
deux  tangentes  doubles  et  se  décompose  en  un  point  tse  trouvant  à  tHnler- 
section  des  deux  tangentes,  et  en  une  conique  tangente  à  ces  droites. 
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En  prenant,  en  effet,  pour  côtés  CA,  AB  du  triangle  fondamental,  les 
deux  tangentes  communes,  le  réseau  est  défini  par  les  trois  coniques 

LX2  +  2Ffxv  +  2GvX    +  2HX//   =  0, 
L'X»  +  2G'vX  +  2H'Af/  =  0, 

L"2X«  +  2G"vX  +  2H'V  =  0. 

La  Caylayenne  a  donc  pour  équation  (776) 

—  2fjiv,  X^,  Xfx,  Xv 

L,  F,  G,  H 

L',  0,  G',  H' 

L",  0,  G",  H" 


=  0, 


laquelle  représente  le  sommet  A  du  triangle  fondamental  et  une  conique 
tangente  aux  côtés  AB,  AC  du  même  triangle. 

792.  —  Point  double  d'un  réseau  tangentiel.  —  Un  réseau  tangentiel 
ne  contient  généralement  pas  de  point  double,  car,  en  supposant  que,  pour 
certaines  valeurs  de  k,  k\  k",  la  fonction 


devienne  un  carré  parfait 


k<f,  +  k'I  +  k'T 


(XF  +  fxQ'  +  vR?, 


on  démontrerait  comme  au  n®  778  que  les  coefficients  des  équations  de  trois 
coniques  quelconques  du  réseau  sont  liées  par  une  équation  de  condition. 
Cette  équation  de  condition  s'interprète  facilement  en  remarquant  que 
pour  les  valeurs  de  k,  k\  k'\  qui  vérifient  l'identité 

k^  +  Kl  +  r  r  =  (XF  +  u.(X  +  vR7, 

on  a  aussi  identiquement 

^  =  (XF  +  f/Q'  +  vR')2  —  k'I  —  k'T. 

D'où  l'on  conclut  que  Vune  des  coniques  9  du  réseau  est  bitangente 
à  une  conique  déterminée  du  faisceau  tangentiel  défini  par  deux  autres 
coniques  1  et  T  du  réseau,  suivant  une  droite  ayant  pour  pôle  le  point 
double. 


793.  —  AppLicAnoN.  —  Considérons  le  réseau  défini  par  deux  coniques  bitan- 
gentes  cp  et  S  et  les  points  cycliques.  Ce  réseau,  qui  est  encore  défini  par  deux 
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coniques  homofocales  aux  coniques  données  et  par  les  points  cycliques,  a  un  point 
double  P,  pôle  de  la  droite  des  contacts  des  courbes  données  (528). 

D'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  il  y  a  une  conique  (p^  du  faisceau  tangentiel 
déterminé  par  les  coniques  homofocales  à  cp  et  S,  bitangente  aux  points  cycliques 
suivant  une  droite  dont  le  pôle  est  P.  La  conique  9,  étant  un  cercle  de  centre  P 
(528),  on  a  le  théorème  : 

Le  point  P  de  rencontre  des  tangentes  communes  à  deux  coniques  bilan- 
génies  est  le  centre  d'un  cercle  inscrit  dans  le  quadrilatère  formé  par  les 
quatre  tangentes  communes  à  deux  coniques  homofocales  aux  deux  coniques 
données; 
et  comme  cas  particuliers  : 

1.  Le  point  de  rencontre  des  tangentes  communes  à  deux  coniques  bitan- 
gentes  est  également  distant  des  quatre  droites  qui  joignent  leurs  foyers 
(un  foyer  de  Vune  à  un  foyer  de  CaxUre), 

2.  Les  quatre  tangentes  menées  de  deux  points  keth  d'une  conique  <p, 
à  une  seconde  conique  komofocale  à  la  première,  forment  un  quadrilatère 
circonscriptible  à  un  cercle,  dont  le  centre  est  le  pôle  de  la  droite  AB  par 
rapport  à  la  conique  9. 

3.  Une  tangente  au  point  C  de  la  conique  9  rencontre  une  conique  komo- 
focale 2  en  deux  points  A  et  B,  par  lesquels  on  mène  les  deux  tangentes  à(p;le 
cercle  insent  au  triangle  fotmé  est  tangent  àr^au  point  C  et  a  pour  centre 
le  pôle  de  AB  par  rapport  à  2.  Le  sommet  du  triangle,  opposé  au  côté  AB,  se 
trouve  sur  la  conique  passant  par  C  et  komofocale  à  9. 

4.  La  tangente  AB  au  point  A  d'une  conique  9  rencontre  au  point  B  la 
conique  komofocale  passant  par  A;  la  seconde  tangente  menée  par  B  à  la 
conique  9  est  tangente  au  cercle  osculateur  au  point  A  de  9. 

5.  Le  centre  C  du  cercle  osculateur  en  un  point  A  d'une  conique  9 
est  le  pôle,  par  rapport  à  la  conique  komofocale  S  passant  par  le  point  A, 
de  la  tangente  AB  menée  à  la  conique  9  au  point  A. 

6.  Les  quatre  droites  qui  joignent  un  couple  de  foyers  d'une  conique  à  deux 
points  de  la  même  courbe  forment  un  quadrilatère  circoriscriptible  à  un 
cercle  ayant,  pour  centre,  le  point  d'intersection  des  tangentes  à  la  courbe 
menées  par  les  deux  points. 

Les  théorèmes  suivants  sont  donc  évidents  : 

i.  Si  l'on  inscrit  un  cercle  dans  l'angle  de  deux  tangentes  menées  d^un 
point  fixe  à  une  conique  9,  le  point  d'intersection  des  deux  tangentes  aux 
deux  courbes,  autres  que  les  tangerites  fixes,  appartient  à  l'une  ou  à  l'autre 
des  coniques  komofocales  à  m  et  passant  par  le  point  fixe. 

2.  Si  l'on  inscrit  un  cercle  dans  l'angle  du  sommet  d'un  triangle,  les  tan- 
gentes au  cercle,  menées  par  les  extrémités  de  la  base,  et  autres  qtie  les 
côtés,  se  rencontrent  en  un  point  appartenant  à  l'une  ou  à  l'autre  des 
coniques  passant  par  le  sommet  du  triangle  et  ayant  pour  foyers  les  extré- 
mités de  la  base. 

3.  Le  point  d'intersection  des  tangentes  communes  à  une  conique  (^  et  à  un 
cercle,  qui  lui  est  tarigent,  appartient  à  la  conique  passant  par  le  point  de 
contact  et  komofocale  à  9. 

4.  Les  tangentes,  menées  de  deux  points  d'une  droite  à  un  cercle  tangent 
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en  un  point  fixe  de  la  droite,  se  rencontrent  en  un  point  gui  appartient  à  la 
conique  passant  par  ce  dernier  point  et  ayant  pour  foyers  les  deux  autres, 

784.  —  La  Caylayenne  d*un  réseau  ta7igentiel  qui  contient  un  point 
double  P  se  réduit  à  ce  point  et  à  une  conique,  —  En  effet,  en  désignant  par 

(XP'  +  ^Q'  +  vR?  =  0 

Téquation  du  point  double,  Téquation  de  la  Caylayenne  du  réseau  est 


(XP'  +  fzQ'  -h  vR') 


P',     Q',     R' 

laquelle  représente  le  point  P  et  une  conique  ayant  pour  équation 


^X'     ^H^'     ^v 


=  0, 


^f  ^f  ^f 

^X'  ^H^'  ^v 

^X.  ^V'  ^'v 

P',  Q',  R' 


=  0. 


(2) 


Cette  conique  est  tangente  aux  polaires  de  P,  par  rapport  aux  coniques 
du  réseau  (788)  ;  on  voit,  du  reste,  que  les  coordonnées  tangentielles 

F' ,     F'  ,      F'  / 
de  Tune  de  ces  droites  vérifient  Téquation  de  la  courbe,  car 
(pV^,  =  2(LFp,  +  HFV  +  GFV)  =  4F(/L  +  /iH  +  ^G)  =  4AF. 

La  conique  (2)  est  donc  l'enveloppe  de^  polaires  de  P  par  rapport  à 
toutes  les  coniques  du  réseau. 

C'est  aussi  l'enveloppe  des  droites  qui  joignent  les  pôles,  par  rapport  aux 
coniques  du  réseau,  d'une  droite  pivotant  autour  du  point  P, 

796.  —  Ces  deux  théorèmes  peuvent  aussi  se  démontrer  directement. 
On  remarque,  en  effet,  que  l'équation  (2)  résulte  de  l'élimination  de  k,  k\  k" 
entre  les  relations 

A<p'.  +  k"L\  +  Wy  (XP'  +  ixû'  +  vR')     k(^\+  k'V-V  2A:"Q'  (XP'  +  piQ'  +  vR') 

F  ~  Q' 

*(p'  +  krs,\  +  2A:"R'  (XP'  +  |xQ'  +  vRO 


R' 


=  6, 
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ou  de  rélimination  des  paramètres  k^  k\  ki  entre 

Ar<p'^  +  /c'S'^  -  k,r  =  0, 

k(^\  +k!ll\  -A:,R'  =  0. 

Cette  même  équation  (2)  résulte  aussi  de  l'élimination  de  X',  ji',  v',  coordonnées 
d'une  droite  pivotant  autour  d'un  point  fixe  P,  entre  les  relations 

X'F    +|i.'Q'    +v'R'   =0. 

796.  —  CoROLLAmEs.  —  I.  Les  diamètres  des  coniques  d*un  faisceau  tan- 
gentiel,  conjugués  à  une  droite  donnée,  enveloppent  une  conique. 

La  même  conique  est  l* enveloppe  de  la  droite  qui  joint  les  pôles,  par  rap- 
port à  deux  coniques,  d'une  droite  qui  se  meut  parallèlement  à  une  droite 
donnée. 


Cette  courbe  a  pour  équation 


9 
S' 


9'v 

S'. 


Ix'Ç-v't,,       v'Ç-X'Ç,       X'ti-h^'? 


=  0 


où  X',  jx',  v'  désignent  les  coordonnées  tangentielles  de  la  droite  donnéeJ 

II.  Dans  un  faisceau  tangentiel,  il  y  a  deux  coniques  passant  par  un  point 
donné  P;  les  tangentes  à  ces  coniques  en  ce  point  sont  les  tangentes  menées 
à  la  conique  (2). 

III.  Il  y  a  qu£Ltre  coniques  tangentes  à  une  conique  9  donnée  et  bitangentes  à 
une  seconde  conique  donnée  i  suivant  des  cordes  de  contact  se  coupant  en  un 
point  P  donné.  Les  tangentes  aux  quatre  points  de  contact  sont  les  tangentes 
communes  aux  courbes  9  et  (2);  les  polaires  de  P,  par  rapport  à  9  «ï  à  S,  sont 
également  tangentes  à  la  conique  (2). 

IV.  Il  y  a  quatre  coniques  tangentes  à  une  conique  9  donnée  et  à  deux 
droites  données  en  deux  points  donnés;  les  quatre  tangentes  communes  à 
ces  coniques  et  à  9,  ainsi  que  la  droite  qui  joint  les  deux  points  donnés  et 
la  polaire  du  point  de  rencontre  des  deux  droites  données,  par  rapport 
à  9,  sont  tangentes  à  une  même  conique  représentée  par  V équation  Cï^oii  s 
désigne  le  premier  membre  de  l* équation  tangentielle  des  deux  points  donnés, 
et  P',  Q',  R',  les  coordonnées  du  point  de  rencontre  des  deux  droites. 

V.  Il  y  a  quatre  coniques  ayant  une  directrice  et  un  foyer  P  donnés  et  tan- 
gentes à  une  conique  donnée  9;  les  quatre  tangentes  communes,  la  droite 
donnée  et  la  polaire  du  foyer  donné  par  rapport  à  9  sont  tangentes  à  une  même 
courbe  du  second  degré. 
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VI.  Si  la  directrice  est  à  l'infini,  les  quatre  coniques  deviennent  quatre  cercles 
tangents  à  cp  et  ayant  pour  centre  commun  le  point  P.  Donc, 

Les  tangentes  menées  à  une  conique  aux  pieds  des  normales  issues  d'un 
point  P,  ainsi  que  la  polaire  du  point  par  rappo7*t  à  la  conique,  sont  tangentes 
à  une  même  parabole  a>,  ayant  pour  équation 


<P' 


9' 


F,      Q',       R' 


=  0. 


VIL  Cette  parabole  est  au^si  l'enveloppe  des  polaires  d'un  point  P  par 
rapport  aux  coniques  d'un  système  homofocal.  Sa  directrice  passe  donc  par  le 
point  P. 

VIII.  La  parabole  o)  est  tangente  aux  axes  de  symétrie  de  la  conique  9,  car  les 
coordonnées  langentielles  de  ces  droites,  vérifiant  les  égalités  (697) 

9';^  -  kn\  -  0,     <p'^  -  m^  -  0,     cp'^  -  m;  =  0, 

annulent,  par  conséquent,  le  premier  membre  de  son  équation. 

La  directrice  de  la  parabole  co  passe  donc  aussi  par  le  centre  de  la 
conique  9. 

IX.  Si  du  pôle,  par  rapport  à  une  conique,  d'une  droite  pivotant  autour  d'un 
point  fixe,  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  la  droite,  cette  peiT>endiculaire 
enveloppe  la  parabole  cj. 

L'enveloppe  de  la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  variable  d'une 
droite  fixe  sur  sa  polaire,  par  rapport  à  une  conique  9,  est  la  parabole  w. 

797. — Applications.  —  I.  Enveloppe  des  axes  des  coniques  tangentes  à  quatre 
droites.  —  Prenons  comme  triangle  fondamental  le  triangle  formé  par  trois  des 
quatre  tangentes,  et  désignons  par 

X'P  +  jx'Q  +  v'R  =  0 

réquation  de  la  quatrième. 

Les  foyers  sont  les  couples  de  points  qui  appartiennent  au  réseau  formé  par 
les  coniques  et  les  points  cycliques.  Les 
axes  de  symétrie  qui  joignent  ces  points 
enveloppent  donc  la  Caylayenne  du  réseau 
tangentiel  défini  par  les  trois  équations 

X  (p.'v  -  V»  =  0,         fx  (v'X  -  vX')  =  0, 

n  (X,  p.,  v)  =  0, 

lesquelles  représentent  respectivement  les 
deux  couples  de  sommets  A  et  N,  B  et  D 
du  quadrilatère  formé  par  les  quatre  tangentes,  et  les  points  cycliques. 
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L'équation  de  l'enveloppe  des  axes  est  donc 

JJ.  V  —  JJLV  ,  —  V  A, 

OU,  en  développant  le  déterminant. 


fx'X 


v'X  -  vX', 


x> 


D' 


=  0, 


m 


\(-r  +  ?+f)+^'..f^-5  +  ^i+'" 


v-W 


.>r  +  ?-7)-«- 


C'est  une  courbe  de  troisième  classe  tangente  à  la  droite  de  l'infini,  car,  son 
équation  est  satisfaite  pour  les  coordonnées  de  cette  droite,  les  expressions  IIV, 
n'  ,  n'v  étant  identiquement  nulles. 

Elle  est  aussi  tangente  aux  diagonales  du  quadrilatère  formé  par  les  tangentes, 
l'équation  étant,  en  effet,  satisfaite  par 

X  =  0,   vV-vfjL'  =  0;      ^  =  0,    x'v-v'X  =  0;     v  =  0,    jji'X  — XV  =  0. 

Remarque.  —  L'enveloppe  des  axes  des  coniques  d'un  faisceau  tangentiel  défîni 
par  les  deux  coniques  (p  et  2  a  pour  équation, 


9 


X' 


9' 


2V     2'  ,     1' 

X  ji.  V 

n'      n'  ,    n' 


=  0. 


La  courbe  qu'elle  représente  est  tangente  à  la  droite  de  l'infini. 

n.  Enveloppe  des  accès  d'un  système  de  coniques  bitangentes.  —  Prenons, 
comme  triangle  fondamental,  le  triangle  formé  par  les  deux  tangentes  communes 
et  la  droite  des  contacts.  L'enveloppe  cherchée  est  la  Gaylayenne  du  réseau  défini 
par  les  équations 

X2  =  0,        |xv  =  0,        n(X,  (1,  v)  =  0, 

représentant  respectivement  le  point  double  de  rencontre  des  tangentes  communes, 
les  points  de  contact  des  coniques  et  les  points  cycliques. 
L'équation  tangentielle  de  cette  courbe  est  donc 

1,        0,        0 

A  ji'  V 

et  représente  le  pôle  de  la  corde  des  contacts  et  une  parabole  tangente  à  cette 
droite. 
En  développant  l'équation 

*^        |JL  V 
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de  cette  dernière  courbe,  on  a  : 
La  directrice  a,  par  conséquent,  pour  équation  (731) 

ou  encore 

c'est  donc  la  médiane  relative  au  sommet  du  triangle,  point  de  rencontre  des 
tangentes  communes. 

Remarque.  —  L'enveloppe  des  axes  de  symétrie  d'un  faisceau  de  coniques 
bitangentes,  défini  par  la  conique  cp  et  le  point  double  (P\  Q\  R'),  a  pour  équation 


/y'  *»v'  fr.' 

7  A  '   fJL  ^  V 

n'.,  n'  ;  D' 

A  p.  V 

P',  Q',  R', 


=  0. 


C'est  donc  la  parabole  co  (796,  lY). 

III.  Enveloppe  des  axes  de  symétrie  des  coniques  conjuguées  à  un  triangle 
et  tangentes  à  une  droite  donnée.  Prenons  le  triangle  donné  comme  triangle 
fondamental  et  désignons  par  \\  ^\  v'  les  coordonnées  de  la  droite  donnée. 
La  courbe  cherchée  est  la  Caylayenne  du  réseau  tangentiel  défini  par  les  trois 
équations 

xv2-xv  =  o»    xv2-x'2v2  =  o,    n(x,  p.,v)  =  o, 

représentant  respectivement  deux  couples  de  points  appartenant  au  faisceau 
tangentiel  des  coniques,  dont  il  s'agit,  et  les  points  cycliques.  L'équation  de 
l'enveloppe  cherchée  est  donc 

îjl'«X,    -X'2jx,    0 
v'2X,         0,     -  X'2v 


0, 


ou,  en  développant, 


X'2  u'a  v'2 


Dans  le  cas  des  paraboles  conjuguées  à  un  triangle,  l'équation  ci-dessus  devient  : 


(2  2 

^n'x  +  -n'  +^n'  =0. 


V 


Ces  deux  courbes  sont  tangentes  à  la  droite  de  l'infini. 

Exercices.  —  i.  Lorsque  trois  coniques  ont  un  foyer  commun  F,  l'enveloppe 
des  droites,  telles  que  leurs  pôles  par  rapport  à  ces  courbes  soient  en  ligne  droite, 
est  une  conique  ayant  un  de  ses  foyers  en  F. 

Si  les  trois  coniques  données  sont  des  paraboles,  la  conique  enveloppe  est  aussi 
une  parabole. 

36 
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2.  Les  3ix  foyers  réels  de  trois  coniques  doublement  tangentes,  suivant  une 
droite  ayant  pour  pôle  le  point  P,  sont  situés  trois  à  trois  sur  quatre  droites 
tangentes  à  un  cercle  de  centre  P. 

3.  Les  quatre  tangentes  communes  à  deux  cercles  forment  un  quadrilatère  dont 
les  trois  couples  de  sommets  opposés  sont  les  couples  de  foyers  réels  de  deux 
systèmes  de  trois  coniques  bitangentes,  systèmes  tels  que  les  deux  droites  de 
contact  aient  pour  pôles  les  centres  des  deux  cercles. 

4.  On  joint  les  points  A  et  B  d*une  conique  <p  à  ses  foyers  F  et  F'  et  soient  C  et 
D  le  troisième  couple  de  sommets  opposés  du  quadrilatère  formé  par  ces  quatre 
droites.  Démontrer  que,  par  les  points  C  et  D,  on  peut  mener  une  conique  homofo- 
cale  à  cp  et  telle  que  ses  tangentes  aux  points  C  et  D  concourent  au  point  P  de 
section  des  tangentes  en  A  et  B  à  la  conique  cp. 

5.  On  joint  les  pôles  par  rapport  à  deux  coniques  d*une  droite  pivotant  autour 
d'un  point  fixe.  Lieu  du  point  de  rencontre  des  deux  droites. 

6.  Une  droite  pivote  autour  d'un  point  fixe  A;  on.  en  joint  le  pôle,  par  rapport  ù 
une  conique,  à  un  second  point  fixe  B.  Lîfeu  du  point  de  rencontre  des  deux  droites. 

7.  Par  un  point  fixe,  on  mène  les  tangentes  à  un  système  de  coniques  homo- 
focales;  l'enveloppe  des  normales  au  point  de  contact  est  la  parabole  «'•). 

8.  Trouver  l'enveloppe  des  axes  des  coniques  tangentes  à  trois  droites  données 
en  un  point  de  l'une  d'elles. 

9.  On  considère  un  faisceau  de  coniques  concentriques  et  homothétiques  ;  par 
un  point  fixe  P,  on  mène  les  quatre  normales  à  l'une  d'elles  ainsi  que  les  quatre 
tangentes  aux  points  d'incidence.  Les  cercles,  ayant  pour  diamètres  les  trois  diago- 
nales du  quadrilatère  formé  par  les  tangentes,  se  rencontrent  en  deux  points  dont 
0/1  demande  les  lieux. 

§  3*  —  Réseau:K.  haraioiiiqfuenient.  cissociés* 

798.  —  Conique  harmoniquement  inscrite  aux  coniques  d'un  réseau. 

—  Les  coefficients  de  l'équation  langentielle  d'une  conique  cp'  harmonique- 
ment inscrite  à  trois  coniques  S,  S,,  S,,  n'appartenant  pas  à  un  même 
faisceau  ponctuel  et  représentées  par  les  équations 

S  =  /P2  +  mQ2  +  »K2  +  2/XiR  +  %RP  +  2/tPQ  =  0, 
S,  =  rP2  +  m'Q2  +  »'R2  +  2rQR  +  2^'RP  -f  2/i'PQ  =  0, 
S,  =  /"P2  4-  m"Q2  +  n"R2  4-  2/^'QR  +  2^"RP  +  2//."PQ  =  0, 

sont  donnés  par  les  relations 

IL,     -+- mM,     -h  «N,     +  2/'F,     +  2^G,     +  2/?.H,    =0, 

/'L,   +m'M,   -h  »'N,    -f  2/"F,    +  Sf/'G,    +  2/i'H,  =0,        (1) 

l"L,  +  m"M,  +  n"N,  +  ^f'F,  +  ig"G,  +  2/i"H,  =0, 

L,,  M,,  N,,  2F,,  20,,  2H,  étant  les  coefficients  de  l'équation  tangentielle 

de  cp'. 
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Lorsque  les  trois  relations  ci-dessus  sont  satisfaites,  la  conique  cp'  est 
harmoniquement  inscrite  à  une  quelconque  des  coniques  du  réseau  S' 
représenté  par 

k&  4-  /c'S,  4-  /c"S,  =  0, 
car  l'expression 

{kl  +  A;7'-f-  rnL,  +  (km  +  k'm'  +  rm")M,  +  ...  2(A;/i  +  k'h'  H-  k"h"]E, 

est  nulle. 

Inversement,  toute  conique  du  réseau  S' est  harmoniquement  circonscrite 
à  la  conique  cp'  (745). 

799.  —  Équation  de  cp'.  —  Les  trois  relations  (1)  nous  permettent  de 
déterminer  les  valeurs  de  trois  des  coefficients  de  Téquation  cp'  en  fonction 
des  autres  qui  restent  variables.  En  posant,  par  exemple, 

2/^F.    +2(/G,    +2/iH,    =£, 

2/T,   +  2g'G,   4-  2/i'H.  =t\ 

2r'F,  +  ^g"G,  +  2/i"H,  =r, 
on  a  : 

/L,     -1-  7«M,     -i-  nN,    =  —  t, 

/'L,    +  în'M,    +  n'N,   =  —  t\ 

rh,  +  m"M,  -f  »"N,  =  —  t", 

on  t,  t\  t"  sont  des  variables.  Ces  six  équations  nous  donnent,  pour  les 
différents  coefficients, 

L.,M.,N.,2F„2G„2H., 

des  fonctions  homogènes  du  premier  degré  des  variables/,  /',  i"  ;  l'équation 
tangeniielle  de  la  conique  harmoniquement  inscrite  à  S,  S,,  S,  est  donc 
de  la  forme 

t9(X,  f/,  V)  +  e'cp,(A,  f/,  v)  -f  t"(p,(X,  fz,  V)  =  0, 

où  cp,  cp,,  cp,  sont  les  équations  de  trois  coniques  n'appartenant  pas  à  un 
même  faisceau. 

L'équation  ci-dessus  représente  donc  un  réseau  tangentiel  dont  toutes 
les  coniques  sont  harmoniquement  inscrites  à  une  conique  quelconque  du 
réseau  ponctuel  S'. 

Les  deux  réseaux  S'  et  cp'  sont  dits  harmoniquement  associés  ou 
conjugués. 

On  voit  immédiatement  que  si  les  coniques  S,  S,,  S,  sont  conjuguées  à 
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un  triangle,  les  coniques  du  réseau  conjugué  sont  inscrites  dans  le  même 
triangle. 

Si  S,  Sj ,  Sj  sont  circonscrites  à  un  triangle,  les  coniques  du  réseau  q>' 
sont  conjuguées  au  même  triangle. 

Les  couples  de  droites  du  réseau  S'  sont  conjuguées  par  rapport  aux 
coniques  9'  (752). 

Si  le  réseau  S'  contient  une  droite  double,  toutes  les  coniques  du 
réseau  9'  lui  sont  tangentes;  en  particulier, 

Si  la  droite  de  l'infini  appartient  au  réseau  potictuel  S',  le  réseau 
tangentiel  conjugué  ne  comprend  que  des  paraboles. 

De  même,  les  couples  de  points  du  réseau  cp'  sont  conjugués  par  rapport 
aux  coniques  S';  en  particulier, 

Si  les  points  cycliques  appartiennent  au  réseau  9',  toutes  les  coniques 
du  réseau  S'  sont  des  hyperboles  équilatères. 

Lorsque  le  réseau  9'  contient  un  point  double,  toutes  les  coniques  de  S' 
passent  par  ce  point. 

800.  —  La  notion  des  réseaux  conjugués  va  nous  permettre  de  donner 
une  signification  nouvelle  aux  courbes  des  n"  771  et  790. 

Si  Tune  des  coniques  du  réseau  9'  représente  deux  points  A  et  B,  ces 
points  sont  conjugués  par  rapport  à  toutes  les  coniques  S' harmoniquement 
circonscrites  à  9'  (762);  les  coniques  S'  déterminent,  par  conséquent,  sur 
la  droite  AB  un  système  de  points  en  involution. 

La  Caylayenne  du  réseau  conjugué  au  réseau  ponctuel  S'  est  donc 
Venveloppe  de  la  droite  qui  rencontre  les  coniques  de  ce  dernier  réseau 
en  un  système  de  points  en  involution.  Cest  donc  la  courbe  du  m*  771. 

De  plus,  les  points  A  et  B  étant  conjugués  par  rapport  à  toutes  les 
coniques  S',  les  polaires  de  l'un  d'eux  par  rapport  à  ces  courbes  passent 
par  l'autre.  Donc, 

Le  lieu  des  couples  de  points  qui  appartiennent  à  un  réseau  tangentiel 
est  la  Jacobienne  du  réseau  ponctuel  conjugué. 

801.  —  Applications.  —  I.  Chercher  le  lieu  des  foyers  des  coniques  tangentes 
à  quatre  droites.  Lorsque  les  points  cycliques  apixartiennent  au  réseau  9',  les 
couples  de  points  du  système  sont,  outre  les  points  cycliques,  les  couples  de 
foyers  des  coniques  du  faisceau 

Âr9(X,  jA,  v)  +  A:'9,(X,  [x,  v)  =  0. 

De  plus,  les  coniques  du  réseau  conjugué  S' sont  des  hyperboles  équilatères  (671). 
Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  ces  hyberboles  sont  conjuguées  à  l'un  ou  Tautre  des 
triangles  formés  par  trois  des  quatre  tangentes  (745). 
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En  prenant,  comme  triangle  fondamental,  Fun  de  ces  quatre  triangles,  la  qua- 
trième tangente  a  pour  équation 

X'P  +  |x'Q  +  v'R  =  0. 

D*aprè8  ce  que  nous  venons  de  dire,  le  couple  de  droites 

na',  p.',  v')P«  -  (a»  +  t^iX'V  +  |x'Q  +  v'R)2  =  0, 

faisant  partie  du  faisceau  équilatère  représenté  par 

/P2  +  mQ2  +  (X'P  +  |x'Q  +  v'R)2  =  0, 
avec  la  relation  (659) 

Ua^  +  (^  +  m(a'^  +  b"")  +  \l(\\  p.',  vO  «  0, 

est  une  conique  du  réseau  S'. 
Les  couples  de  droites 

(a'2  +  ^'2)p2  _  (fl2  4-  ^2)Q2  =  Q,  (a"^  +  ^"2)Q2  _  (a'2  +  ^'2)R2  =  Q       (2) 

appartiennent  également  au  môme  réseau.  Ce  réseau  est  donc  défini  par  ces  trois 
couples  de  droites.  La  Jacobienne  ou  le  lieu  des  foyers  des  coniques  tangentes  aux 
droites 

P  =  0,    Q  =  0,    R  =  0,    VP  +  |x'Q  +  v'R  =  0  (3) 

a  donc  pour  équation 

ri(X',  Hi'.  v')P  -  (a2  +  W  (X'P  +  ix'Q  +  v'R)X',       (a'2  +  ^'2)P,       o, 
(a2  +  ^  (X'P  +  |x'Q  +  v'R)|x'.       (a2  +  /^)Q,        -  (a"2  +  ^"2)q^ 
(a2  +  *2)  (X'P  +  |i'Q  +  v'R)v',  0,  (a'2  +  b'^)  R, 

On  trouve,  en  développant, 

n(X',Jl',vO  (fl2+^2)X'         (a'2  +  ^'2)jj,'         (û^"2  +  ^"2)/ 

H ^^ r 


=  0. 


X'P  +  fx'Q  +  v'R  p  '  Q  '  R 

Cest  Téquation  d'une  cubique  passant  par  les  six  sommets  du  quadrilatère  formé 
par  les  quatre  tangentes,  et  les  deux  points  cycliques  ayant  pour  coordonnées 


a±b\^^^\,       a'±^V-4,       a"±n/-i; 

C'est  donc  une  cubique  circulaire. 

Quand  il  s'agit  d'un  système  de  paraboles  tangentes  à  trois  droites,  la  quatrième 
tangente  est  à  Tinfini  et  l'équation  de  la  cubique  devient 

(ÇP  +  TiQ  +  ÇR)K(a2  +  ^2)QR  +  ^(a'2  +  ^2)Rp  +  ^(^"2  +  ^''2)pQ]  ^  0. . 

La  courbe  se  réduit  donc,  dans  ce  cas,  à  la  droite  de  l'infini  et  au  cercle 
circonscrit  aux  trois  tangentes  communes. 
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IL  Enveloppe  des  axes  de  symétrie  des  coniques  tangentes  à  quatre  droites. 

On  voit  immédiatement  que  les  axes  des  coniques  inscrites  dans  le  quadrilatère 

formé  par  les  droites  (3)  enveloppent  la  courbe  du  n»  771  relative  aux  couples  de 

droites 

nft',  jx',  v')  P2  -  («2  +  i^  (XT  +  fi'Q  +  v'R)  -  0, 

(a'2  +  à'^ P2  -  (a2  +  ^Q2  =  0,       (a"2  +  ^"2)Q2  _  (^'2  4.  ^'2)R2  =  0. 
Elle  a  ici  pour  équation 


^  û2  +  ^2     ' 

a'2  4- 1'^ 

0 
X, 
0, 
0, 


—  a»  -  b^ 

0, 
0, 


v'2, 

0, 
-  a'2  -  ^'2, 

0, 
0, 

V, 


2/  / 
0, 

0, 
0, 

V, 


»     / 


%'X'    !iXV 


0, 
0, 

V, 

0, 

A, 


0 
0 

X 
0 


=  0. 


Multiplions  respectivement  les  éléments  des  trois  premières  colonnes  du  déter- 
minant ci-dessus,  par 


a2  + 


a'^  +  b\         fl"«  +  ^"2; 


puis  remplaçons  les  éléments  de  la  première  colonne  par  les  sommes  des  éléments 
correspondants  des  trois  premières,  les  éléments  de  la  seconde  par  les  sommes 
de  ceux  de  cette  seconde  colonne  et  de  la  troisième;  nous  obtenons  ainsi  un  déter- 
minant dont  les  deuxième  et  troisième  lignes  ont  chacune  leurs  éléments  nuls  à 
l'exception  d'un  seul. 
L'équation  ci-dessus  peut  donc  s'écrire  : 

(a2+^)X'2-Ha'H^'2)jj,/2+(a''24_/,''2)/2-n(X',fi',v'),  2jiV'  ^v'X',  ÎXV'l 

(a2  +  ^2)x,  0,        V, 

(fl'2  +  ^'2)  ^^  ^,  0, 

(a"2  +  ^"2),,  ^^        X,        0 

ou  en  développant. 


X    '      "* 


f(a2  +  ^2)X'2  +  (fl'2  4_  ^'2)  j^'2  +  (fl''2  +  /,'^2)/2  _  fl  (X',  fx',  v')]  Xp.V  = 

IlV  [-  («2  +  /r2)  X2  +  (a'2  +  ^'2)  jj,2  +  (a"2  +  ^"2)^2^  ^ 

-h  v'X'  [       (fl2  +  Z^'^)  X2  -  (a'2  +  ^'2)  ^^2  4-  (fl/.2  4.  ^"2)^2]  ^ 

+  XV'  l       («2  +  ^2)  X2  4-  (a'2  4.  ^'2)  j^2  -  (fl"2  4.  ^'.2) ^2]  v,  (4) 

ou  encore, 

X|xv  n  (X',  (jl',  v')  =  (a2  +  ^2)  (vx'  -  v'X)  (|xX'  -  |i'X)  X 
-f  (a'2  -f  ^'2)  (, jj,'  _  /^)  (Xp.'  -  XV)  fi  +  (a"2  +  ^"2)  (Xv'  -  X'v)  (fjiv'-  hl'v)  v.  (5) 

Sous  celte  forme,  on  voit  que  la  courbe  de  troisième  classe,  qu'elle  représente, 
est  tangente  aux  diagonales  du  quadrilatère  formé  par  les  quatre  tangentes  com- 
munes aux  coniques.  Les  coordonnées  tangentielles  de  ces  droites  sont,  en  effet  : 

X  =  0,        jxv'-jx'v  =  0;       fi  =  0,       vX'-v'X  =  0;       v=0,       Xpi' -  XV  =  0. 


L'équation  précédenle  peut  encore  prendre  une  autre  fomie  qui  monlre  claire- 
ment que  la  courbe  qu'elle  représente  est  tangente  à  la  droite  de  l'infini. 
En  faisant  les  réductions  dans  le  premier  membre  de  (4),  on  obtient 

^■v'  [_  («a  +  frs)  Xî  +  (a'a  +  &'ï)nî  -t-  (fl"ï  +  *"î)  va  +  2(a'fl"  +  b-b")  ^v]  \ 
+  -.r  [    (aî  -I-  ôî)Xî  -  (fl'î  +  b")  i^a  +  (a"î  +  l>"^^i+i(.a"a  +  f'bhX]  fi 
-l-XV'(     (a* -(-ô^X*  +  W'*  + 6'^)  H' -<«"*  + ft"*)vï+2(<ni'+Aft'»,[il^  =  fl- 
ou eDC(»«, 

,«+..,+.»,)  [<-«+'>+■'"■" + "■'-'■>.+■'"■"' + w+'v-°"-)-J 
+(ft+»v+y.i[i-*^^;j'±^'+'"-''';+'"-ii-+ '"+'•;;,-'"•'■]-( 

Si  X.  [i.  V  sont  les  coordonnées  de  la  droile  de  l'infini, 

a\  +  a'y.  +  a\        bx  +  by  +  b'^ 

sont  des  expressions  identiquement  nulles. 
Lorsqu'il  s'agit  d'un  raîsceaii  de  paraboles  inscril«s  dans  un  triangle, 

na',[^',v')  =  n(£,Ti,c)=.o, 

et  l'équation  (5)  devient 

(a'  +  b^n   .  la-'  +  b-^i,      (a-'i+J-^^ 
H-C-v^i    '^     vî-Xï     +      Xt,-[xE     ""■ 

Cette  courbe  est  langenle  aux  droites  menées  par  les  sommets  du  triangle  paral- 
lèlement aux  côtés  opposés,  ainsi  qu'à  la  droite  de  l'infini. 

808.  —  Deux  droites  AM,  AN,  auxquelles  se  réduit  une  conique  du 
réseau  S',  sont  conjuguées  par  rapport  à  toutes  les  coniques  ?'  du  réseau 
conjugué  (752|;  ces  droites  enveloppent,  par  conséquent,  la  Caylayenne 
du  réseau  fi'  (769).  Donc, 

Les  couples  de  droites  qui  appartiennent  au 
réseau  ponctuel  S'  enveloppent  ta  Caylayenne 
du  réseau  conjugué. 

De  plus,  les  couples  de  tangentes  menées  de  A 
à  toutes  les  coniques  ç)'  fonnent  un  système  en 
involution.  Donc, 

La  Jacobienne  d'un  réseau  ponctuel  est  le 
lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener,  aux  coniques 

du  réseau  conjugué,  des  couples  de  tangentes  conjuguées  dans  un  système 
en  involution:  elle  coïncide,  par  conséquent,  offic  la  cubique  du  n°  790, 
relative  au  réseau  œ'. 
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808.  —  Applications.  —  I.  Enveloppe  des  asymptotes  des  coniques  passant 
par  quatre  points,  —  Les  couples  de  droites,  qui  appartiennent  à  un  réseau 
ponctuel  S'  contenant  la  droite  double  de  TinAni,  sont  les  asymptotes  du  faisceau 

kS  +  k'St  =  0. 

D'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  ces  couples  de  droites  enveloppent  la 
Gaylayenne  du  faisceau  parabolique  (799)  conjugué.  Toute  parabole,  conjuguée  à 
Tun  des  triangles  formés  par  trois  des  quatre  points  A,  B,  C,  D  communs  aux 
coniques  S  et  St,  fait  partie  de  ce  réseau. 

Prenant  comme  triangle  fondamental  les  droites  qui  joignent  deux  à  deux  trois 
de  ces  points,  et  désignant  par  P',  Q',  R'  les  coordonnées  du  quatrième,  on  voit 
immédiatement  que  les  équations 

«P'  +  TïQ'  +  ÇRW«  -  (XP'  +  |jlQ'  +  vR')«P  =  0, 
(5P'  +  TiQ'  +  ÇRTjjl2  -  (XP'  +  jxtt'  +  vROV  =  0, 
(ÇP'  +  T»Q'  +  CRT^v»  -  (XP'  +  HiQ'  +  vR')2p  -  0, 

représentent  des  couples  de  points  formant  des  systèmes  paraboliques  du  réseau  9'. 
(}elui-ci  est  donc  défini  par  ces  trois  équations  ou  par  les  suivantes  : 

(ÎP'  +  ^Q'  +  ÇR'W  -  (XP'  +  fxQ'  +  vR02Ç2  =  0, 
et  sa  (^ylayenne  est  représentée  par 


(5P'+TïQ'+îRT^X-<XP'H-fjLQ'-KR')PP',(XP'+|xQ'-KR')Ç2Q',(XP'+|xQ'+vR')PR' 

0,  îV.  -  ^^ 


-0, 


ou,  en  développant, 

(SP'  +  TiQ'  +ÎR')2  X|xv  -  (XF  +  HiQ'  +  vR')(PPVv  +  ij^Q'vX  +  Ç^R'Xfx)  =  0, 

ou  encore 

(SP^  +  T^Q^  +  ÇR^y»       ?P\^  T^2Q-  ,    1?W 

XP'  +  ixQ'  +  vR'   "    X    "*"    (i.    +    V  ' 

ou  enfin 

p/  -^  Q/  -h  j^,  —  U. 

C^tte  équation  représente  une  courbe  de  troisième  classe. 
Dans  le  cas  où  les  coniques  sont  des  hyperboles  équilatères,  c'est-à-dire,  quand 
on  a  : 

P'(fl'a"  +  b'b'')  =  Q  Va  +  b'^b)  -  W(aa'  +  bb\ 

elle  représente  une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements  (651). 

IL  Lieu  des  centres  des  coniques  passant  par  quatre  points,  —  On  peut 
trouver  l'équation  du  lieu  des  centres  des  coniques  passant  par  quatre  points 
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sous  forme  d*un  déterminaat  à  six  lignes  égalé  à  zéro.  Il  suffit  de  remarquer  que 
cette  équation  n'est  autre  que  celle  du  n^  791  relative  aux  trois  systèmes 
paraboliques  (6). 
C'est  donc  : 


p'2  


(if  +  tiQ'  +  ÇRO* 

^2 

Q'*,     R", 

2Q'R'. 

2R'P', 

«P'1 

1». 

-P..      0. 

0, 

0, 

0 

0. 

Ç».  -1*. 

0, 

0. 

0 

p. 

0,        0, 

0, 

R, 

Q 

0, 

Q,        0, 

R. 

0, 

P 

0, 

0.        R. 

U, 

P. 

0 

=  0. 


Faisant  subir  à  ce  déterminant  les  mêmes  transformations  qu'à  celui  du 
n<>  8(H,  II,  on  obtient 

Ç2p'2  +  ^2Q'24.;2R'5i_(Çp'  +  ^Q'  +  ÇR')2^      2Q'R',     2R'p',     2p'Q' 

S^P,  0,         R,         U 

Ti^Û,  R,         0,  P 

C2R,  Q,         P,         0 


=  0, 


ou,  en  développant, 

2(TiCQ'R'  +  «R'P'  +  ÇtiP'QOPQR  +  Q'R'C-  PP«  +  ri^  +  ;2R2)P 

ou  encore 

(-$P  +  TiQ  +  ÇR)P  .  (SP-TiU+ÇRXi  .  (ÇP+TiQ-WRH      ^ 


(ÇP  +  tiQ  +  îR)[^ 


P' 


+ 


Q' 


+ 


R' 


équation  qui  représente  la  droite  de  l'infini  et  une  conique. 

La  conique  n'est  autre  que  le  cercle  des  neuf  points  (684),  quand  les  coordonnées 
P',  Q',  R'  sont  celles  de  l'orthocentre  du  triangle  fondamental,  c'est-à-dire,  quand 
les  coniques  considérées  sont  des  hyperboles  équilatères. 

804.  —  Cercles  d'un  réseau  tangentiel  de  coniques.  —  Déterminons  un 
réseau  ponctuel  par  deux  de  ses  hyperboles  équilatères  (765)  et  par  une 
quelconque  de  ses  autres  coniques  S.  Ces  trois  courbes  n*appaniennent 
jamais  à  un  même  faisceau  (469). 

Les  hyperboles  équilatères  d'un  réseau  ponctuel,  formant  un  faisceau 
(765),  ont  quatre  points  communs  tels,  que  Tun  d'eux,  D  par  exemple, 
est  l'orthocentre  du  triangle  ABC  formé  par  les  trois  autres.  Leur  triangle 
conjugué  est  le  triangle  LMN  ayant  pour  sommets  les  pieds  des  hauteurs 
de  ABC  (469).  Tout  cercle  inscrit  dans  LMN  est  harmoniquement  inscrit 
aux  hyperboles  équilatères,  et  il  en  est  de  même  de  tous  les  cercles 
concentriques  (757).  Ces  cercles  ont  pour  centres  A,  B,  C,  D. 
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Le  cercle  de  centre  D  sera  harmoniquement  inscrit  à  la  conique  S  et, 
par  suite,  à  toutes  les  coniques  du  réseau,  si  le  carré  de  son  rayon  a  pour 
expression  (767) 

P',  Q',  R'  désignant  les  coordonnées  du  point  D.  Donc, 

Dans  un  réseau  tangentiel  de  coniques,  il  y  a  gméraiemeM  quatre 
cercles  réels  ou  imaginaires,  dont  les  centres  sont  les  sommets  et  rortho- 
centre  du  triangle  formé  par  les  points  communs  aux  hyperboles  équilatères 
du  réseau  conjugué. 

Le  rayon  du  cercle  D  est  nul,  et  la  courbe  se  réduit  à  son  centre  ou  à  un  point 
double,  quand  la  conique  S  passe  par  ce  point  D.  Donc, 

Quand  un  réseau  tangentiel  contient  un  point  double,  les  coniques  du  réseau 
conjugué  passent  par  ce  point. 

Un  réseau  tangentiel  7ie  peut  contenir  plus  de  trois  points  doubles. 

Dans  un  réseau  tangentiel  qui  contient  trois  points  doubles,  il  n'y  a  qu'un 
cercle  réel  ou  imaginaire;  c'est  le  cercle  conjugué  au  triangle  formé  par  les 
points  doubles. 

806.  —  Cercle  d'un  réseau  ponctuel.  —  Définissons  un  réseau  tan- 
gentiel par  deux  de  ses  paraboles  (785)  et  par  une  quelconque  cp  de  ses 
autres  coniques. 

Soit  ABC  le  triangle  formé  par  les  trois  tangentes  communes  aux  para- 
boles; le  point  d'intersection  de  leurs  directrices  est  Torthocentre  H  du 
triangle  ABC. 

Le  cercle  conjugué  à  ABC,  qui  a  pour  centre  H,  est  harmoniquement 
circonscrit  aux  paraboles,  et  il  en  est  de  même  de  tous  les  cercles  de 
centre  H  (758) . 

Comme  il  existe  toujours  un  cercle  de  centre  donné  harmoniquement 
circonscrit  à  une  conique  donnée  9  non  parabolique  (768),  on  en  conclut 
que  le  point  H  est  le  centre  d'un  cercle  harmoniquement  circonscrit  à  toutes 
les  coniques  du  réseau  tangentiel.  Donc, 

Le  centre  du  cercle  d'un  réseau  ponctuel  est  le  point  de  concours  des 
directrices  des  paraboles  du  réseau  tangentiel  conjugué. 

Le  cercle  a  un  rayon  nul  et  se  réduit  aux  droites  isotropes  issues  du  point  H, 
quand  ce  point  est  situé  sur  le  cercle  de  Monge  de  la  conique  9  (758).  Donc, 

Lorsque  les  droites  isotropes  appartiennent  à  un  réseau  ponctuel  de 
coniques,  les  cercles  de  Monge  des  coniques  du  réseau  tangentiel  conjugué 
passent  par  un  point. 

Le  point  de  contact  de  la  tangente  menée  du  centre  d*une  conique  au  cercle 
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harmoniquement  circonscrit  se  trouvant  sur  le  cercle  de  Monge  de  la  courbe  (751), 
on  en  conclut  : 

Les  cercles  de  Monge  des  coniques  d'un  réseau  tangentiel  coupent  orthogo- 
nalement  le  cercle  du  réseau  conjugué. 

Les  centres  des  coniques  d'un  réseau  tangentiel,  dont  la  somme  des  carrés 
des  axes  de  symétrie  est  donnée,  décrivent  un  cercle  ayant  pour  centre  le 
point  de  rencontre  des  directrices  des  paraboles  du  réseau. 

Les  centres  des  hyperboles  équilatères  d'un  réseau  tangentiel  déciHvent  le 
cercle  du  réseau  ponctuel  conjugué. 

Applications.  —  i.  Lieu  des  foyers  d'un  système  de  coniques  bitangentes,  — 
Les  foyers  de  ces  coniques  sont  les  couples  de  points  appartenant  au  réseau  tan- 
gentiel (p  défini  par  deux  de  ces  courbes  et  les  points  cycliques.  Ils  décrivent  donc 
la  Jacobienne  du  réseau  d'hyperboles  équilatères  conjuguées  S  (800). 

Prenons  comme  triangle  fondamental  le  triangle  ABC  (fig.  66)  formé  par  les 
tangentes  communes  AB,  AC  et  par  la  droite  des  contacts.  Les  droites  AM,  AN, 
conjuguées  harmoniques  par  rapport  à  AB,  AC,  forment  avec  BC  un  triangle  AMN 
conjugué  aux  coniques  bitangentes  suivant  la  ligne  BC. 

Les  hyperboles  équilatères  circonscrites  à  un  triangle  AMN  appartiennent  au 
réseau  S  ;  le  couple  de  droites  formé  par  le  côté  AM  et  la  hauteur  correspondante 
NL  du  triangle  AM  fait  donc  partie  du  réseau  S. 

La  droite  AM  a  pour  équation 

Hi'Q  +  v'R  -=  0, 

et  la  droite  NL  est  représentée  par 

XP  -  {x'Q  +  v'R  =  0. 

De  la  condition  de  perpendicularité  (582) 

-  (a'2  -1-  ^'2)  jj,'2  +  (a"2  +  ^"3)/2  _!_  ^a"a  +  b"b)W  +  (aa'  +  bb")!^'  =  0, 
on  tire 

_  (a'2  +  />'2)jj,'2  _  (a"2  +  ^/^2)^'2 

^  ^  (a"a  -f  b"bW  +  (aa'  +  bb')  |x'  ' 
Le  couple  AM,  NL  est  donc  représenté  par  Téquation 

/(a'2  +  b'^ a'2  -  (a"2  +  b"^W^  \ 

(^'0  +  v'R)  [^a^^a  +  b^bW-^-^aa'  +  bb')^'  ^  -  ^'"  +  ^'^'  =  ^^ 

où  (jl'  et  v'  sont  quelconques. 
Donnant  successivement  à  ^i'  et  v'  les  valeurs 


jj,' =  l/a"2  +  /^"2^     v'=U^fl'2  +  ^'2.      jj^'^O,     v'=i;      fl'=l,     v'=0, 

on  obtient  les  trois  couples  de  droites  rectangulaires 

(a"2  +  ^"2)Q2  -  (a'2  +  b'^  R2  =  0, 

(a"2  +  ^"2)  RP  -  {a" a  +  b"b)  R2  =  0,  (7) 

(a'2  +  b'^)  PQ  —  (aa'  +  bb'W  =  0, 
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qui  définissent  le  réseau  S.  La  Jacobienne  de  oe  réseau  ou  le  lieu  des  foyers  des 
coniques  considérées  a  donc  pour  équation 


(a"2  +  ^"2)Q, 


-(fl'«  +  ^'«)R 


=  0, 


0, 
(a"2  +  b"^)  R,  0.  (a"2  +  b"^  P  —  2(a"a  +  b"b)  R 

ou,  en  développant, 

[(«"2  +  ^''2)  p  _  2  (a" a  +  bb")  R]  Q«  =  [(«'»  +  ^'«)  P — 2  (aa'  +  ^A')  Q]  R*. 

C'est  une  cubique  circonscrite  au  triangle. 

2.  Enveloppe  des  axes  de  symétrie  des  mêmes  œurbes.  Les  axes  de  symétrie 
des  coniques  bitangentes^  suivant  la  droite  BC,  enveloppent  la  courbe  de  troisième 
classe  du  n^  771  relative  au  système  (7),  ayant,  par  conséquent,  pour  équation 

0  1 


0. 

o"a  +  6"a. 

-  a'a  -  *'«. 

0, 

0, 

0. 

m'  +  bb'. 

0, 

0. 

0, 

0, 

0. 

aa'  +  bb\ 

0. 

-  «"«  - 

X. 

0. 

0, 

0. 

V, 

0. 

!*, 

0. 

V, 

0. 

0, 

0. 

V, 

|X. 

X. 

=  0. 


0 

V- 
X 

0 


Après  quelques  transformations  faciles,  cette  équation  se  réduit  à 

0,       —  1,  aw  +  bb" 

V,       0,  {aa'  +  bb')\  +  («'«  +b'^^  =  0, 

|X,  X,  (fl"2  +  ^-2)v 

ou,  en  développant, 

(a'«  -h  b'^  11.2  -  (a"2  +  ^''2)^2  _  (a/'a  +  b"b)  vX  +  (oa'  +  bb')  Xjx  =  0  ; 

ou  encore, 

[{aa'  +•  6^0  X  +  (a'2  +  ^'2)  ^  +  (a'a"  +  ^'/^")  v]  jx 

—  [(û"a  +  ^"^)  X  +  {a'a"  +  bb")  H-  +  (a"2  +  ^"2)^]^  =.  q, 
ou  bien 

et  représente  une  parabole  tangente  à  BG  (797,  II.) 

3.  Enveloppe  des  asymptotes  d'an  système  de  coniques  bitangentes.  —  Les 
asymptotes  de  ces  courbes  sont  les  couples  de  droites  appartenant  au  réseau 
ponctuel  S,  formé  par  deux  de  ces  coniques  et  la  droite  de  Tinfini.  Elles  enveloppent 
donc  la  Gaylayenne  du  réseau  tangentiel  parabolique  conjugué  9.  Ce  réseau  rp 
comprend  tous  les  systèmes  paraboliques  inscrits  dans  un  triangle  AMN  conjugue 
aux  coniques  bitangentes  considérées. 

Les  équations  des  sommets  du  triangle  AMN  étant 


X  =  0,  v'p.  +  vjji'  =  0. 


/jJL  -  VfJL'  =  0, 
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l'équation  tangentielle 


ou  encore, 


11  1 

ÀA  V  Jl  -|-   Vp.  V  JJL   —  V(l 

V'2|JL«  -  JJl'2v2  +  ÎVv'XjJL  =  0, 

représente  une  parabole  inscrite  dans  ce  triangle,  lorsqu'on  a 

v'2^2  _  ^^i  j;2  +  2X'v'Çtj  =  0. 

Tirant  la  valeur  de  X'  de  cette  relation  et  la  portant  dans  Féquation  précédente, 
on  obtient 

En  donnant  à  p.',  v\  les  couples  de  valeurs 

fi'  =  tj,     v'  =  Ç  ;         p.'  =  0,     v'  =  0, 

on  a  les  deux  équations 

CV*  -  -n^^  =  0,       5fi2  —  TjXp.  =»  0. 
On  peut  y  joindre  la  troisième, 

Çv2  -  |;Xv  =  0, 

qui  £ait  aussi  partie  du  réseau  qp  par  raison  de  symétrie. 

Ces  trois  équations  déterminent  ce  réseau;  sa  Caylayenne  est  donc  représentée 
par 


0. 

;:v. 

-,)^ 

Tlfl, 

2{(x       i)X, 

0 

Çv. 

0, 

2^,-a 

=  0, 


ou,  en  développant. 


î(2îv  -  a)[x2  -  Ti(2îjx  -  tjX)v2  =  0, 


4.  Lieu  des  centimes  des  mêmes  courbes,  —  Le  lieu  des  centres  des  coniques 
considérées  est  la  cubique  du  n®  791  relative  aux  trois  couples  de  points, 

;2|xa  —  7ï2v2  =  0,       Çjx2  —  7)Xfx  =  0,       Çv»  —  ÇXv  =  0. 
Elle  est  donc  ici  représentée  par  l'équation 


0, 

^\ 

-1*. 

0, 

0. 

0 

0. 

«. 

0. 

0. 

0. 

—n 

0. 

0. 

5. 

0. 

-ç. 

0 

p, 

0, 

0, 

0, 

R. 

Q 

0, 

Q, 

0, 

R, 

0, 

P 

0, 

0, 

R. 

Q. 

p, 

0 

=  0, 
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ou,  après  quelques  transformations, 

i    R,        ÇnP  +  T,*Q    I  _ 

OU  encore,  en  développant, 

P(7iQ-îR)(ÇP  +  TïQ  +  îR)  =  0. 

Le  lieu  se  compose  donc  de  la  ligne  des  contacts  BC,  de  la  droite  de  Tinfini 
et  de  la  médiane  relative  à  BG. 

Exercices.  —  1.  Lieu  des  foyers  des  coniques  conjuguées  à  un  triangle  et 
tangentes  à  une  droite. 

2.  Lieu  des  foyers  des  coniques  tangentes  à  trois  droites  en  un  point  de  Tune 
d'elles. 

3.  Enveloppe  des  asymptotes  des  coniques  passant  par  deux  points  et  touchant 
une  droite  donnée  en  un  point  donné. 

4.  Enveloppe  des  asymptotes  des  hyperboles  équilatères  conjuguées  à  un  triangle. 

5.  On  inscrit  un  triangle  dans  une  hyperbole  équilatère;  les  côtés  de  ce  triangle 
coupent  Tune  des  asymptotes  aux  points  L,  M,  N  par  lesquels  on  mène  des  per- 
pendiculaires à  ces  côtés. 

Démontrer  que  ces  perpendiculaires  sont  concourantes.  Donner  le  lieu  des 
points  de  concours  lorsque,  le  triangle  étant  fixe,  Thyperbole  équilatère  circon- 
scrite varie. 


FIN. 


*  • 
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